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Eine geometrische Aufgabe,

Von E. Czuber.

Vorzelegt von W. v. Dyeck in der Sifzung am 9. Junuar 1915,

I. Der allgemeine Fall.

1. Drei nicht orientierte Gerade in einer Ebene bestimmen
in dieser zwei Systeme ihnlicher Dreiecke, S und §'; jede zwei
Dreiecke desselben Systems sind perspektiv ihnlich in Bezug
auf einen #ufieren Ahnlichkeitspunkt, und jedes Dreieck aus
dem einen System ist mit jedem Dreieck aus dem andern per-
spektiv dihnlich in Bezug auf einen innern Ahnlichkeitspunkt.

Sind m, n, p, Fig. 1, die drei Geraden, so ziehe man zu
einer von ihnen, z. B. zu m, eine Parallele und nehme auf
dieser zwei Punkte N, P in der einen, oder N', P' in der ent-
gegengesetzten Richtung an. Durch N und N' ziehe man je
eine Parallele zu p, durch P und P’ je eine Parallele zu »n;
dadurch entstehen zwei #hnliche Dreiecke M NP, M'N'P' mit
entgegengesetztem Umlaufssinn. Alle zu M N P ihnlichen und
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dhnlich liegenden Dreiecke bilden das eine System S, alle zu
B N'P' dhnlichen und #hnlich liegenden Dreiecke das andere
System . Die weiteren Aussagen bediirfen keiner Begriindung.

2. Das Problem, um dessen Lisung es sich handelt, be-
steht in folgendem.

In der Ebene der drei Geraden m, », p ist ein Drei-
seit abe mit den Ecken 4, B, (' gegeben. Es sind jene
Dreiecke der durch m, n, p bestimmten Systeme zu
konstruieren, deren Hcken auf den Seiten von A BC
liegen.

In anderer Formulierung:

In einer Ebene ist ein Dreiseit abe und ein Drei-
eck MNP gegeben. Man soll dem Dreiseit alle Drei-
ecke einschreiben, die dem gegebenen perspektiv idhn-
lich sind.

3. Da nach Art. 1 alle zu M NP perspektiv idhnlichen
Dreiecke durch die drei Geraden m, n, p gegeben sind, so kann
die Losung wie folgt in Angriff genommen werden.

Man fiihre, Fig. 2, zwischen irgend zwet Seiten des Drei-
seits, z. B. zwischen & und ¢, Transversalen parallel zu irgend
einer der drei Geraden, z. B. zu m, und lege durch die Ind-
punkte N, N', . .. Parallele zu p, durch die Endpunkte P, P', ...
Parallele zu n. Daun liegen die Schnittpunkte 31, 3, . ..
homologer Paare auf einer Geraden, die durch A geht; und
diese Gerade schuneidet die Gegenseite @ in einem Punkte ¢,
der bereits ein Ickpunkt eines der gesuchten Dreiecke ist, von
dem aus dieses selbst durch blofies Ziehen von Parallelen er-
halten wird.

Zur Begriindung sei bemerkt, da N, N', ... und P, P', ...
dhnliche Punktreihen in perspektiver Lage sind; infolgedessen
bilden auch die hindurchgefithrten Parallelstrahlen idhnliche
Biischel in perspektiver Lage, deren Erzeugnis eine Gerade ist,
die notwendig durch den gemeinsamen, sich selbst entsprechen-
den Punkt 4 der Punktreihen liuft.

Dieser letzte Umstand bewirkt, daf zur Konstruktion von
D nur eine Transversale, N I erforderlich ist.
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Vertauscht man die Bezeichnung der Endpunkte und fithrt
die Kounstruktion wie frither weiter, so kommt man zu dem
Eckpunkt 9, eines zweiten Dreiecks IR, 9, B, von der ver-
langten Beschaffenheit.

4. Dieses Konstruktionsverfahren liit sich zweckmiiBig in
folgender Art weiter ausbilden. Man verlege, Tig. 3, die zu
m parallele Transversale nach dem Eckpunkt B, gebe ihr also
die Lage B M*; verzeichnet man nun iiher 3 M* als Diagonale
ein Parallelogramm B M, M *M,, dessen Seiten die Richtungen »
und p haben, und projiziert die Gegenecken M, M, aus .l
auf @, so erhiilt man die Eckpunkte 9,, M, der beiden Drei-
ecke, die vorhin getrennt behandelt worden sind.

Diese Dreiecke haben das gemeinsame Merkmal, daB die
Seite von der Richtung m der Ecke A des Dreiseits in dem
Sinne zugeordnet ist, daf ihre lndpunkte auf den durch A
laufenden Seiten liegen.

5. Man kann unter Beibehaltung des Seitenpaares b, ¢ mit
den Geraden %, p ebenso vorgehen, wie man soeben mit der
Geraden m verfahren ist, und erhilt auf diese Weise sechs
eingeschriebene Dreiecke. Die andern Seitenpaare, ebenso be-
handelt, fithren zu keinen neuen Dreiecken mehr; vielmelir ist
jedes so konstruierte Dreieck, wie eine einfache Uberlegung
zeigt, unter den bereits gezeichneten.

Es ergibt sich also zur Losung der Aufgabe das folgende
Verfahren.

Man ziehe durch B die Transversalen BM* DN* DI P*
parallel zu m, n, p bis zur Gegenseite b; verzeichne iiber diesen
Transversalen als Diagonalen die Parallelogramme LM, M*M,,
BN; N*N,, BIL,P*1];, deren Seiten beziehungsweise die Rich-
tungen n, p; p, m; m, n haben; projiziere die Eckpunkte M,,
M,, N,, N,, I, II; aus A auf die Gegenseite a, so hat man
in den Projektionen Mi,, W, Ny, N,, B,, B, je einen Eckpunkt
fiir jedes der sechs Dreiecke, von denen aus diese selbst durch
bloBes Ziehen von Parallelen verzeichnet werden konnen.

Dieses Verzeichnen kann noch durch folgende Bemerkung
erleichtert werden. Die Transversalen BM*, BN*, B P* kiinnen
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ebensogut auf das Seitenpaar a, b bezogen werden wie auf b, c.
Folglich liefern die Projektionen derselben sechs Punkte M,
M,, N,, N,, I, II; aus C auf ¢ andere sechs KEckpunkte, die
sich auf die Dreiecke verteilen. Diese Verteilung ergibt sich
daraus, daf jeder der neuen sechs Punkte mit einem der
fritheren auf einer Geraden liegen mul, die zu einer der drei
Geraden m, n, p paraltel ist. Dadurch ist dann auch die Be-
zeichnung der neuen sechs Punkte und somit auch die der
Eckpunkte auf der dritten Seite b bestimmt. Die Bezeichnung
ist hier so gewihlt, daB ein Eckpunkt jenen grofien Buch-
staben triigt, welcher dem kleinen Buchstaben entspricht, der
die Richtung der gegeniiber liegenden Seite anzeigt.

Es braucht nicht betont zu werden, daB statt der Kcke [}
auch jede der beiden andern hiitte verwendet werden konnen.

Damit ist alles gesagt, was zur Durchfihrung und zum
Verstiindnis der Fig. 4 erforderlich ist.

-
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Die 18 Feken der sechs Dreiecke verteilen sich auf die
Seiten von A4 BC in dem vorliegenden Falle wie folgt:

Auf a liegen M, Vi, Ny, N, By, Bys
BT ) ) 2 N, ‘)? U O
” ¢ ” \“‘Gv ..3 v‘ qt %3) %1;

oder in anderer Anordnung: Es liegen die Fcken

0 1t )‘1’ Tls (\n 92)1 \Lz’ 2 "}a ngﬁ ~)(4v )‘41 1\3
M, N,y Bz Wy, Ny, T,

beziehungsweise auf
a, b, cy a, ¢, b; bya, c;c,a, by boe a; e b, a.

Zu bemerken ist, dafl die Punkte M;, M, sowohl bei dem
Projizieren aus A4 auf ¢ wie auch bei dem Projizieren aus C
auf ¢ Punkte von der Art I geben; das gleiche gilt beziig-
lich N;, N, und 7/, 1/;.

Ist die Aufgabe so gestellt: Dem Dreiseit abe ein Dreieck
mit den Seitenrichtungen m, », p einzuschreiben in der Weise
daf zwischen Ecken und Seiten eine bestimmte Zuordnung
eingehalten wird, dab z. B. die Seite von der Richtung m
zwischen ¢ und «, die Seite von der Richtung » zwischen b
und ¢, endlich die Seite von der Richtung p zwischen ¢ und b
verliuft, so handelt es sich nach der obigen Zusammenstellung
um das Dreieck ¢, 9, B,; zu seiner Konstruktion braucht man
nur das Dreieck BLN*N,; zu verzeichnen; denn die Projektion
von Nj aus A auf a gibt die Ecke My, von der aus das ganze
Dreieck hergestellt werden kann.

6. Zu einer andern Methode der Losung fithren die fol-
genden Erwigungen.

Dem Dxexsext abe sei ein Dreieck MNP eingeschrieben.
Wir ordnen dessen Seiten MNP, VM, MN den Xeken 4, B, C
zu nach der aus Fig. 5 ersichtlichen Gesetzmiiiigkeit und ziehen
durch 4 eine Parallele zu NP, durch B eine Parallele zu
PWe, durch € eine Parallele zu NN Dadurch entsteht ein
A BC umschriebenes Dreieck MNP mit zu NP parallelen
Seiten. Wir ordnen die Ecke M der Seite B/ usw. zu, wie das
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der Figur unmittelbar zu entnehmen ist. Die Dreiecke JNP
und JlfNI’ als perspektiv dhnlich besitzen einen Ahnlichkeits-
punkt O, der durch Zichen der Verbindungslinien homologer
Kecken erhalten wird. Die homologe Ecke zu M liegt auf der
I zugeordneten Seite von A BC usw.

Fig. 5.

Ist umgekehrt neben dem Dreiseit a¢be ein thm umschrie-
henes Dreieckk M N P gegeben und soll das dem letzteren zuge-
ordnete perspektiv ihnliche, «bc eingeschriebene Dreieck he-
stimmt werden, so geniigt es, den Ahnlichkeitspunkt O zu
kennen; durch Projizieren der Ecken von MNP aus O auf
die zugeordneten Seiten von A BC ergeben sich die Ecken
von WeNP.

Um O zu finden, iiberlege man wie folgt.

Die Seite 9P befindet sich in der Schar der zu NP
parallelen Traunsversalen zwischen b und ¢; diese Trausversalen
bestimmen auf b und ¢ zwei iihnliche, perspektiv liegende
Punktreihen, und projiziert man diese aus N, beziehungsweise
P, durch Strahlenbiischel, so sind diese projektiv und perspektiv
liegend und erzeugen somit einen in zwei Gerade zerfallenden
Kegelschnitt mit dem Doppelpunkt A; die eine Gerade ist N P,
die andere geht notwendig durch den gesuchten Punkt 0.
Wiederholt man dasselbe Verfahren noch an einer zweiten
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Ecke von A BC, z B. bet U, wie in Fig. 6, so ist O gefunden
und das Dreieck MNP bestimmt.

Die Lisung kann noch dadurch vereinfacht werden, dafi
man die erforderlichen Transversalen durch die Kcken des Drei-
seits bis an die gegeniiber liegenden Seiten tiihrt. Dabei fillt

P,
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niimlich einer der beiden zugeordneten Strahlen mit einer Seite
von MNP zusammen, wie das in Fig. 7 dargestellt ist. In
dieser Figur sind die Transversalen BM*, DB P* beziehungs-
weise NP, M N parallel; ihre Endpunkte M*, P* aus N
auf PM projiziert geben die Punkte M*‘, P*' die mit 4,
beziehungsweise ' zu verbinden sind, um den Punkt O zu
erhalten.

Ist nun wieder die Aufgabe gestellt, einem gegebenen Drei-
seit abe¢ alle Dreiecke einzuschreiben, welche durch ein eben-
falls gegebenes Geradentripel m, n, p in der frither erklirten
Weise bestimmt sind, so wird man damit beginnen, dal man
A BC alle Dreiecke umschreibt, deren Seiten den Geraden m,
n, p parallel sind. Man kano durch jede Ecke von 4 5C zu
jeder der drei Geraden eine Parallele ziehen und jeweils die
zwei andern Parallelen auf die iibrigen zwei Ecken in zwei-
facher Art verteilen, das giibe 18 Anordnungen; es finden
jedoch dabei mehrfache Zihlungen statt; scheidet man die
wiederholten Fille aus, so verbleiben sechs verschiedene um-
geschriebene Dreiecke, die wir in folgender Weise ordnen und
numerieren wollen:

Durch A B C

geht die Parallele zu 1. m = p
2. m p n
3. n o m op
4. n p m
S5..0p m o n
6. p n o

Dementsprechend sind in Fig. 8 die sechs Dreiecke mit
M, N, P, bis M;N,P; bezeichnet.

Nun hat man nach dem vorhin angegebenen Verfahren
zu jedem von ihnen den Ahnlichkeitspunkt, O, bis O, zu kon-

struieren und mit dessen Hilfe das eingeschriebene Dreieck
herzustellen.
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In Fig. 9 ist die Losung fiir zwel von den sechs Fillen,
und zwar fiir die Fille 1 und 3 durchgefithrt. Nach dem
Vorausgeschickten eriibrigt sich eine weitere Erklirung.

Das erste Verfahren ist diesem zweiten In zeichnerischer
Beziehung iiberlegen.

ll. Besondere Fille.

7. Bei dem ersten Losungsverfahren kann es geschehen,
daf einer der Projektionsstrahlen A4 (M,, ... /) oder auch
deren mehrere parallel ausfallen zur Seite «; dann riickt die
beziigliche Projektion und damit auch das von ihr aus zu kon-
struierende eingeschriebene Dreieck ins Unendliche; es miissen
daher auch ehenso viele der Projektionsstrahlen C(M,, . .. II)
parallel sein der Seite ¢. Infolgedessen vermindert sich in



N . ~
Fine geometrische Aufgabe. 175

Fig. 9.

einem solchen Ialle die Anzahl der eigentlichen eingeschrie-
benen Dreiecke.

Bei dem zweiten Lisungsverfahren kann es sich ereignen,
dafi eines der umschriebenen Dreiecke sich auf einen Punkt
reduziert, mit anderen Worten, dafi die Parallelen zu den
Geraden m, 2, p bei einer bestimmten Verteilung auf die Ecken
des Dreiseits in einem einzigen Punkte sich schneiden; auch
dies kann wiederholt eintreten.
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Um die geometrische Bedeutung eines solchen Sachver-
halts zu erkenunen, wenden wir auf ihn die erste Methode an.
Fig. 10 soll der Verteilung der Richtungen m, n, p auf die
Ecken b, A, C entsprechen, wobei statt eines Dreiecks nur ein
Punkt, 4, zustande kommt. Zieht man die Transversale O M*
parallel zu m und verzeichnet iiber ihr das Dreieck CM*M
so, dak die Seiten M*M, CM bezichungsweise die Richtungen
von %, p haben, so schneidet der Strahl M die Gegenseite 4 C
in einem Kckpunkt 2R des gesuchten eingeschriebenen Dreiecks.
Die folgende Uberlegung zeigt aber, daf der genannte Strahl
der Gegenseite parallel ist, dafi also der Punkt MM und mit
ihm das ganze Dreieck MNP ins Unendliche riickt. Nimmt

man nimlich auf dem festgehaltenen Strahl B4 eine Punkt-
rethe X, X', ... an und projiziert sie aus A4 und C, so ent-
stehen zwel perspektiv liegende, projektive Strahlenbiischel;
ebensolche Biischel bilden sich bei dem beschriebenen Vorgang
um die Punkte M* und (' aus; ihr Erzeugnis ist ein Geraden-
paar; die eine Gerade ist ¢ M*, hervorgehend aus dem unend-
lich fernen Punkte der Punktreihe X, X’ ..., die andere geht
durch B und ist parallel zu 4C, wie man erkennt, wenn man
X einmal nach B, ein zweites Mal nach X" verlegt.

Das Ergebnis der Untersuchung lautet also dahin, dah
so oft die Parallelen zu m, n, p bei einer Verteilung auf die
Ecken des Dreiseits abe¢ durch einen Punkt gehen, eines der
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eingeschriecbenen Dreiecke ein uneigentliches, weil unendlich
fernes wird.

8. Sind die Geraden i, n, p so gerichtet, daB sie Dreiecke
bestimmen, welche dem zugrunde liegenden Dreieck ABC
symmetrisch dhnlich sind, so gibt es eine Anordnung, in
der sich die Parallelen in einem Punkte schneiden.

In zwei symmetrisch #hnlichen Dreiecken sind zwei Winkel
miteinander vertauscht. Hs seien in Fig. 11 AC und MP die
Seiten, an welchen die vertauschten Winkel liegen, so zwar,
daBi der Winkel bei C gleich ist dem Winkel hei 3 und der
Winkel bei A gleich dem Winkel bei P.

M

/

Fig. 11,

Man ziehe nun die Transversale C'4 parallel zu NP bis
an PM und verbinde ihren Endpunkt A mit A; dann fillt
AA parallel za NI aus, folglich schneiden sich die Parallelen
bei der Anordnung

A D C
p nom
in einem Punkte, niimlich /.

Der Beweis fiir den behaupteten Parallelismus ergibt sich
wie folgt. Man ziehe in ABC die Transversale BI* parallel
zu PN. Dann sind die Dreiecke A M*B und PBA ihnlich;
denn ihre Winkel bei 4, beziehungsweise P, sind gleich nach

Sitzungsb. 4. math.-phys, K1. Jahrg. 1915, 12
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der Voraussetzung und die Winkel bei B, beziehungsweise A,
sind es als Wechselwinkel an Parallelen; folglich stimmen auch
die Winkel bei M* und I iiberein. Daraus ergibt sich weiter
die Ahnlichkeit der Dreiecke M*CDB und B/AA; denn dem
eben Gesagten zufolge sind ihre Winkel bei M* und B be-
zichungsweise gleich; ferner ergibt sich aus der Proportion

¢ B4
AM* = PB

unter Beachtung der erstgedachten Ahnlichkeit

MxC B4 AM* _ BAPE_ LA
M*B -~ PBM*B PBAB AR

so daBy die die gleichen Winkel einschlieBenden Seiten pro-
portional sind. Daraus folgt die Gleichheit der Winkel M*C 1D
und B44, und da der Winkel M*C B voraussetzungsgemiibi
gleich ist dem Winkel bei M, so ist in der Tat A4 parallel
zu NI

Als Ergebnis kann also der Satz ausgesprochen werden:

Man kann einem zum Dreiseit erweiterten Drei-
eck fiinf eigentliche Dreiecke einschreiben, die ihm
symmetrisch dhnlich sind.

9. Der im vorigen Artikel behandelte Fall ergibt sich
immer, wenn das zugrunde liegende Dreieck ABC gleich-
schenklig und das einzuschreibende ihm ihnlich ist; denn zwei
derartige Dreiecke kinnen auch als symmetrisch #hnlich, mit
vertauschten Basiswinkeln, aufgefalit werden.

Dies ergibt den weiteren Satz:

Einem gleichschenkligen Dreieck konnen fiinf
ithm #hnliche, untereinander paarweise perspektive
Dreiecke eingeschrieben werden.

10. Die drei gegebenen Geraden i, 2, p seien den Hohen
des Dreiecks AL C parallel. Es handelt sich dann um solche
eingeschriebene Dreiecke, deren Seiten zu den Seiten des zu-
grunde liegenden Dreiecks normal stehen.
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Da die Parallelen zu e, n, p bei einer Verteilung auf
die Kcken von A BC, nimlich dann, wenn sie als Hohen des
Dreiecks erscheinen, sich in einem Punkte schneiden, so gibt
es nur finf eigentliche Dreiecke der beschriebemen Art.

Fig. 12 bringt einen solchen Fall zur Darstellung. Die
drei Transversalen BM*, BN*, BP* mit deren Hilfe die
Konstruktion durchgefiihrt ist, stehen der Reihe nach senk-
recht auf a, , c. Von den Seiten der eingeschriebenen Drei-
eclke stehen

NP, NB, LB, NP, NP, senkrecht auf a und verlaufen
zwischen ¢, 0 a, b a,¢ ¢, a b, a;

P, Poar, B, PR, P, senkrecht auf b und verlaufen
zwischen b,a  b,¢ ¢, b a,b  a,c;

M, My W, N, W, MR, M N, senkrecht auf ¢ und verlaufen

zwischen a,¢ ¢, bya  by¢ ¢ b.

e

Fig, 12,



180 E. Czuber

Die Liicke, welche das uneigentliche Dreieck ,M, P, Libt,
macht sich durch das Fehlen der Seitenpaare 0, ¢; ¢, a; a, b
bemerkbar.

Ist bei derselben Sachlage das Dreieck 4 I C gleich-
schenklig, so gibt es noch eine zweite Verteilung der Par-
allelen, bei der sie durch einen Punkt gehen; wegen der Sym-
metrie tritt dies niimlich noch ein, wenn man die Parallelen
durch die Basisendpunkte miteinander vertauscht. Die Folge
davon ist, dak einem gleichschenkligen Dreieck nur vier Drei-
ecke eingeschrieben werden kinnen, deren Seiten zu denen des
ersten normal stehen. Fig. 13 zeigt einen solchen Fall; zu seiner
Durchfithrung gentigt es, blof das Parallelogramm BM, M*M,
itber der Hohe B * als Diagonale zu verzeichnen, das durch
Projizieren seiner Ecken M, M, aus 4 und C auf die Gegen-
seiten fiir jedes der vier Dreiecke je einen Eckpunkt liefert.

Fig. 13.

11. Sind die Geraden m, n, p den Halbierungslinien der
Innenwinkel von A BC oder den Halbierungslinien zweier
AuBienwinkel und des Innenwinkels an der dritten Ecke par-
allel, so gibt es fiir die Parallelen zu m, n, p jedesmal eine



Eine geometrische Aufgabe.

181

Verteilung auf die Kcken, bei der sie sich in einem Punkte

schneiden,

Auch in diesen Fillen wird also eines der einge-

schriebenen Dreiecke uneigentlich.

12. Nun setzen wir voraus, die Geraden m, %, p seien
den Medianen des Dreiecks A 5C parallel.

In Fig. 14 seien m, n, p durch die Medianen ANM* I N*,
C P* selbst vertreten. Bei den verschiedenen Verteilungen der
Parallelen hierzu auf die Ecken von 4 BC ergeben sich folgende

Gebilde:
A

I
m
n
n
P
p

[USE N

A

B C

n p der Punkt A ;

P on . Y Ay

nop " ANV

p m das Dreieck M, N, P,;
m o no, y MNP
n  m der Punkt 4.

Um die Richtigkeit der unter 2 aufgestellten Behauptung
zu erkennen, beachte man, daf nach dem Gange der Konstruk-
tion B4,C4, ein Parallelogramm ist, das BC zur einen Dia-

M,
AN

\
\
\
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gonale hat, wihrend die andere notwendig in die Gerade A M*
fillt; demnach schneiden sich die Geraden MM, N,, P, M, und
AD* tatsiichlich in einem Punkte. KEbenso sind die Behaup-
tungen 3 und 6 zu begriinden.

Die Verfolgung der in Art. 6 entwickelten Konstruktions-
verfahren an der Figur 14 lifit den Schwerpunkt 4, von ABC
als den gemeinsamen Ahnlichkeitspunkt der umschriebenen Drei-
ecke M, N, P,, M;N, P, und der ihnen entsprechenden einge-
schriebenen Dreiecke erkennen. Schliefilich kaun das Ergebnis
wie folgt zusammengefait werden:

Einem Dreieck kdénnen nur zwel Dreiecke einge-
schrieben werden, deren Seiten seinen Medianen par-
allel sind. Thre sechs Hcken liegen auf den drei Ge-
raden M, M, N,N,, P, P, welche die homologen Kcken
der zwei umschriebenen Dreiecke verbinden.

13. Kine der Geraden am, n, p sei parallel einer Seite des
Dreiecks ABC.

Es gibt dann sechs eingeschriebene Dreiecke in besonderer
Gruppierung. In jeder der beiden Ecken, die der bevorzugten
Seite angehoren, stofen zwei der sechs Dreiecke zusammen,
und nur zwei davon liegen so, daB sie mit ABC keine Hcke
gemein haben.

14. Zwei der Geraden m, , p seien zwei Seiten des Drei-
ecks A BC parallel, z. B. sei m parallel 4B, »n parallel BC.

In diesem Falle gibt es eine Verteilung der Parallelen zu
m, n, p auf die Ecken von ABC, bei der sie sich in einem
Punkte schneiden; es ist dies die Verteilung

4 B C

mop N

und der gemeinsame Punkt ist B.

Die fiinf Dreiecke, die sich jetzt ergeben, zeigen die be-
sondere Anordnung, daf vier von ihnen in der Ecke I3 zu-
sammenstoBen, wihrend die beiden anderen Kcken von A5 C

nur je einem von ihnen angehéren. Nur ein Dreieck liegt so,
dats es mit ADLC keine Ecke gemein hat.



Kine geometrische Aufgabe. 183

Auf den eben besprochenen Fall filhrt die Aufgabe des
Art. 10, wenn sie auf ein rechtwinkliges Dreieck ange-
wendet wird. Dies bringt die Fig. 15 zur Darstellung. In der
Ecke I stofien die Dreiecke I, III, IV, VI zusammen, A4 gehirt
dem Dreieck VI, €/ dem Dreieck III als Kcke an, und nur das
Dreieck II hat mit ABC keine licke gemein. Das Dreieck V
ist im Unendlichen.

/c

15. Die drei Geraden i, #, p seien den Seiten von ADBC
parallel, und zwar m parallel «, » parallel b und p parallel c.

Ks gibt drei Verteilungen der Parallelen zu m, #, p auf
die Xcken von A BC, bei denen statt eines umschriebenen
Dreiecks ein Punkt entsteht, niimlich die folgenden:

4 B C
2. m  p n mit dem Schuittpunkt 4
6. p n m . 5 D
3]

. . C;

noomop o,
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hiernach riicken drei eingeschriebene Dreiecke ins Unendliche.
Von den drei iibrigen fallen, wie die konstruktive Durchfiih-
rung des Falles nach der ersten Methode, Fig. 16, zeigt, zwei
mit dem gegebenen Dreieck zusammen, und zwar sind es die
Dreiecke M, N, P,, VN, B, mit folgender Verteilung ihrer
Ecken auf die Seiten von 4 BC:

11334 %4 5134& ims \)15 335

liegt auf & ¢ « e a b

Zihlt man auch diese Losungen zu den uneigentlichen, so
bleibt nur ein eigentliches eingeschriebenes Dreieck, 2, 9, P, .

16. Das zugrunde liegende Dreieck 4 BC sei gleichseitig
und auch die Geraden m, n, p selen so gerichtet, dali sie
gleichseitige Dreiecke bestimmen.

Wir beginnen damit, zu zeigen, dafy zwei gleichseitige
Dreiecke, von denen das eine dem andern umschrieben ist,
einen gemeinsamen Mittelpunkt haben.

Wenn in Fig. 17 s die Seite von 4 BC und « der Orien-

tierungswinkel des zweiten Dreiecks gegen das erste ist, so
hat man
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Eine geometrische Aufgale.

9
. priioy A 5 T
Sin| - — Sin B o
( 3 ) (% + )
9 N 0

BM—=CN—= AP=—s_. " _/ _
in - sin ¥
S23 5
MO=NA=PB=g3 Slna’
g T
sin

somit ist die Seite von M NP
S =25 cos (g = u).

In dem Dreieck BM O, das durch die Hohen 531 und
M@ bestimmt wird, betragen die Winkel bei B, M, O der

n 2z

Reihe nach — ich is
eihe nach 5 -+ a, 6° 3 a, folglich ist

. [(2x
sm( g — u) N 5
BO=BM — =2 V8=3BD

sin

oo ol 7

51“(*6 —+ u) sm(g— + a)
J.[() == B.[l[ — T S

sin< —a) GRN A

2n
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Da ein gleichseitiges Dreieck in dreifacher Weise als gleich-
schenklig aufgefaBt werden kann, so tritt auch der in Art. 9
angefiihrte Fall dreimal ein, d. h. es gibt drei Verteilungen
der Parallelen zu m, 7, p auf die KEcken von 4 BC, bei welchen
sie sich in einem Punkte schneiden. Daraus folgt:

Einem gleichseitigen Dreieck konnen nur drei
gleichseitige Dreiecke von allgemeiner Orientierung
eingeschrieben werden.

Zum Zwecke ihrer Konstruktion beachte man, daf die
drei umschriebenen Dreiecke M, N, P, M, N, P, und M N, P;,
Fig. 18, mit 4 BC einen gemeinsamen Mittelpunkt O haben,
da mithin die homologen Eckpunkte M,, M, M,; N, N,, N;;
P, P,, P, je auf einer Geraden durch O liegen, welche drei
Geraden auf den drei Geraden m, n, p beziehungsweise senk-
recht stehen.

Fig. 18.

Hiernach ergibt sich das folgende Konstruktionsverfahren :

Man umschreibe dem gegebenen gleichseitigen Dreieck 4 B,
Fig. 19, eines der drei gleichseitigen Dreiecke, deren Seiten
den Geraden m, n, p parallel sind, z. B. M, N, P,, und pro-
jiziere seine Kcken aus dem Mittelpunkte O von A LC auf
alle Seiten dieses Dreiecks; dann sind die so erhaltenen neun
Punkte die Ecken der drei A€ eingeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecke von der vorgeschriebenen Orientierung.
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Fig. 20.

In dem besonderen HFalle, wo die Seiten des einzuschrei-
benden Dreiecks auf jenen des gegebenen Dreiecks senkrecht
stehen, ist jeder der drei Projektionsstrahlen einer Seite von
A BC parallel.  Mithin riickt eines der drei eingeschriebenen
Dreiecke ins Unendliche, die Aufgabe hat nur zwei eigent-
liche Losungen, wie dies in Fig. 20 dargestellt ist.



