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Uber singulire Punkte gleichmissiger Konvergenz.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 6. Dezember 1919.

1. In seiner Abhandlung ,Zur Funktionenlehre®!) hat
Weierstrat neben dem allgemein iiblich gewordenen Begriff
der gleichmiiBigen Konvergenz in cinem Bereicle denjenigen
der gleichmiBigen Konvergenz in der Nihe ciner Stelle ein-
gefithrt. Eine unendliche Reihe von der Form })f, (x), wo «
eine komplexe Verdnderliche bezeichnen mag, heifit danach
in der Nihe der Stelle a gleichmifig konvergent, wenn ein
0 >0 existiert derart, dak sie fiir den Bereich:

£ — <Q

gleichmdfig konvergiert; d. h. es mufl flir eine zwar beliebig
klein zu denkende, aber feste Umgebung z —a <p zu jedem
# >0 ein m, vorhanden sein, so daB fiir alle z dieser Umgebung

iv (@ <e, wenn: n>m,.
n+1

Weierstrafi zeigt sodann, daB eine Reihe, die in der
Niihe jeder einzelnen, im Innern oder auf der Begrenzung eines
zusammenhiingenden Bereiches (B) gelegenen Stelle in dem
obigen Sinne gleichmdpiyg konvergiert im ganzen Berciche gleich-
miBig konvergiert?).

1) Berl. Monatsber. 1280, 8. 719 = Werke 2, 5. 202.

2} Unzutreffend und irvefihrend erscheinen mir die Bemerkungen,
die Herr Osgood in seinem Enzyklopiidie-Artikel ber analytische Funk-
tionen (Enzykl. der Mathem. Wissenschaften 11 B 1) an die Weier-
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Wiihrend der WeierstraBische Beweis auf dem Umstande
beruht, daB die obere Grenze I? jener Umgebungsradien ¢ mit
der Stelle a sich sfetig dindert und daher in (B) ein Minimum

str ’Lﬁlschen Definitionen der gleichmiifiigen Konvergenz kniipft. Nach-
dem er dort (8. 20) im Text, unter ausdriicklichem Hinweis auf die in
unserer Fulinote 1) angefiihrte Stelle, die WeierstrafBische Definition
der gleichmiiBigen Konvergenz in einem Bereiche erwihnt hat, figt er
in einer FufBnote (a. a. 0. 32) folgendes hinzu: ,Eine andere Definition
der gleichmiiBigen Konvergenz hat Weierstrall in seinen Vorlesungen
gegeben, wonach s (2, a) in einem Punkte z = z5 gleichmiiBig konver-
gieren soll, wenn « gegen a konvergiert, falls in einer gewissen Um-
gebung des Punktes 2y die Bedingungen der im Text gegebenen Definition
erfiillt sind.* Hierzu ist vor allem zu bemerken: diese angeblich , andere“
Vorlesungs-Definition ist ja genau dieselbe, die Weierstraf auch in
jener Abhandlung (und zwar mit voller Absicht neben derjenigen der
gleichmiiBigen Konvergenz in einem Bereiche) gegeben hat, nur nennt
er daselbst etwas zweckmiiiiger gleichmdpige Konvergenz in der Nihe
von 2y, was er in der Vorlesung als solche im Punkte z, bezeichnet haben
soll. Herr Osgood, der dies sonderbarer Weise vollig iibersehen zu
haben scheint, sucht nun des weiteren ganz mit Unrecht einen Wider-
spruch zwischen jenen beiden Definitionen der gleichmifigen Konver-
genz zu konstruieren, indem er a. a. O. fortfihrt: ,Nach dieser letzten
Definition konvergiert insbesondere eine Potenzreihe innerhalb ihres
Konvergenzkreises stets gleichmiiBig; nach der ersten Definition ist dies
im allgemeinen nicht der Fall.* Die erste dieser beiden Behauptungen
ist aber in dem vorliegenden Zusammenhange durchaus hinfiillig. Sie
wire nidmlich nur dann richtig, wenn man auf Grund der Weier-
strafischen Festsetzungen die gleichmiibige Konvergenz in cinem Be-
reiche und diejenige tn der Nihe jeder einzelnen Stelle (bzw. in jedem
Punkte) des betreffenden Bereiches von vornherein als gleichwertig anzu-
sehen hiitte. DaB indessen hiervon keine Rede sein kann, geht ja un-
zweideutig daraus hervor, dafi WeierstraB es (mit Recht) fir not-
wendig hiilt, die Aquivalenz beider Definitionen fiir den Fall eines ab-
geschlossenen Bereiches — und nur fiir einen solchen — ausdriicklich zu
beweisen. Im iibrigen sind ja analoge Unterscheidungen fiir die Weier-
strafBische Terminologie geradezu churakteristisch. Danach braucht z. B.
eine Funktion, die an jeder Stelle eines Bereiches endlich ist, noch nicht
im Bereiche selbst endlich (d. h. beschrdnkt nach neuerer Ausdrucksweise)
zu sein. Und eine fitr jede Stelle eines Bereiches stetige Funktion ist
zwar tm Bereiche (gleichmdpig) stetig, wenn derselbe ein abgeschlossener
ist, braucht es aber im entgegengesetzten Falle wiederum wicht zu sein.
(Vgl. Enzykl. Jd. Math. Wissensch. 1l A 1: Nr. 6 und 9, 1)
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besitzen mufi?), welches dann auf Grund der Voraussetzung
von Null verschieden ist, habe ich spiiterhin einen anderen

!) Ich mochte diese Gelegenheit beniitzen, um zu vélliger Klar-
stellung dieser auch fiir andere #hnliche Zwecke verwendeten Beweis-
methode folgendes zu bemerken. Im zuniichst vorliegenden Falle geht
Weierstrafi von der Voraussetzung aus, daB auch fir jeden der Be-
grenzuny des Bereiches (B) angehorigen Punkt eine vollstédndige d. h.
Lreisformige Umgebung gleichmiiBiger Konvergensz existiert; mit anderen
Worten, daBi der abgeschlossene Bereich (B) im Innern eines anderen
Bereiches liegt, dessen Innenpunkte ausnabmslos die fragliche Eigen-
schaft besitzen. In diesem Falle ist jene obere Grenze R der Umgebungs-
radien eine eindeutiy definierte Funktion der Punkte a (die sich dann
mit a stetig iindert). Anders liegt aber die Sache, wenn fiir die Punkte
der Begrenzung als Umgebung, innerhalb deren die gleichmifBige Kon-
vergenz bzw. irgend eine andere Voraussetzung besteht, nur derjenige
Teil einer Kreisfliche in Betracht kommt, welcher zum Bereiche (B) ge-
hirt, wie dies z. B. bei dem bekannten Liirothschen Beweise fiir die
gleichmiiBige Stetigkeit einer Funktion zweier reeller Variablen der Fall
ist (Math. Ann. 6 [1873], S. 818). Daselbst findet sich sogar eine Be-
merkung, deren Form zuniichst geeignet erscheint, an der Haltharkeit
der ganzen SchluBweise gewisse Zweifel aufkommen zu lassen. Nach-
dem niimlich die Stetigkeit von f(r, ) in der Weise definiert ist, dab
im Innern eines um den Punkt (r, y) mit einem gewissen Radius o (7, 9)
beschriebenen Kreises die Schwankung der Funktion einen gewissen
Kleinkeitsgrad ¢ nicht dbersteigt, heifit es weiter: ,Auch fir Punkte in
der Nihe oder auf der Grenze des Bereiches, fiir welchen die Funktion
definiert ist, liBt sich die Definition anwenden, wenn man nur diejenigen
Teile eines Kreises betrachtet, welche in den Bereich fallen.® Damit ist
aber ein Dualismus geschaffen, der zu folgender Schwierigkeit fihrt.
Hidlt man sich zuniichst an die fiir ,nicht in der Ndhe* der Grenze
liegende Punkte (x, y) giiltige Definition und bezeichnet die obere Grenze
der Radien o (x, y) mit R (v, 9), so wiirde als Minimum der R (z, y)
fir den gesamten Bereich die Null erscheinen. Um diesem Ubelstande
zu entgehen, wuf man also i der Ndhe* der Grenze zu jener zweiten,
erweiterten Definition iibergehen. Aber wo beginnt nun eigentlich die
fragliche , Nahe* der Grenze? Mit anderen Worten, bel dieser Fassung der
erforderlichen Definitionen ist 1 (r, ) iiberhaupt gar nicht als eindeutige
Funktion von (v, y) definiert. Um diez zu erzielen, hat man ohne Unfer-
schied I (x, y) zu definieren als obere Grenze fiir die Radien o (v, ) solcher
um (v, ) beschriebenen Kreise, deren zum Bereich gehirige Innenpunkte
Funktions-Schwankungen vom Kleinheitsgrade ¢ liefern. (Dabei konnen
diese Kreise also nach Bedart auch iber den Bereich hinausragen.)
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Beweis gegeben!), der, auf dem Schlufiverfahren des soge-
nannten Heine-Borelschen Satzes beruhend, insofern iiber
die WeierstrafBische Voraussetzung hinausgeht, als dabei nicht
die Existenz eines (zwar von « abhiingigen, aber) fir jedes
einzelne a festen, d. h. von ¢ unabhingigen o gefordert, viel-
mehr nur angenommen wird, daB fiir jede Stelle ¢ zu jedem
einzelnen ¢ ein gewisses p > 0 vorhanden ist, wobel es also
keineswegs ausgeschlossen ist, daB gleichzeitig mit ¢ auch
o wunbegrenzt abnehmen konnte. Es erscheint zweckmibig,
den durch diese herabgeminderte Bedingung charakterisierten,
also weiteren Konvergenztypus nach dem Vorgange des Herrn
W.H. Young?) als gleichmdfige Konvergenz im Punkte a®), also
allgemein als punktweise gleichmdfige Konvergenz zu bezeichnen.
Herr Fr. Riet*) bedient sich in dem nimlichen Sinne der
Bezeichnung gleichmdpige Konvergenz an der Stelle a bzw.
stellenweise gleichmdfige Konvergenz (welche letztere Bezeich-
nung mir aber etwas weniger ausdrucksvoll erscheint, da durch
den landliufigen Sprachgebrauch das Wort ,stellenweise all-
zusehr an Prignanz verloren hat).

2. Setzt man:

Sofi@) = Fu@ (n=01,2..)
0
lit man also an die Stelle der Summe der konvergenten
Reihe f:vf,(x) den Grenzwert der Funktionenfolge I (%),
0
F@, ..., I'), ..., etwa:
(A) lim F, (z) = F(z)

treten, so heifit jetzt die Funktionenfolge der I, (z) (» = 0,

1) Math. Ann. 44 (1894), S. 80.

2) Proc. London Math. Soc. (2), [1903]), 1, S. 90.

%) Die Bezeichnung ,im Punkte‘ erscheint also hier in wesentlich
prignanterer Bedeutung, als bei der in FuBnote 2) erwiihnten gelegent-
lichen Anwendung.

3) Jahresb. der D. M. V. 22 [1908]), S. 199.
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1, 2,...) im Punkte x' gleichmdfig konvergent, wenn zu jedem
einzelnen &> 0 die Bedingung:

(B) F(2) — F,(2) <

durch Wahl von » > n. fir alle Stellen einer gewissen Um-
gebung von z', etwa:

—z'| <o. ()

befriedigt werden kann. Besitzt dann o.(z') bei unbegrenzt
abnehmendem ¢ ein gewisses von Null verschiedenes Minimum,
so ist die Folge der F) (x) zugleich in der Nihe von z' gleich-
mdfiig konvergent. Hat hingegen o, (z') fiir e— 0 die untere
Grenze Null, so ist die Folge der F,(x) wirklich nur im
Punkte z' (nicht in der Nihe von z')y gleichmdifig konvergent.
Ich will dann z* als singuléiiren Punkt gleichmdifiger Konvergen:
bezeichnen. Die Umgebung einer solchen Stelle z’ kann also
nicht ausschlieflich aus Stellen selbst nur punktweise gleich-
miiiger Konvergenz bestehen, denn diese wiirden ja nach dem
in Nr. 1 erwihnten Satze einen die Stelle ' umgebenden Be-
reich gleichmiifiger Konvergenz konstituieren. Somit miissen
in beliebiger Ndihe eines (dem Konvergenzbereiche der Funk-
tionenfolge angehdrigen) singuliren Punktes gleichmdfiger Kon-
vergenz Stellen ungleichmdfiger Konvergenz liegen. Dabei kann
sogar der Iall eintreten, daBi die Umgebung von z' ausschlief-
lich aus Stellen wungleichmdifiger Konvergenz besteht, so dab
also z' geradezu als isolicrter Punkt gleichmdipiger Konvergenz
erscheint. Diese Verbindung der Eigenschaften ,isoliert* und
»gleichmdfig konvergent® klingt zuniichst paradox, findet aber
ihr vollkommenes Analogon in der Tatsache, daf auch Stetig-
keitspunkte vollig isoliert auftreten konnen?). Da, soviel mir
hekannt, arithmetische Ausdriicke mit solchen singuldren Puniten
gleichmdpiger Konvergenz bisher nicht hemerkt worden sind, so
mag es vielleicht nicht ganz iiberfliissig erscheinen, wenn ich

1) 8. die franzisische Ausgabe der Enzyklopidie: 1I, 1 (Principes
fondamentaux de la théorie des Fonctions), FuBnote 110. Vgl. nuch den
Schlufs von Nr. 4 dieser Mitteilung.
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im folgenden einige Beispiele dieser Art mitteile und schlieli-

lich den Nachweis hinzufiige, da bei Folgen analytischer Funk-

tionen das Auftreten singulirer Stellen gleichmiifiiger Kon-

vergenz im Innern ihres Konvergenzbereiches ausgeschlossen ist.
3. Es werde gesetat:

T

x+5@3Q7

M 7 (2) = cost -

also:
@) ¢@@0)=-cos*mt =1, @) = cos® Z fir z == 0.

Definiert man sodann die Funktionenfolge I (z) (» = 0,
1, 2, ...) durch die Beziehung:

3) F@) = @ ),

so hat man:

=|x| fiir |#|=1%},1,%, ... und 2=0,
4 O<F,x[ . T '
@ = B )] < x| fiir jedes andere endliche x.

Die I, (z) sind also insgesamt in jedem endlichen Bereich
beschrinkt und iiberdies sfetig, auch an der Stelle z = 0, In
deren Umgebung jedes F, (z) unendlich oft den Maximalwert =
annimmt.

Des weiteren ergibt sich:

. ey o e % [=:vjfﬁrixi=-},;,}“‘..undx=0,
) T(a:):}gr;ﬂ(@l =0 fiir jedes andere endliche .

Die Grenzfunktion F'(x) ist also wumstetig fir z =1}, 1,
iy ..., im iibrigen, insbesondere auch fiir x = 0 stetig (und
zwar = 0).

Der fiir die Gleichmifiigkeit bzw. Ungleichmiigkeit der
Konvergenz maigebende Wert von I7(z) — I, (x)| unterscheidet
sich von F, (z)| nur dadurch, daf er an den Stellen 1,1, 1, ...
eine lebbare Unstetigkeit aufweist, indem daselbst statt des
Wertes |# fiir jedes » der Wert O resultiert, dagegen, wie
grof man auch » annehmen mag, in hinlinglicher Niihe jener
Stellen ' F'(x) — I,(z) dem Werte |z| beliebig nahe kommt.
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Die Stellen ll (r=1, 2 3,...) sind also Stellen ungleich-
{
mdpiger Konvergenz, wihrend die Folge der F, (x) in der Nihe

" ) . 1 1
Jeder einer Bedingung von der Form -;+—1< z| < v

geniigenden Stelle gleichmiifig konvergiert. Die 0 erscheint also
als Hiufungsstelle beider Kategorien. Da aber fiir jedes »:

F(0)— F,(0) = 0

und andererseits:
TF(z)— F,(z) <e, wenn: z <g,
so ist @ = 0 eine singulire Stelle gleichmdpiger Konvergen:.

4. Setzt man:

. 1
(6) 7 (x, a) =”1i12 1 mlz‘jw )

so hat man fiir jedes reelle a:

=1, wenn: |z =«
) pa] =l e |
| = 0 fiir jedes andere z.
Nun bedeute «,, a,, ... a. ... irgend eine Folge posi-

tiver Zahlen und es werde die Funktionenfolge I7, (z) definiert
durch die Beziehung:

(8) () = 2):_;»« ¢ (x, @),
1
so ergibt sich:
©) =z fir z|=q,,a,...4a,

I, (z)
( )l = 0 fiir jedes andere z,
und sodann:

(10) F(x) = ’lim I, (z)

==z fir z|j=a,,0,...4a,...,

| =0 fiir jedes andere .
Da hiernach, wie grof3 man auch » annehmen mag:
) g g
@) B — @)=z fir (& =41, O350 185 -

so ist jede von x = O verschiedene Hiufungsstelle der a. eine
Stelle wungleichmdpiger Konvergenz filr die Folge der F,(2).
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Haben die.a, nur die einzige Hiufungsstelle 0, ist also lim a, = 0,

so ist die Folge der F,(x) durchweg gleichmifig konvergent.
Denn wird £ > 0 beliebig klein vorgeschrieben und darauf »
so fixiert, dafi a, < ¢ fiir » >n, so hat man nach (11):

(12a) TF@)—F(2) <a,<e fir z <a,,
withrend fir a > a, géradezu
(121b) I'x)— F.(x) =0

wird (idbrigens ein ganz lehrreiches Beispiel dafiir, daB die
aus Ungl. (12 a) zunichst nur zu entnehmende punktweise gleich-
mdpige Konvergenz an der Stelle = 0 in Verbindung mit
dem Umstande, daf in der Nihe von x == 0 keine Stellen un-
gleichmiiiiger Konvergenz liegen, die vollkommen gleichmdifige
Konvergenz in der Niihe von # = 0 nach sich zieht, wie es ja nach
dem in Nr. 1 erwiihnten Satze tatsiichlich der Fall sein mub).

Wiihlt man dagegen fiir die «. irgend eine abzihlbare
Menge positiver Zahlen, die in irgend einem hei z = 0 be-
ginnenden Intervall diberall dicht liegen, so finden sich in der
Nihe von o =0 nur Stellen wungleichmdifiger Konvergenz,
withrend die Stelle # = 0 auf Grund der Beziehung (12a) als
singuldire, niamlich isolierte Stelle gleichmipiger Konvergenz er-
scheint. Versteht man z. B. unter den «a, die Menge der posi-
tiven rationalen Zahlen (in welchem Falle 7'(z) bei Beschriin-
kung auf reelle z offenbar die mit x multiplizierte, total
unstetige Dirichletsche Funktion vorstellt), so besitzt die
Folge der F,(x) iiberhaupt keine andere Stelle gleichmdfiger
Konvergenz, als jene singulire und zwar isolierte Stelle z = 0,
welche iibrigens auch den einzigen Stetigkeitspunkt der Grenz-
funktion F'(z) hildet.

5. Eine besonders anschauliche Modifikation des zuletzt
angeftihrten Beispiels gewinnt man in folgender Weise. Unter
Beibehaltung der in GI. (6) angegebenen Bedeutung der Funk-
tion ¢ (, a) werde gesetzt:

ov—1
(134a) F.(z) = - -):z P (.’L‘, /)
1

o
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Mit Riicksicht auf den zu vollziehenden Grenziibergang
v —+» oo LiBit sich dieser Ausdruck zunichst folgendermaBen
ordnen:

9

)
2ok 2% —1
(E B O R T O
1 1
so daB3 also:

= z fiir x=22271l r=1,2,...2*1
(14) F,(»)

=0 fir z + /9;.11 1=1,2...»

Die Werte z, fiir welche F,(zx) =2 und somit (abge-
sehen von x = 0) unstetiy wird, sind hiernach die simtlichen
dyadischen Briiche mit 1, 2, ... » Stellen, in dyadischer Schreib-
weise:

0,1

0,01 0,11

0,001 0,011 0,101 0,111

0,00 ...0L 0,00 ...11 ...011...1

y Stellen

Die mit wachsendem » zunehmende Verdichtung dieser
Unstetigkeitspunkte geschieht also durch fortgesetzte Halbie-
rung der vorhandenen Stetigkeits-Intervalle in der Weise, daB
beim Ubergange von I, (x) zu F,4;(z) zu den in obigem
Schema enthaltenen die dyadischen Briiche mit » - 1 Stellen
hinzutreten.

Als Grenzfunktion fiir » —» o erscheint also, analog wie
am Schlusse der vorigen Nummer, eine bis auf den einzigen
Stetigkeitspunkt x = 0 fotal unstetige Funktion :

2).

. 9, .
- gh—1 Qlsaed] :(L‘fﬁrz= > 1]}{-’—'-1721"'2/.—1"

(15) 7‘1(x)=x'}.3’-22‘7“(x’~iz ) 91|
L l=0fﬁm# = -,z: ,2,3,. ..

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1919, 29
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Des weiteren ergibt sich:

- 2;.—1 2..__1
F(x) o Fy(x) = x.‘z—r‘—}_l 213;1_ @ (1’, /2/1_ )
9 )[R e
y4+ 1, 042,007

[—:L‘ fiir x—uz_l #
R T V!
== { fiir jedes andere 2.

Wie g¢grof man auch » annehmen mige, so liegen die
Punkte z, fiir welche
(17) F@)—F@) =
wird, im Bereiche 0 < z| <1, insbesondere in der Umgebung
von o = 0, wberall dicht, und man hat daher in keinem zu-
sammenhingenden Teilbereiche:

(18) IF)—TI.(z) <¢
auBer in der Umgebung von x# = 0, sofern x <: ist. Ks

findet somit an der Stelle x = 0 punktiveise gleichmdfige, sonst
durchweg ungleichmiffige Konvergenz statt.

(16)

I

|

6. Es sei jetzt I, () (» =0, 1, 2, ...) eine zum min-
desten im Innern eines Bereiches (B) konvergierende Folge ein-
deutiger analytischer Funktionen reguliren Verhaltens und es
werde wieder gesetzt:

(19) lim 7, (x) = F(x).
v
Dann soll gezeigt werden, da es im Innern von (B) fecinen
singuldren Punkt gleichmiifiger Konvergenz geben kann.
Angenommen, z' sei ein im Innern von (B) gelegener
Punkt, von dem also zum mindesten feststehen wiirde, daf
bei beliebig vorgeschriebenem ¢ > 0:

(20) F@)—F,.(2) <& fiir v>n und: z—2' <p,.
Wir zeigen zuniichst, dak dann J7(x) fiir eine gewisse
Umgebung von &' beschrinkt ist. Man hat identisch:
F(z)— F(z') = (Fa(z) — I (2")) + (Fx) — 1I',(x))
— (F(z') — Fu(z")
und daher:
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F(@) — F(z') < Fa(z) — Fu(z')| + | F(z) — Fa()
(21) 4 F@) — Fu(x'), < Fa(z) — Fu(2')] 4 2.

Da I, (z) regulir, also stetig an der Stelle z', so lifit
sich ein 0 <o, so fixieren, daB:

(22) Foz)— Iz <e fir z—2' <p<o,,
und es geht somit Ungleichung (21) in die folgende iiber:
(23) F(z)— I'(z'y <3¢ fir z—a' <o,

welche zeigt, dat I'(z) fir 'z —az' <o <p. beschrinkt ist.
Das gleiche gilt dann, wie aus Ungl. (20) hervorgeht, fiir die
(resamtheit der 1Y, (z) zuniichst, falls » > n, schlieflich aber,
mit Hinzunahme der (als reguliir) gleichfalls beschrinkten Funk-
tionen 1 (x), I, (x), ... Ii_1(x), fiir die Gesamtheit aller
I, (). Daraus folgt aber mit Beniitzung eines bekannten von
Herrn Vitali herriihrenden Satzes!), dafi nach Annahme von
o' <o die Folge der 1. (z) im DBereiche x — &' <o’ gleich-
mdpiy konvergiert. Hiermit ist die oben ausgesprochene Be-
hauptung bewiesen, der man Im iibrigen mit Beniitzung der
in Nr. 1 erklirten Terminologie auch die folgende Fassung
@eben kann: Liegt #' im Innern des Konvergenzbereiches der
reguliiren Funktionenfolge (/) (x)) und steht nur soviel fest,
dal die F, () im Punkte z' gleichmdfiyg konvergieren, so kon-
vergieren sie auch in der Ndhe von z' gleichmdfig.

Es kann hiernach, ebensowenig wie einzelne singulire
Punkte gleichmdipiger Konvergenz, auch keine singuliren Linien
dieser Art geben, weder solche, die ganz in das Innere des
Konvergenzhereiches fallen, noch solche, die sich bis an die
Begrenzung  erstrecken.  In dieser Hinsicht liegen also hier
die Verhiiltnisse etwas anders, wie beziiglich des etwaigen Auf-
tretens von Stellen ungleichmifiger Konvergenz in analogem
Zusammenhange,  Allerdings ist auch, wie zuerst von Herrn

Y Annali di Mat. (3), 10 (1904), p. 65. Vel den sehr schonen und
cinfachen Beweis des fruglichen Sutzes von E. Lindelsf: Bull, Soc,
Muth. de France 41 (1913), p. 171.
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Runge?) bewiesen wurde, das Vorkommen von einzelnen Punkien
oder Linien ungleichmdifiger Konvergenz ‘im Innern des Kon-
vergenzbereiches einer im ibrigen gleichmiilig konvergieren-
den, reguliiren Funktionenfolge ausgeschlossen, dagegen konnen
derartige Linien vorhanden sein, die sich bis an die Begren-
sung erstrecken, und zwar ohne den Charakter der Grem:-
funktion als einer analytischen Funktion reguliren Verhaltens
zu beeintrichtigen 2).

1) Acta Math. 6 (1885), S. 247. Der Rungesche Beweis beruht
auf der Darstellung von F*'—H’ (x) — I”, () durch ein iber eine geschlos-
sene Linie gleichmiiiiger Konvergenz erstrecktes Randintegral. Noch
etwas einfacher gelangt man zu dem gleichen Ziele durch Anwendung
des Satzes, dak das Maximum von F,,_*_p(w)—Fy («)| fir den von einer
solchen geschlossenen Linie begrenzten Bereich auf dieser Begrenzung
liegen mub.

2) Ebendas. S. 248.



