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Systeme von Potentialflidchen und Stromfidchen.
' Von Max Lagally.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 13, Juni 1914,

Einleitung.

Die Stromlinien einer riwmlichen Potentialstromung lassen
sich unter Einfithrung einer willkiirlichen Funktion zweler
Veriinderlicher zu ot Stromflichen zusammenfassen, die auf den
Fliichen konstanten Geschwindighkeitspotentials senkrecht stehen.
Greift man zwel solche Scharen von Stromfliichen » = const.
und 2 = const. heraus, so kinnen sie mit den Potentialfliichen
u = const. zusammen als riiumliches Koordinatensystem auf-
cefalt werden, in dem die IFlichen v und w im allgemeinen
wechselnde und von 90° verschiedene Winkel miteinander
hilden, withrend die Flichen # und v ebenso wie die Flichen
w und w aufeinander senkrecht stehen. Anderseits geniigt u
bei richtiger Verteilung des Parameters auf den Potentialfliichen
der Liaplaceschen Gleichung
*u | Fu  Fu

&‘2“_— +ayg+a¢2'—0?

3a?
v und w0 dagegen lassen sich als zwel zuniichst voneinander un-
abhiingige ,Stromfunktionen® betrachten, iihnlich wie Stokes?)

1) Stokes, On the Steady Motion of Incompressible Fluids. Trans-
actious of the Cambridge Philosophical soeiety, Vol. VIII, 1842, p. 430.
Stolkes, Mathemutical and Physical Papers, Vol. I, p. 1.
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bel der ebenen Stromung und hei der rotationssymmetrischen
Meridionalstromung eine Stromfunktion eingefithrt hat, die
eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung erfiillt.
Jede Stromfunktion des allgemeinen riinmlichen Problems geniigt
nun einer ihnlichen Differentialgleichung von hoherer als zweiter
Ordunung, die sich durch Finfithrung eines partikuliven Integrals
auf eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung reduziert,
welche die von Stokes angegebenen Difterentialgleichungen
als spezielle Fiille in sich enthiilt, Kine bhesondere Verein-
fachung lifit sich durch geeignete Auswahl der Funktionen v
und ¢ erzielen: nimmt man die eine der beiden Scharen von
Stromfliichen » willkiirlich an, so kann man die zweite v immer
so wiililen, dali
curl [grad v X grad ww] =0
ist.  Zwel solche Scharen von Stromfliichen nenne ich ein nor-
miertes System. Die geometrische Bedeubung der normierten
Systeme liegt darin, dafy die beiden Scharen von Stromfliichen
zusammen mit den Potentialfliichen den von Fliissigkeit er-
fitllten Raum in o® Zellen teilen, deren Querschnitt der Linge
proportional ist?). Dieser Satz gibt eine Verallgemeinerung
der bekannten Einteilung der Kbene durch Potential- und Strom-
kurven in .unendlich kleine Quadrate®. Das Potential selbst
hiingt dann mit den beiden Scharen von Stromfliichen durch
die Gleichung
grad # == grad v y grad o
zusammen, die die in der Ebene geltenden Beziehungen

du 2w ov Qut
3z oy ex  dy

ehenso wie iihnliche fiir die Meridionalstromung geliende Glei-
chungen als spezielle Fille umfalt.

L) Tine geometrische Ableitung dieses Safzes und seine Anwendung
auf die Dynamik der Stromungen gebe ich in einer Abhandlung iiber
L Dvnamische und geometrische Figenschaften der riinmmlichen Dotential-
b . o o
stromung . die demniichst in der Zeitsehrift fiir Mathematik und Physik
(Bd. 63, Heft 4) erscheinen wird.
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Betrachbtet man die 3 Fliichenscharen u, v, w als riiamliches
Koordinatensystem, so ergibt sich durch Transformation der
Gleichung zwischen dem Potential und den beiden normicrten
Stromfunktionen die neue Gleichung

3X X 23X
2w 9v  duw’
WO

X =iw(u v,0) + jy(,v,w) + L2 (n, v, 00)

der Ortsvektor ist. Diese Gleichung enthilt chenfalls einige
bekannte Formeln filr einfache Stromungen als spezielle Fille.
Da sie in drei skalare Gleichungen zerfiillt, miissen die Be-
dingungen der gemeinsamen Integrabilitit untersucht werden.
¥s zeiwt sich, daf: X einer lincaren partiellen Differentialgleichung
2. Orduung geniigen mufy, die in dem Fall, dafi auch die Strom-
lichen aufeinander senkrecht stehen, zls die von Jacobi auf-
gestellte Transformierte der Laplaceschen Gleichung erkannt
wird. Die Vermutung, dafz anch m dem allgemeinen Iall die
Integrabilititshedingung die gleiche Bedeutung hat, wird durch
die Ausfiihrung der Transformation der Liaplaceschen Gleichung
auf ein beliebiges schiefwinkliges Koordinatensystem bestiitigt.
Dic transformierte Gleichung erseheint dabel in einfacher und
tihersichitlicher Gestalt als Determinante 4. Ordnung.

In der Darstellung tritt neben den wewdhnlichen Vektor-
operationen auch die unbestimmte Produktbildune auf; ins-

hesonders kommnt das unbestimmie Quadrat des symbolischen
Vektors

als symbolische Dyade in ausgedehntem Maf: zur Verwendung.
Wenn ich mich von dem in Deuntschland herrschenden Gebrauch
abweichend fiir die Gibbssche Beziehungsweisel) entschlossen
habe, so hegt der Grund in der Schwierigkeit, eine andere Be-

1) Vector Analysis, Founded upon the lectures of J. W. Gilihs by
KB Wilson, New York, London 1901, h folgenden als ,Gibbs® zitiert.
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zeichnungsweise fiir Dyaden- und Triadensummen, insbesondere
mit symbolischen Operatoren, konsequenf, kurz und eindeutig
durchzubilden. Um die Verwendbarkeit der angewandten Me-
thoden an einem weiteren Beispiel zu zeigen, habe ich anhangs-
weise damit eine kurze Ableitung der Cayley-Darbouxschen
Gleichung gegeben. Diese Gleichung, die Bedingung dafiir, dal
eine Flichenschar einem dreifachen Orthogonalsystem angehirt,
hiingt mit den vorausgegangenen Untersuchungen nur insofern
zusammen, als darin die Frage nach den dreifachen Orthogonal-
systemen von Potentialflichen aufgeworfen und mit gewissen
Kinschrinkungen auch beantwortet wurde.

I. Bedingung fiir die Existenz einer zu zwei gegebenen Flichen-
scharen orthogonalen Flédchenschar.

Wenn zwer Flichenscharen
v(zyz) = const und w(ryz) = const.

eine gemeinsame Schar von Orthogonalfliichen w (2 y2) = const.
haben, bestehen gleichzeitig die beiden Gleichungen

Judv du v + Qu v
Qx ox Qy 3y 2:09#
Judw Ju dw dudw

srom T 2y ay | 8zoz

= 0 = gradu-gradv =0
= 0 = gradu - gradw = 0.

Aus ihnen lassen sich die partiellen Differentialquotienten
von # durch die von v und tw ausdriicken:

13w av 3w |
dw du du || dx 3y Iz
dx’ay’er  dwawdw

dx oY 9z

Fiihrt man Vektoren ein und bezeichnet mit o (24 .2) einen
skalaren Proportionalitiitsfaktor, so ist
IR T

3 5 3 Qv 2v 2v
u 2" "

t - f =olxyz) dx 3y 3z
a;ﬁ 13”+ 9s — © Y& dw dy
LQwdew

3w 3y 9z
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oder
Iy grad i = o (zy ) gradv X grade.

Die Identitiit
curl gradu — 0

liefert die Integrabilitiitshedingung der Gleichung (1) in der
Form

2) curl {p grad v X gradw} = 0.

Das Bestehen dieser Gleichung (2) ist die Bedin-
gung dafiir, dafy die beiden Flichenscharen v = const.
und w = const. eine gemeinsame Schar von Orthogonal-
flichen besitzen.

Zur weiteren Umformung der Gleichung (2) ist es von
Vorteil, ¥V, V- und 7 X an Stelle von grad, div und curl ein-
zufithren, wobei */ den symbolischen Vektor

2 2 0

Vo= e S

o +i Y - 3z
der Punkt die skalare und das Andreas-Kreuz die vektorielle
Produktbildung bedeutet. Dann wird (2)
2a) VX[oVoX V|l =0
und durch Ausrechnen ergibt sich
2h) VQX[VUXWU'] + oV X [VeX Vuw]=0Y
oder

gradg X [gradv X gradw] 4 ocurl [gradv X gradw] = 0.

Die beiden dreifachen Vektorprodukte lassen sich noch
umformen, und zwar ist

VoA [VvXVu] = "o - V)V — (Vo - Vo)V
oder
grado X [grade X grad ]

= (grad ¢ - gradw) grad v — (grad g« grad ») gradc,

1) (Gibbs, S. 157,



162 M. Lagally

ferner das symbolische dreifache Produkt
VX [Ve X V]
= VUV V-V Vo V.- VuVo—\. VoVl

Daber 1st
af.’ a‘.: 32
VoV = S =/,
dux? + dy? + 4 -

der Laplacesche Operator, dagegen

VAT I S TS I T S T
ST e l dwdy Qs Iaya.u Hay“
9? , 3% -E 3 s
i 3J35'+f a.s'a.zf+f1853y+ffé;'“

eine symbolische Dyadenswmme?®), also
X[VeXVe| = V.- Vw— Ve - Vo + L0V o —L,v Ve
oder
curl [grad v X grad |

= "V2r.gradw — Vi - gradv 4 L, werade — L, v grada.

Somit lift sich die Existenzbedingung einer Schar
von gemeinsamen Orthogonalfliichen in die folgende
Form bringen:

o Ny Ve — (Vo - Vo)V

+o{V20 - Vu—Vw . VotL,wVo—2L,0 V) = 0.

2¢)

Bei der Untersuchung zweier gegebenen Ilichenscharen »
und w0 auf die Existenz einer gemeinsamen Schar von Ortho-
gonalfliichen ist iiber den Faktor o von vornherein nichts be-
kannt; es empfiehlt sich daher, aus den drei skalaren Glei-

1) Gibhs 3. 407.
‘) Kine symbolische

r

I'riadensumme

73—111 5‘{—11}9 23y —i—uf

kommt spitter zur Verwendung.
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chungen, in welche die Vektorgleichung (2) zerfillt, o samt
seinen Differentialquotienten zu eliminieren. Dies gelingt am ein-
fachsten durch skalare Multiplikation von (2h) mit [Vo X Vae]:
hiebhei verschwindet der erste Summand identisch und es bleibt nur
3) [Vo X Vu] -V X[VeX V] =
oder

|gradv X gradw] - curl[grade X gradw] =

Multipliziert man (2 ¢) mit dem gleichen Faktor |72 X "],

so verschwinden die beiden Produkte

Vo - |[VeXVw] und Vw-[VoXVw]
identisch und es ergibt sich
Sa) (V20 -V — V2w Vol [VoX V] =

Diese Gleichung ist die einfachste Form der Bedin-
gung fiir das Vorhandensein einer gemeinsamen Schar
von Orthogonalflichen.

2. Implizite Darstellung der Potential- und Stromflichen.

Sollen die Orthogonalfliichen « Potentialfliichen, die Fliichen
und 2 also Stromfliichen und ihre Schnittkurven Stromlinien
sein, so mufs « der Gleichung

O, =0
oder
VeV = divgradu = 0
geniigen.
Aus (1) folgt dann die Gleichung
() div {o grad » X gradw} =
oder

V4oV X Vu} =0,
die neben (2) noch bestehen mut.

Durch Ausrechnen des
symbolischen Produktes ergibt sich

Sitzangsb, d. math.-phys, K1. Jahrg 1914, 12
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Vo -VoXViw+ oV-[VoX V| = 0.
Nun ist
Vo [VoX V] =Vw - VYXVo—Vr.-VXVw=01,

weil
VXV —0 und VX Vw0

ist; also geht (4) {iber in
4 a) Vo Ve XVw=10

oder ausfithrlich geschrieben

30 30 3o

dx dy 3z |

v ?@ v = 0.
dx 3y %z
fau-au:auﬁ

dx 2w 3z |

Das Verschwinden dieser Funktionaldeterminante sagt aus,
dal ¢ als Funktion o (v, ) von v und w allein zu betrachten ist.
Besteht also eine Gleichung

gradu = pgradv X gradw,

so ist i ein Potential, wenn o eine Funktion von »

und ¢ allein ist. Umgekehrt kann der Gradient eines

jeden Potentials in dieser Weise ausgedriickt werden.
V= uw)VvXVw
gradu = o (v, wygradv X gradc.

5)

s sei fiir den Augenblick mit ' eine Funktion von v
und 0 bezeichnet. Dann ist

uw' duw'
grad o' = — grad v + gradir
v au
'
gradv X grad o' = 5 grad v X grad e,
w

1) Gibbs, S. 157,
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f e IR P - < B 1
Durch Einfithrung von «’ Lifit sich also grad« in folgende
IForm bringen:

o(v, w
grad 1t = ~ @, 1—) gradv X gradw’.
’ Jw
dw

Durch geeignete Wahl der Funktion «' kann man dem
O .
Faktor ék' den Wert 1 geben; hiezu hat man nur
w

dw
w' = fgdw+ D (v)
zu setzen, wo @ (v) eine willkiirliche Funktion von v bedeutet.

Lit man nun den Strich (') wieder weg, so gilt die Gleichung

Vu = VoxX Vuw

gradu = gradv X gradw,

ausfiibrlich geschrieben:

L ov ov dv ow | dv v
ou 2y & Qu 2z dw du l S:L‘»a_z/
2% qwaw 3y owaw 3z |awaw

ayA 2z | 32 ox o ‘81/

In diese eintache Form (5) lifit sich der Gradient
eines jeden Potentials » bringen. » und w sind zwei
Scharen von Stromfliichen, von denen die eine vollstindig will-
kiirlich gewiihlt werden kann; die andere ist dann durch eine
Quadratur bestimmt, aber immerhin noch von der Mannigfaltig-
keit einer Funktion einer Veriinderlichen. Die Integrabili-
titsbedingung nimmt folgende Gestalt an:

6) cuwrl[grado X graduw] = 0;  VX[Ve X Vw] =0
oder
V3 Vi — V2w Vo 4 DwVe — AoV = (.

Zwei Scharen von Stromfliichen, die der Gleichung (6) ge-
niigen, sollen als normierte Scharen bezeichnet werden. Es

12*
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ist zu bemerken, dafl durch diese Normierung keine der Scharen
selbst, sondern nur die Zusammenstellung zweier Scharen einer
Beschriinkung unterworfen ist.

Da in (6) drei Gleichungen enthalten sind, in denen die
partiellen Differentialjuotienten von » und w bis zur 2. Orvd-
nung vorkommen, muBl es mdiglich sein, eine dieser beiden
Grofien, etwa w, zu eliminieren. Der sich ergebenden par-
tiellen Differentialgleichung von héherer als 2. Ordnung fiir »
miiliten siimtliche Systeme von Stromfliichen geniigen, die dem
allgemeinsten System von Potentialfliichen zugehiren.

3. Spezialisierung auf ebene und rotationssymmetrische
Strémungen.

Wenn auch die rechnerischen Schwierigkeiten bei der Aul-
stellung der allgemeinen Stromflichengleichung offenbar
sehr betriichtlich sind, so Lifit sich doch wenigstens in ein-
zelnen Fillen, in denen die Potentialfliichen einem cinfachen
Typus angehéren und folglich unter den Stromfliichen eben-
falls Scharen von besonders einfacher Art enthalten und bereits
bekannt sind, die Differentialgleichung allgemeinerer Scharen
angeben. Derartige Gleichungen sind als partikuliire Zwischen-
integrale der allgemeinen Stromflichengleichung aufzufassen.

Als einfachstes Beispiel sel angenommen, das die Potential-
fliichen Zylinderflichen mit zur z-Achse parallelen Erzeugenden
seien, fiir welche sich die Potentialgleichung wegen zu = () auf

2 2., -
u |
dx? ' dyP

reduziert. Unter den Stromflichen befinden sich dann die
Ebenen, die zur xy-Ebene pavallel sind.  Folglich ist

w=z

ein Integral der Stromfliichengleichung. Die Gleichungen (5)

reduzieren sich dann auf die hekannten Gleichungen zwischen
dem Potential « und der ,Stromfunktion® »:
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Qu o v ot du

oz 3y’ ax ey

als deren riiumliche Verallgemeinerung sie aufzufas-
sen sind. Die Gleichung der Stromfliichen v, welche mit w= =z
zusammen ein normiertes System bilden, 1st nach (6)

curl [gradv X gradz| =

AV v
, : ' 2 \/ _:(,
(1111}(\13,)—}— "7/+ ) J

curl(iv, —ju,) =0
| 2Py + I ]"_l/z - f(7".1'1 '_f— 7‘!/.’I) = 0

oder

v wmuly also 3 skalaren Differentialglerchungen geniigen,
deren allgemoinstes reelles Integral in die Form

=iz iy — Iz —iy) 4 g

gebracht werden kann, wo £ hzw. I und ¢ willkiirliche Funk-
tionen bedeuten. Fiir g(z) =0 erhiilt man die bekannten zylin-
drischen Stromfliichen, welche mit den Potentialflichen zu-
sammen die ebenen Stromfliichen in o kleine Quadrate teilen:
trifft man jedoch diese Vereinfachung nicht. so ergeben sich
doppelt  gekritmmte Stromfliichen, auf deren jeder ocebene
Stromlinien liegen.

Durch Einsetzen des eben erhaltenen Wertes fiir v in (6)
liilst sich die Differentialgleichung derjenigen Stromfliichen w
erhalten, die mit ¢ zusamwen ein normiertes System bilden.

An Stelle der Differentialgleichung kann auch die endliche
Gleichung der Stromfliichen direkt gefunden werden. Setat
man das Potential « und die eine Stromflichenschar w als
bekannt voraus, so geben die Gleichungen (5)

Ju v dvdw
axr Ay 2z Y 3y
an. _ dvduw Qv
3y  dzdx dxaz
C-‘N_az'au' dv dw
a: A 2y o oy dw



168 M. Lagally

durch Auflésen:

v ow Ju
3v  azax  dy
. aw

2z

AV dw Ju
dv 3z 9yYy o
ay = ew

9z

av bleibt zunischt unbestimmt, da die dritte der Glei-

chungen (5) unter der Annahme, dak die Flichen » und w
auf den Flichen u senkrecht stehen, eine Folge der beiden
ersten ist.

Wendet man diese Formeln auf die ebene Stromung an
und setzt

w=IFa+in-+Flxz—:iy; w==,

so ergibt sich

v P o
= — (I — 1)
Qv . =
ay—]ﬁ—}—] .

Durch Integration ergibt sich
v= —i(Fx+iy) — @ —-iy)+ g().

Damit ist die Gleichung der Stromflichen, die mit den
Ebenen zusammen ein normiertes System bilden, in derselben
Form wie oben durch Integration ihrer Differentialgleichung
gefunden.

Fihrt man in die Potentialgleichung

3w u % u

dux? T 83/‘ 2 st 0

Zylinderkoordinaten ein mittelst der Formeln

Z = ¥ cosi)

153

|

y = rsind
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so nimmt sie die Form

P*u , d%u 12u 1 2%u
g T + ror + r? 992

=0
220 372

an. Wenn man verlangt, daB die Potentialfliichen Rotations-
fliichen mit gemeinsamer Achse sind, ist % von # unabhingig
und geniigt der Gleichung

%u %u 1 2u
922 2r? rar

Unter den Stromfliichen sind die Meridianebenen; wir setzen

Y

w = arcty

und erzielen so eine gleichmiiBige Verteilung der Stromflichen w,
Dann ist
— iyt iz
2 + g

grad . =

1 . . -
gradv X grad w = P ;1/2[_ iz, —jyv. +t(ev: 4+ yo,)],
wenn mit v wie bisher die Stromflichen bezeichnet werden,
die mit den Meridianebenen zusammen ein normiertes System

bilden, Geht man mittelst der Formeln

3 1 . 3
= cos i} — —sind -,
z ar r R
sin o A cos
= S5 ] t/ -
3y ar T r 31

zu Zylinderkoordinaten iiber, so ergibt sich

’ —1av h = 1ar
gradv X gradw = v (icos) 4 jsind) + = z’f
und da
, , o . ., ol du
gradu = icos 1 —~ 4 jisind = - faz

1st, erhillt man nach (5) die Stokesschen Gleichungen
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au . 130 du lav
or raz'  as: roar

zwischen Potential und Stromfunktion.
Die Gleichung (6)
curl [gradv X gradw| =

liefert die Bedingungen, denen die Stromflichen ¢ geniigen
miissen, die mit den Meridianflichen zusammen ein normiertes

System bilden:

it cosdd 2 1sin‘) Ch
, _ X _
ar r 3 3z -
. P 1 P dv sin )
sin o) cos O — =
. a ar—}_r(’bl 27 2z 0
2 13¢
f - :
z ror

ER))

I
+f »2 8/-31)

Die Stromfunktion » muf also den 3 Gleichungen
geniigen:

" v % 1av

_ = (
8.52+ar9 i ar
3w 32w

— — 0 =
2134 ’ 3220

von denen die erste, von Stokes angegebenel), die
Systeme von Stromkurven in den Meridianebenen
charakterisiert. Um zu den Stromflichen v zu gelangen,
hat man dem Integral dieser Gleichung noch eine willkiirliche
Funktion von ) additiv hinzuzufiigen.

1y Vgl Enzyklopidie der mathemat. Wissenschaften IV, 16, 5. 101.
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4. Eigenschaften der rdumlichen Potentialstromung.
Die Bedingung (6)
eurl | grado X gradir| = 0
fiihet auf eine bemerkenswerte Umformung der Gleichung ()
gradu = gradw X gradr.
Bildet man curl|vgrad], so erhilt man, weil

carlgrade 0

. curl[v grad ] = gradv X grad .
An Stelle von (5) und (6) ergibt sich

5 grad« == curl [vgrad ]

1) curl curl [vgradw| = 0.

Der Gradient eines Potentials 1ilit sich nach (5)
als curl eines Vektorfeldes darstellen, das man erhiilt,
wenn man den Gradient einer beliebigen Stromflichenschar w
mit dem Parameter v einer zweiten Stromfliichenschar multipli-
ziert, die mit « zusammen ein normiertes System bildet.

Setzt man
. voradw = W = a1 4 «,i + a,t,
so wird

H grad u = curl .

Dabei mus A der Bedingung

6') curl curl Y = 0
geniigen.

Gleichung (5) gibt ausfiihrlich geschrieben
u _ da, 2a,
3r 2y d:
dn  da,  day,
2y 3z o
du  da, 2

s Qu 2y’
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Jetzt sind 2 von den GriéBen « durch die dritte aus-

driickbar, etwa
o, , du
I — dx
- f(a.,, +a:>

da du
y == (a:‘ — 91/> da.

Die erste der Gleichungen (5*) sowie (6“) besteht dann
zufolge A, = 0 identisch. Dann ist

: 2 ] 2
™ = ia, + IJ(a(; + 31:) tf( il ”) sz
—J(D‘mda + ]au 82) d .

Da
ferada, de = grad fa,dx = gradl

gesetzt werden kann, wo & ein neuer Skalar ist, ist

.9 3
vgradiw = A = grad b + Iazfud;n — fag/ f1¢ dx
oder 7)

vgrad w = gradb +- curl i fud x.

In diese Form lifit sich also jedes normierte Strom-
flichensystem bringen; dabei ist b eine skalare 'unk-
tion des Ortes. Der Gradient des Potentials selbst
erscheint nach (5) in der Gestalt

8) grad « = curl curl ifu du.

Die scheinbare Unsymmetrie des Ausdrucks auf der
rechten Seite riihrt davon her, daf zu dem unter dem curl
stehenden Vektor stets emn beliebiger Gradient hinzugefiigt
werden und dadurch eine Komponente zum Verschwinden ge-
bracht werden kann.

Die Gleichung (5) gibt ausfiihrlich geschriehen
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oV W 3v dv v Qv
du Ay Az 3 du 0z dx ) ou ow oYy
a,z-zfau-alr ) 3y dwaw 3z awow!

éyaz‘ d&dx axay'

Durch Quadrieren und Addieren erhiilt man

S\t fav\P fow\® (.. dvaow c
L(ai) —L<3.L‘) L(S.’L‘) (L ox ax> '

Bezeichnet man den Abstand zweler Flichen o und « + du
mit ds,, so ist nach einer bekannten geometrischen Uberlegung

{
:lgi _] (371)
N2 1
(iz) e -Vx <a“) ;

Bezeichnet man den Winkel der Flichen v und w mit #,
so 1st

Ebenso

/s

ds,

_dvauw
ox dx
cosi =
37 Qw
|4 L( ) Vs ( )
also
v dw o5 dv daw
= CO8 ¢/ - .
% dx dx ds, ds,

Durch Einsetzen ergibt sich
du\®  [(do\*fdw\? 5 dv dw\®  (do\*(dw 2 g
ds.) — (lsv> ds, e ds, (l.s‘,,,) T \dsy) \ds, Sl
go = 7(7 w \ds,ds,
T \dedw] sind)

Ziwei Paare von Stromfliichen, », v 4 dv und w, w + dw
bestimmen eine Stromrihre, deren Querschnitt an jeder Stelle
ein Parallelogramm vom Inhalt
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Lo — ds, ds,
=i g

ist.  Verteilt man nun die Potentialfliichen so, dafi der Poten-
tialunterschied zwischen je zwei aufemanderfolgenden konstant

o u

= du ist, so ist == ¢ liings der ganzen Stromrshre eine

dvdw
Koustante. Die Gleichung

9 ds, = cdyq

sagt dann aus, dafi die Stromrdhre durch die Potential-
flichen in Zellen eingeteilt wird, deren Liinge zum
Querschnitt in konstantem Verhiiltnis ¢ steht. Verteilt
man auch die Stromtliichen so, dafi sich die Parameter je zweier
benachbarter um den gleichen Betrag «v hzw. do unter-
scheiden, so st ¢ im ganzen stromdurchflossenen Raum konstant.
Die ganze Stromung wird somit durch die Potential-
fliitchen und zwei normierte Scharen von Stromflichen
in «? Zellen geteilt, deren Linge zum Querschnitt
im kounstanten Verhiltnis ¢ steht.
Damit 1st auch die geometrische Kigentitmlich-
keit der normierten Stromfliichensysteme aufgekliirt.
Wenn insbesondere die Stromung Rotationssymmetrie he-
sitzt und unter den Stromflichen ein Biischel von Meridian-
ebenen 0 enthalten ist, ist
ds, =r-dq,

wenn g der Winkel zweier bhenachbarter Meridianebenen ist.
Dann 1st

ds, =c-rdods,
s,

=cdg-r.
ds, /

In den Rechtecken, in welche jede Meridianebene
durch die Potential- und Stromlinien zerlegt wird,
ist der Quotient aus der von einer Stromlinie ge-
bildeten Seite und der durchstromten Seite pro-
portional der Entfernung von der Rotationsachse. Der
Proportionalitiitsfaktor st lings jeder Stromréhre konstant,
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also nur vom DParameter der Stromlinien abhiingig, und kann
bei geeigneter Verteilung der Stromlinien konstant i ganzen
Raum angenommen werden ),

Die eben besprochene geometrische Iigenschaft der nor-
mierten Scharen von Stromflichen ermioglicht es, alle drei-
fach orthogonalen Systeme von Potentialflichen auf-
zusuchen, welche Rotationssymmetrie besitzen, d. h.
ein Kbenenbiischel enthalten. Dann werden die beiden anderen
Flichensysteme in den Meridianebenen zwei orthogonale Kurven-
scharen ausschneiden, deren jede sowohl der Potentialgleichuny
der Meridionalstromung

A2 2
Fu | 3w Lou

+ =

3zt vt T v ar
als auch, m anderer Verteilung, der Stokesschen Diflerential-
gleichung der Stromlinien
2
oo 2% 1w
S =(

ars rar

geniigen mufy; dabei ist v eine noch unbekannte Funktion von u.

. . . . v d* v
Die zweite Gleichung wird also, wenn =" und =

du : di? ™

X

wesetzt wird,

% u % (au‘ - ‘u\ 2 v du
v 2 B "y — = (),
<S,s~ s 3/'-) i ( e.:) 1 (ar> ) rar

ST i, . 3
Durch Elimination von _  mittels der ersten Gleichung folgt
or '

% u 2% u du\? du\?
T s s p =50
(3'3"“ g 3"') T <<3> g (3') )

Diese Gleichung kann als Trausformierte der ebenen Poten-
tialgleichung aufgefatit werden: denn setzt man fl v (w)ydu = {,
so nimmt ste die Gestalt

1) Vel R. v. Mises, Theorie der Wasserviider, Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik, 57. Bd,, 1909, S. 1 f. Weifere Literatur in der 8. 158
zitierten Abhandlung.
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3:f

*f
=0
3 T ar?

an. Hs gibt also eine dvitte Verteilung der orthogonalen Kurven-
scharen, bei welcher sie die Meridianchenen in  unendlich
kleine Quadrate teilen. Nennt man p und ¢ die zugehdrigen
Parameter, so kann man

y iz = F(p+ig)
ansetzen; die Funktion ' ist noch zu bestimmen.
Wenn man nun fiir das Potential auf den Kurven p und

q die Werte « und f einfiihrt, so wird p eine Iunktion von «,
¢ eine solche von fi sein, also

r iz = F(pa) 1 iq(B).

Die Potentialkurven « und f zerlegen die Meridianebenen

in Rechtecke mit den Seitenlingen d's, und ds;. Da die Kurven /J
S
({.S'/,)
verschieden, der eine Funktion von /5 allein ist:

gleichzeitig Stromlinien sind, ist von » nur um einen Faktor

(Z(?",‘ L oF

dsg k()
Ebenso ist aber

d sy e

ds, e (a)
Also

r==/ (u) k (9.

Die Entfernung von der Rotationsachse ist ein
Produkt aus zwei Funktionen je eines der beiden
Potentiale. An Stelle der Funktionen von « und f lassen
sich auch solche von p und ¢ einfithren; dann ist

r = H(p) K ().

Nun ist noch z zu berechnen. Aus der Quadrateinteilung
der Ebene durch die Kurven p und ¢ folgt
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9z or
ap - 2q
9z __ or
2q  ap

Diese Gleichungen lassen z aus » berechnen, anderseits
geben sie fiir » die Gleichung

32 » a‘l ¥y

‘ =0
ap2+aqz

Damit ist H(p) und K{(q) an die Bedingung
H" (WK () + H(p) K" () =0
gekniipft.  Die Integrale dieser Gleichung sind

H(p)= Ader + Ber
K(y) = Csinaqg-+Dcosay,

wo A, B, (!, D, a willkiirliche Koustante sind. Dann erhiilt man

= (der 4+ Be )y (Csinag + Dcosaqg)
g=(der — Bemery(Dsinauqg— Ccosayq).

Diese Gleichungen stellen ein System konfokaler Kegel-
schnitte dar; die Kllipsen p = const. sind

r E 2 g :
-+ - = (2 4 ])2
<A et e I'> ! (A wr e "”) +

Die Hyperbeln ¢ = const. sind

) 124 2 2 g
- — - =4 A4D0.
(U sin g 4+ D cos a q) (1) sinag  Ceosa q) G
Die gemeinsame Brennweite ist durch
& =4 ADC*+ D?)

gegeben. Je mnachdem A und I gleiches oder ungleiches
Zeichen haben, entstehen autier den Rotationsellipsoiden ein-
schalige oder zweischalige Rotationshyperboloide. « == 0 fithrt
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aut die konfokalen Rotationsparaboloide; die Ausartungen er-
ceben sich durch Spezialisieren der iibrigen Konstanten.

Die konfokalen Systeme von Rotationsflichen
2. Ordnung und ihre Ausartungen sind die einzigen
dreifachen Orthogonalsysteme mit Rotationssym-
metrie, die aus lauter Potentialfliichen bestehen.

5. Parameterdarstellung der Potentialstrémung.

Funktionen dreier Parameter, niimlich des Parameters « der
Potentialfliichen und der Parameter » und w zweier Systeme
von Stromflichen darstellt, geht die fiir die Potentialstrémung
charalteristische Gleichung

Wenn man die Koordinaten x, y, 2 eines Punktes als

5) Tau=p (v, )T v X w

in eine Gleichung mit u, », « als abhiingigen und «, y, # als
unabhiingigen Veriinderlichen iiber, die aufgestellt werden soll.
Hiezu sind in den Operator

- , 0 . ° ]
7=[81‘+I§‘;/+féi

i, ¢, oroals unabhiingige Veriinderliche einzufiihren. Ks ist

R x 2 Qy 2 2z ¢ 29X R -
_ Lo O =%,
du dQudxr " 2udy " Qqudcr du
wenn
te +ijy+t:=%X
vesetzt wird. Kbenso
]
—_ = , . 7
v %,
2 x .
QY
Daraus folgt
d . ° 3 . . RN
{ = ] .
a“+1ar+fa” (X - X 4 tX) -
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein skalares Produkt
aus einer Dyadensumme und einem symbolischen Vektor. Multi-
pliziert man beide Seiten der Gleichung von links mit der
reziproken Dyadensumme, so folgt

2 2 o
Rde | i AN .9 N _
(%0 §% + %) ([ au_*—lav farw> V-
Ausfithrlich geschrieben ergibt sich zunichst

V= (iixu + iiyu + if/:}'“
+ite iy + it ;
2 3
Lz 11 2 YL, 1 e
+ tiw, -+ tiy. + tta) <[au+lav+tau~>
und wenn man die reziproke Dyadensumme einfiihrt?)

i i to

1 ZuYn 2yt ] 2 3
Vo=~ ot f .
) D oz, y, 20 i <I Qu +131J+ a[l‘)

Ly Yo 2u b

Dabei sind die in der ersten Horizontalreihe stehenden
Emheitsvektoren als 1. Faktoren, die in der letzten Vertikal-
reihe als 2. Faktoren aufzufassen; ferner ist

1) Die reziproke Dyadensumme von

b= gt an it d i i dag g [E - ag Eiag t] A ay, £F

st nach Gibbs S. 316

- 1 . . . . .. . .
o = 1)[111111+112111+ Ayt dpii+ dpji At 4 Ay, ti

+ Ayt 4 Ay ],

WO
Ay (tyy (tyg
D=1 ay agp ay
(131 ga gy
und A4, die adjungierte Determinante von a; in D) st

Sitzungsh. d, math.-phys. K1, Jahrg, 1014, 13
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Lo Yu 2|
D= &,y = X X, XX, = [X, X, X,].
Ly Yu Zir
Fithrt man die Multiplikation aus, so ergibt sich der
transformierte Wert von V:
i t0
)

Ly Yu Zu 3

1

0 Vo == 2
10) Dix,y, 2,

‘ di

Xy Yo S
w Yo S 30

Durch Entwicklung nach Elementen der letzten Spalte
erhiilt man

1 2
. N = \( 2 S
107 ])[}“ + X X Xy o + X, XX o~
Inshesondere ist
v T
T = D X, X X, v = D X, XX, " o= D X, XX,
Nun ergibt die Gleichung (%)
vk =20 e x)
=n (1 ) [3( };“X}. I{"_-Q(U‘ ll')l.{ N \%,,]}.
D
Von den beiden gemischten Produkten der rechten Seite
st das erste = [), das zweite Null; folglich
11) = ! XA X

o (o, )

Diese Gleichung 1st fiir jede Parameterdarstellung
einer Potentialstromunyg charvakteristisch; legt man
insbesondere zwel normierte Scharen von Strom-
fliichen zu Grunde, so ist
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1) X, = X, XX,.
Ausfithrlich geschrieben ist
TN
Uy + i!/n + fzy = | Ly Yo 2y |
Ixu' Y S

«

Wenn man (11°) auf die ebene Stromung anwendet, also
w ==z als eine Schar von Stromfliichen einfithrt, erhilt man

Ty == Yus Xy = —Yu-

Die Gleichung (11’) stellt also die rdumliche Ver-
allgemeinerung dieser bekannten Beziehung dar.

Untersucht man nun die Meridionalstrémung, so hat
man als Stromflichen « das Ebenenbiischel dureh die z-Achse
einzufiithren; also etwa

r == rcosiu, Yy = rsiniw

so setzen, wo r=]/x*+ y? die senkrechte Entfernung von
der z-Achse bedeutet. Wenn man nur solche Stromfliichen v
in Betracht zieht, die ebenso wie die Potentialfliichen # Ro-

. . ., or dz
tationsfliichen um die z-Achse sind, so ist 3 -=10 7zn
w w
setzen. Dann wird aus (11)
1 i t
ir, cosw + jrosine 4 fz, = Py COS U Pysinar 2,
— rsinew reosw 0
oder
)‘”
12) 2= 1y &y = —

Diese beiden Gleichungen sind die Bedingung da-
fiir, dafi ein ebenes Orthogonalsystem als meridionales
Strimungsbild einer achsensymmetrischen riiumlichen
Potentialstromung hetrachtet werden kanu. Durch Kli-
mination von z erhiilt man fiir » die Differentialgleichung

0]

TR o )u
).r:v'*_ , +7';— )‘2‘——0.

O
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Bs soll jetzt noch die Integrabilititsbedingung der Glei-
chung (11') untersucht werden. Aus

:{u — -'{u X 3':u'
erhiilt man durch Differentiteren

:{nu = xuv.x ?":uv + }:v X :{uu‘
3':u v &/ }:rv X »)f:u‘ + xu X}:vu’
R’:u w }:vu‘ X }:N‘ + xv X }:u'u'-
Also
‘ :{u T [:{ru x ?{u‘] ‘)(\ :{u —*_ l;{v X ~¥x n‘] X :{H‘ + xr; X [xvu' X?{u’]
+ .‘{1‘ X [‘-*vx X xu' 1!"]
oder
13) x“ u = 2 (:{v':{]l'):{vﬂ‘ - k‘i,:{vu— if :{u-n' + 2}:1, ':{u :{vu
+ (:{U':{H'N'— :{”- . }:Lll') :{u + (}.n ' &‘UU - }:p N ?(.w) :{:r.
Dieser linearen partiellen Differentialgleichung
miissen die rechtwinkligen Koordinaten einer rium-
lichen Potentialstromung gentigen.

Wenn die beiden Scharen von Stromfliichen aunfeinander
senkrecht stehen, reduziert sich die Gleichung anf

. 9 o 4 O v
Yot (BE) + 0 (8E) =0.

In dieser Gleichung erkennt man die Laplacesche Gleichung
wieder. Wenn man niimlich die Laplacesche Gleichung auf
ein dreifach orthogonales Koordinatensystem transformiert, er-
hilt man nach Jacobil):

Frafh aq d(h, 3¢ 3 [ hy ag\
Ngp =l Ih ! z - 2 ,
29 = Il hg [au (/L._,/ta ’c)it) - v </¢,//,_,, 8v> - dur </¢‘/¢,__,3 u-)J

Yy Jacobi, Uber eine partikuliive Losung der partiellen Differential-
gleichung

ey oty otV

8.:-‘3' + a]/z + Jzd

Ges, Werke 2. Bd., S. 191.
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Dabe1 ist

/}i = 212 =¥
p ==
hl—g = 2% = X2
Nach (11) ist aber
(119 X =% — (X, X))

Diese Gleichung, die neuerdings und in einfachster
Weise aussagt, dat in allen Zellen, in welche die Stri-
mung durch die Potentialflichen und zwei geeignete Scharen
von Stromflichen geteilt wird, der Querschnitt der Linge
proportional ist, geht iiber in

Iy = Iy hy.
Also 1st

. sl %X d [y, 90X o s B
By = k“laug T v <k“‘ 5?) s 3w (?("8/1=>J'

Es lifit sich nun vermuten, daf auch in dem allgemeineren
Fall die Integrabilititsbedingung nichts anderes als die La-
placesche Differentialgleichung ist. Um das zu zeigen, soll
der Laplacesche Operator £\, = V-V auf ein beliebiges schief-
winkliges Koordinatensystem, dessen Allgemeinheit zuniichst
nicht beschriinkt sei, transformiert werden. Nach (10) Lifit
sich schreiben

i1t 0 ‘ I T R ¢ 0
B .1 2 1 2
Bt g | | s
V.V = 1 2 - 1 23
By, TS g,
s LA L
: D 3w D A
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Fiihrt man die skalare Multiplikation aus, so hat man die
Summe der Quadrate der drel ersten Determinanten der Matrix

! 1 8 |
Ly Yu < D o !
' 1 @
Ly Yo Sy ]_) 4y
_ 1 9
L !/u' &~ ]) 3{{'

zu hilden; dabei ist jedoch zu berticksichtigen, daf gleichzeitiy
die in dem ersten Faktor jeweils auftretenden Operatoren

2 e} P
du’ v’ duw

auf den zweiten anzuwenden sind, die Faktoren also nicht ver-
tauscht werden diirfen.

Es sei fiir einen Moment eine Matrix

gy gy Uy Uy
(L, (lyy Coq Uy

gy Ugy Uy g

hetrachtet. Die Quadratsumme der drei ersten Determinanten ist:

o o
), Uyy Uy 4 Ay Ay g

(g, Cyy Qg thy | = | Uyy Uyy Uy

gy Ay gy (Ag ‘ gy gy Ugg

3
N2 2 by N
-l_a“.—i- o = iy + o, a, .;,((1,'((‘3,'—{— Ly g

|

2aziar; + aya; 2k, + a; Qayiag + a,

Zagiar; + aga, Jagiay; + aga, 2ad A o

3
o . :
2@, 2y iag 2y sy
1

T Xagiag 2at, Dy

.lv((;; iy .:.‘a;;,‘a»_),‘ ‘}"“;i
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Entwickelt man die erste Determinante in eine Summe,
so bleiben nur 8 von Null verschiedene Determinanten iihrig,
die nach Ausscheidung des Faktors «,, a, oder «, eine Vertikal-
reihe gemeinsam haben; ihre Summe ist die vierreihige De-
terminante:

o

3
Xal, Sayar Xayiay; a
1

1 112 ”3 0

Sazi; 2a3; gy oy |

.:1(63 iy .S(L:;,'(lg,' P (Lg i Ugy

Die Anwendung dieser Entwickung ergibt

1 3 I 2 1 2 0
Dauw Ddv Daw
1 2

D au
. ' . 1 @

D av
s R . 1 2
?(u * }-1( }vu' ° ?(r B 1) 3

Damit ist die Laplacesche Gleichung auf belie-
bige schiefwinklige Koordinaten transformiert.

Bei der Entwicklung sind die in der ersten Zeile stehen-
den Differentialoperatoren auf thre Unterdeterminanten zur An-
wendung zu bringen: deshalb kann der m der ersten Zeile

1 . . :
stehende Faktor | nicht aber der in der letzten Kolonne auf-

D
1 . .
tretende Faktor ) vor die Determinante gesetzt werden.

Die Anwendung auf unser Problem ergibt:
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B Kl 0
du v 1w
1 2X
X2 )
I ot ! X, o
X Y e v 12X
| O }'u 3'-v'?cm %1_;[ aU l
! . ‘
0 :{u' ’ )(n }’_’ .11)' 8}'
& X 2w |
170 ¥ — @& -X)ox 23/, 83X . . 3%
- ?éf[—{au R _3_27_*- ov ( YR Lo X E u)

3 (., 3% . . ok
+.0 (?c,, R >J

Unter Beniitzung von (11") ergibt sich

oA %X . %X ., °X e | %X
2 — A 2 2 — 2% .
B0 du? L av? + ¥ dut 2% - X 208
- .oy 3X R .o, . 0X
+ (:*-u' . R'-vz/v - lv : }-mr) v + (’cv : ?‘-vu' - 3’.,, : }'L L') i :

Hieraus ist ersichtlich, dal die Integrabilititsbedin-
gung (13) nichts anderes als die Laplacesche Glei-
chung 1st.

Es soll nun noch die Frage nach den dreifach ortho-
gonalen Systemen von Potentialfiichen aufgeworfen werden.
Nach (11) miissen 3 Gleichungen bestehen:

Xo = g, (0, )X, X X,
X, = ¢, (0, )X, X X,
%, = gy (1, D X Ko,

wo ¢, (v, w), g,(w,u), g4(¢t,v) noch zu hestimmmende Funk-
tionen sind.

Dazu
}:n ‘ :{v - }:v B :{11‘ = }:w . xu = 0.
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Also X=X x
X2 = N2
® = s

folglich ist »
X 095 =1
X, 059, =1
g, =1

Das Linienelement des Raumes wird also

R du? - dv? d
. E (ery10) ofy (z?, v) + s (u,iv)ig1 (v.'u:)‘ + gy (v, 10) gy (20, u)’
1 1 1

Dabel missen die Grifien den 6 Lamé-

9295 9301 D0
schen Gleichungen) geniigen. Nach dem Krgebnis der fritheren
Untersuchung der dreifach orthogonalen Potentialsysteme mit
Rotationssymmetrie ist es nicht unwahrscheinlich, daB das
einzige bisher bekannte allgemeine System, das der konfokalen
Fliichen zweiter Ordnung, auch das einzig existierende ist.

6. Anhang. Eine Ableitung der Cayley-Darbouxschen Gleichung.

Die verwendeten Methoden sind zur Behandlung einer
Frage, die mit der bisherigen Untersuchung nur in losem
Zusammenhang steht, niimlich nach der Bedingung dafiir,
dafz eine Flichenschar einem dretfachen Orthogonal-
system angehdrt, sehr geeignet. Zuniichst miissen die drei
Fliachenscharen w, v, « den Gleichungen
1) Vo Vi =YV - Vu=Vu -Vv=10
gentigen. Durch Anwendung des Operators V ergibt sich hieraus

Vi - Vo 4 Vu- Vi =0
15) Vi Vi 4+ Vo Viw =0
V20 YV 4 Ve - V3 = 0,

Y) Vgl 2. B. L. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie.
Leipzig 1899, S. 184,
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Da nach (1)
Viu=y9p, Vo X Vi, Vo=90,VieXVu, NVuw=p,\NuuhTv
ist, nimmt die Bedingung (3a) fiir das Vorhandensein einer
cemeinsamen orthogonalen Schar die Form
2 Vo -V =0

an ueben 5 weiteren Gleichungen, die sich aus ihr durch Ver-
tauschung von u. ¢, « ergeben; davon sei eine hervorgehoben:

1D T2 VoY = 0.

Diese Gleichung hiitte aus
D V-V =20
auch durch Anwendung eines besonderen skalaren Operators

V-V
erhalten werden kinnen. Bringt man ithn an irgend einem
vektoriellen Produkt @ - Y an, so 1st
VT =Tu- D)V D (VT Y,

Wenn er insbesondere auf einen Ausdruck zur Anwendung
kommt, der » und « nur in der Verbindung Vv und Vi ent-
hiilt, so wird wegen (15) die Ordnung der Differentialquotienten

von v und i nicht iiber die erste erhoht?).
Aus (I) erhiilt man hienach

G- T (v Ty = NVus 720 T+ To - (Ve 7)) = 0,

also nach (15)
— (V- T%) Vi — Vo (V2 )y =0
oder

98] Ve . Vo . Ve = 0,

) Sachlich ist der Operator “/u-</ schon bei Cayley vorhanden.
Neiner konsequenten Anwendung verdankt Darboux die groBie Vercin-
fuchung der Ableitung, die er erzielt hat. Cayley, Sur la condition pour
quune famille de surfaces donnée puisse faire partie d'un systéme triple
orthogonal.  Collected mathematical Papers Bd. VI Inobonx, Lecons
sur les systemes orthogonaux, Chap. 1.
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wenn man beriicksichtigt, dal Produkte aus einem Veltor und
einer symmetrischen Dyadensumme kommutativ sind. Wendet
man nun V- 7 aut (II) an, so folgt
(Vu-V3u) - Vo-Vu 4 Vin- (Vu - V) -V
4 T2 Ve (Ve V) =01
oder nach (15)

I1I) (V- Pu— 2V V20 - V- Ve = 0.

Die 5 Gleichungen (1), (I}, (III); von denen zwei in v
bzw. « linear, die anderen bilinear sind, geniigen zur Ehimi-

nation von
Qv v v 3w duw

ax’ dy 2z ax’ 3y’ 9z’

Hs sind dieselben, die Darboux aufstellt. Um die Elimination
wirklich auszufiithren, stellen wir mit Darboux aus den zwei
linearen Gleichungen

Vi - Vo =0, Y-V =0
drei bilineare her:
) (V- oYy e 4- (V- V) Ve = 0.

Ausfithrlich geschrieben haben wir nun folgende Glei-
chungen:

I v 0y 4 v, 4 w00, = 0
2 vy oy (v, vyer)) - (v o)) =0
1) | Bt b o+ )+ 1400 y10) = 0
Datgvyery A vy 0y A vyery) A oy (0,0 A vyery) =0

II) UNONTRE S FORTRE SR TONTA
Tt Uy (0 0y F vy (v 0y 4+ 0y000) A gy (Vg 11y + vye1,) =0
I1I) Ay, - Ayvye, 3 Aggv, i,

A A e, )+ A (0 4 vy Ay (wye, - v0e,) = 0.

) V¥ dst eine Triadensumne,
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Das sind 6 homogene Gleichungen mit den Unbekannten
VUL, Uylly, Vgdly, D0y T V0, V0 = Vgl Uyl = Vg1l

Dabei bedeuten die Indices an 1, v, «w Differentiationen.
Die A;, sind die Koeffizienten der Dyadensumme

Vi - Vi 4+ Vi3 - VEy,
also

3
A= 3 (irrry — i),
1

Die gesuchte Bedingung ergibt sich nun in der
Form der hekannten Determinante

Ay Ay Agy Ay Ay Ay
Uy Uy Mge Uy Uyq Mg
1 i1 1t 0 0 0
L, 00w, 0w, T 0.
0 2u, 0wy uy; 0

0 0 2u, 0w, o

16) 2u



