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Die Grundformeln der sphérischen und ebenen
Tetragonometrie.
Von E. v. Fedorow (in St. Petersburg).

Vorgelegt von P. v. Groth in der Sitzung am 8. November 1913,

I. Die Grundformeln der sphidrischen Tetragonometrie.

Das System der zonalen Berechnungen, welche speziell den
Anforderungen der Kristallographie angepafit ist und zu den
einfachst moglichen mathematischen Operationen gefithrt hat?),
wird mit der Verbreitung der kristallochemischen Analyse, wenn
also die betreffenden Operationen auch die reinen Chemiker
auszufiihren genitigt sein werden, zur Sache der unumging-
lichen Anwendung. Diese Unumginglichkeit wurde besonders
in der Arbeit ,Der einfachste Operationsgang der kristallo-
graphischen Untersuchung® hervorgehoben?).

In diesen Arbeiten sind die fiir die gewohnlichen Zwecke
nitigen mathematischen Operationen erschopft. Man hitte
sicher sagen kinnen, daf die fiir die kristallochemische Ana-
lyse dienenden graphischen Operationen trotz ihrer geringen
Genauigkeit sich fiir die praktischen Zwecke hinreichend er-
weisen. Aber mit der Zeit wird es immer mehr und mehr

) In der Arbeit des Verfassers ,Die grofitmogliche Vereinfachung
bei zonalen Berechnungen und kristallographischen Berechnungen im all-
gemeinen® (Verhandl. d. K. Miner. Ges. in St. Petersburg 1906, 44, 199;
referiert von Herrn Barker in Zeitschr. ftir Kristallographie 46, 202).

2) Annalen des Berg-Instituts zu St. Petersburg 1V, 825.

Sitzungsb. d. math.-phys. KI. Jahrg. 1913. 32
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fithlbar werden, daB die Krsetzung der grob angegebenen
Zahlen durch die genaueren fiir die Aufsuchung der betreffenden
Punkte in der zur Bestimmung dienenden Tabellen sehr will-
kommen ist.

Somit ist es aber wiinschenswert, das Gebiet der einfach-
sten Berechnungen, also auch die Auffindung der dazu dienenden
Formeln, auf eine breitere Basis zu stellen.

Dem Wesen nach fullen alle betreffenden Formeln auf
denen der sphiirischen Trigonometrie, welche, obgleich sie
in dem Gesamtgebiet der mathematischen Analyse nur einen
verschwindend kleinen Platz nimmt, aber wegen besonderer
Wichtigkeit ihrer Grundformeln zum notwendigen Klemente
der allgemeinen Bildung gehort.

Speziell sind aber in Anwendung anf kristallographische
Berechnungen in dem zonalen System ihre Grundformeln durch-
aus nicht hinreichend, da in denselben kein Bezug auf die
Grundeigenschaften der Grifien in diesem Gebiet genommen
wird, und zwar darauf, dafi hier die simtlichen geometrischen
Elemente aus vier derselben sich vollstiindig ableiten lassen.

Das nithere Eindringen in die Sache lehrt uns, dafi nicht
allein die Moglichkeit der Berechnungen der Klemente der
sphiirischen Dreiecke, was eigentlich durch die Grundformeln
der sphiirischen Trigonometrie erschopft ist, sondern auch
erfordert wird, den Weg aufzufinden, fitr jedes geometrische
Element die betreffende Formel aufzustellen. Dali aber diese
Aufgabe wirklich 1gshar ist, ersieht man aus den folgenden
Erwigungen. '

Wenn auf der Sphiire wirklich vier Punkte gegeben sind, so
Lifit sich daraus eine unendlich grolie Gesamtheit von Punkten
bestimmen, indem dureh jeden GroBkreishogen die simtlichen
Punkte zur Bestimmung gelangen, welche als Schnittpunkte
derselben mit den gegebenen und den neugezogenen Grofikreis-
bigen erscheinen; die gegebenen sind aber diejenigen sechs
Kreisbogen, welche sich durch je zwel von vier angegebenen
Puankten bestimmen lassen.

Wie in der Ebene, so liBt sich auf dieselbe Art und Weise
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auch auf der Sphiire das geometrische Netz (Mobhius)?)
zustande bringen, und gerade dieses Netz entspricht dem kri-
stallographischen Begriff des Komplexes vollstiindig.

Jeder Schnittpunkt dieses Netzes wird aber durch das
Schneiden der Grobikreishogen eindeutig bestimmt.  Daraus
aber folgt, dak wir hier ausschliefilich mit den linearen Ver-
hiltnissen der betreffenden trigonometrischen Funktionen zu
tun haben. Die linearen Gleichungen sind aber stets und aus-
nahmslos in reellen GroGen losbar, und folglich konnen wir
fiir jedes gegebene sphiirische Winkelelement, als Resultat der
linearen Lisung, die betreffende Formel ermitteln.

Die Aufgahen dieser Art sind also von spezieller Natur
und sind in der gewdhnlich abgefaiten Form der Begriffe der
sphiirischen Trigonometrie nicht enthalten; dieselben kommen
aber einer speziellen Verzweigung derselben zugute; und nur
der Bestimmtheit halber werden wir dieselbe als die sphirische
Tetragonometrie bezeichnen, und stellen uns hier die Auf-
gabe, die Grundformeln fiir diese spezielle Verzweigung auf-
zufinden.

Ks mufi dazu nur die Bemerkung beigefligt werden, dafy
die Grokreishigen eigentlich nicht in einem einzigen, sondern
in einem Paare von?®) Punkten zum Schnitt kommen; folglich
beziehen sich die linearen Gleichungen eigentlich auf Grifen,
welehe von sich selbst auch quadratischen Ausdruck erhalten
kinnen; ohne diese Bemerkung hiitten wir manchmal auf einen
Widerspruch mit den allgemeinen SchluBfolgerungen stolen
kénnen.

Die Zugehorigkeit eines sphiirischen Punktpaares zum
Komplexe (resp. dem sphiirischen Netze) hat den speziellen
kristallographischen Ausdruck dadurch erhalten, dafi jedem
derselben spezielle drei Indizes zukommen, welche aus ganzen
Zahlen bestehen. Es mogen dabei den Indizes der drei zu

1} Der baryzentrische Kalkiil® (hier wurde eigentlich nur das aunf
der Ebene entwickelt).
%} von diametral entgegengesetzten.
32*
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Grunde liegenden Punkte beliebige ganze (aber dabei keinen
gemeinschaftlichen Faktor Dbesitzende) Zahlen zugeschrieben
werden, und nur dem vierten Punkt miissen die Indizes zu-
kommen, welche den respektiven Summen der Indizes gleich
sind. Dieser vierte Punkt kann mit keinem anderen Punkt-
paar auf einen Grofikveishogen fallen (sonst wiirde das geo-
metrische Netz unbestimmt sem) und fillt speziell innerhalb
desjenigen sphiirischen Dreiecks, fiir dessen Kckpunkte seine
Indizes die summarischen sind (weil sonst ein Widerspruch in
der Bestimmung durch die Indizes entstehen wiirde).

Die Gesamtheit der Punkte eines Kreishogens oder der in
einem Punkte sich schneidenden Kreishdgen bilden ihrerseits
die Teilkomplexe und konnen wieder durch Indizes in ganzen
Zahlen zum Ausdruck kommen. Diese sind aber nur paarweise
zu nehmen. Der Bestimmtheit wegen wollen wir dieselben als
Zonenindizes (im Gegensatz zu gewdhnlichen Komplexindizes)
bezeichnen.

Aus den vier Grundpunkten wollen wir zwel Punkte «
und & besonders herausnehmen und als Ausgangspunkte
(den Ausgangsflichen entsprechend) bezeichnen. Der Kreis-
bogen ab wird uns zur Ausgangszone dienen. Jeder dieser
Punkte bestimmt seinerseits mit den beiden anderen ¢ und d
je eine Zone, und nun wollen wir die Lage dieser Zonen durch
die Winkelgriofen bestimmen, welche diese Zonen mit der Aus-
gangszone bilden. Als Nullwinkel wird uns dabel derjenige
dienen, welcher durch die Richtung ab fir den Punkt e und
durch die Richtung ba fitr den Punkt & bestimmt wird; ersetzen
wir diese Richtung durch die entgegengesetzte, so iindert sich
die Grofe 0 in die GriBe o

Somit wird jeder der Punkte ¢ und d durch je zwei Winkel-
grofen als ihre sphiirischen Koordinaten bestimmt, wenn dabet
als die erste Konstante der Winkel ¢ ) gemeint wird. Diese fiinf
Konstanten sind notig und zugleich hinreichend zur Bestim-
mung des Komplexes resp. des sphiirischen Netzes. Bezeichnen
wir die betreffenden Konstanten, aufier ab, durch 4, 4,, B, B,,
wobel sich der Buchstahe A auf Punkt a, der Buchstabe I3



Die Grundformeln d. sphiirischen u. ebenen Tetragonometrie. 489

auf Punkt & bezieht und speziell die Konstanten 4, und B,
zu dem Punkte d gehiren. ‘

Zuletzt wollen wir zeigen, wie man sehr einfach die Ko-
ordinaten jedes heliebigen Punktes ermittelt, wenn derselbe
durch die Indizes bestimmt wird.

Wollen wir, der Einfachheit wegen, dem Punkte a die
Indizes (100), dem Punkte & —(010), dem Punkte ¢ — (001)
und dem Punkte ¢ — (111) zuerteilen.

Dann erhalten wir fiir einen beliebigen Punkt, welchem die

Indizes (p,p,p,) zukommen, die bestimmenden Werte 100
Y D1 D3
= [0p,p,] in dem Punkte ¢ und j)f)]%._.opg =[p 0p] in

dem Punkte 4; suchen wir die diesen Werten entsprechenden

Zonenindizes, wenn wir dem in Punkte « der Zone ad = (1)(1)8
=001 die Indizes 10 und der Zone ac = 68(1) = [010]

die Indizes 01, also der Zone ||| =[011] = [001] - [010]

die Indizes 10| -+ 01 = 11/, ebenso in dem Punkte & der
010

Zone ba = 100 = [001] die Indizes 10 und der Zone be
= 8(1)(1)' = [100] die Indizes 01, also der Zone (1)%(1) =

[101] = [001] + [100] die Indizes 10 4 |01 = 11| zu-
kommen lassen.

Wir erhalten niimlich [0 p,p,] = p,[001] — p,[010]; also
P, 10, — p,[01 = p,p, in dem Punkte ¢ und [p,0p,] =
P, [001] + p,[100], also p, 10 + p, 01| = |p,p, In dem
Punkte b.

Und nun ist es leicht die Grundformel abzuleiten, mittelst
welcher die Koordinaten des Punktes (p, p,p,) in dem Punkte ¢
wie in dem Punkte & sich berechnen lassen.

Am einfachten entspringt diese Formel aus der Betrach-
tung der gnomonischen Projektion derjenigen Flichen, fiir
welche die rvespektiven Punkte auf der Sphiire die Pole sind.
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Also denken wir uns in dem Punkte O (Fig. 1) die gno-
morische Projektion der Fliche a und eine Reihe der gnomo-
rischen Projektionen anderer Flichen 4, B, I, G .. ., welche
(Projektionen) sich aber auf einer Geraden befinden (tautozonal
sind) und von denen eine durch den Punkt A vertreten ist,
welcher unendlich fern gedacht wird. Jede den Punkt O mit
den iibrigen Punkten verbindende Gerade vertritt eine Zone,
von welchen die dem Punkte A entsprechende Zone als Aus-
gangszone angenommen und durch das Zonensymbol |10 be-
zeichnet wird; schreiben wir der Zone OB die Indizes 01!
und der Zone OL die Indizes 11! zu.

F Bof \malG £ 111 Aol
—— e ——
///
/ /
g

Fig. 1.

Die gnomonische Projektion setzt uns in den Stand, sofort
die Zone zu ermitteln, welcher die Indizes mn| zukommen;
dazu haben wir nur die Strecke B in % gleiche Strecken zu
teilen und von dem Punkte I an m solche Strecken zn einer
zu verbinden; es sei dies der Punkt . AubBerdemne hmen wir
I fir den FuBpunkt des Perpendikels aus O.

Nun haben wir fiir die Strecken

BG =" BE
n
und natiirlich auch
n

FL+4 BG=1'G=FB+" BE,

_ H;?n F_B+ 7;; (]’Y_B—}—.BE) —_— ')?/*"—?/"_)n 11'_B+ ’;: ]’1E.
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Also
nI'G =m—m)I'B+mFL.

Nehmen wir den Abstand OI gleich eins, so haben wir
m den Streckengrofien direkt die Tangenten der respektiven
Winkel, wenn dieselben von dem Perpendikel OF' respektive
die Kotangenten der entsprechenden Winkel, wenn dieselben
von 04 aus abgelesen werden.

Folglich

neotg mn = (n— m)cotg 01 + mcotg 11/ 1)

Das ist die sehr wichtige gesuchte Formel!), und wir
sehen jetzt ganz klar, wie mittelst derselben die Kotangenten
der Koordinaten jedes beliebigen Punktes [m#! in dem Punkte «
wie in dem Punkte O zu ermitteln sind.

Fiiv den speziellen Fall des zu 11| harmonischen Punktes
erhalten wir die Formel von Miller?)

cotg 11 == 2cotg | 01| — cotg 11 . la)

Diese Formel ist in der Tetragonometrie von ganz be-
sonderer Wichtigkeit, da dieselbe, allein genommen, hinreicht,
um die Koordinaten simtlicher Punkte des tetragonometrischen
sphiirischen Netzes zu berechnen. s scheint nur einen Aus-
nahmetall zu geben, indem dieselbe scheinbar nicht geeignet ist,
die Koordinaten der Punkte der Ausgangszone zu bestimmen.

Aber sogar dieser Ausnahmefall ist nur ein scheinbarer,
weil auch fir thn dieselbe Formel anwendbar ist, natiirlich aber
auf speziellem Wege, weil der Fall selbst ein spezieller ist.

In diesem Falle wiiren nimlich diese Koordinaten siimtlich
gleich 0 oder z, wenn dieselben auf die gleiche Art wie die
ibrigen geziihlt wiirden. Nun sind aber dieselben auf eine

1) Diese Formel findet sich schon in Elementarlehrbiichern der
Kristallographie, wie z B. in dem ,Verkirzten Kursus der Kristallo-
graphie® des Verfassers, Petershurg 1910.

%) Philosophical Magazine 1857, Febr. 93. Dieselbe wurde auch in
der zweiten analytisch-kristallographischen Studie des Verfassers repro-
duziert (Kapitel I, Form. 8).
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spezielle Art zu zéhlen und zwar durch die direkten Winkel-
abstinde von den Punkten a und b.

In der Tat ist es nur nitig, einen einzigen Winkel in der
Zone ab zu bestimmen, da, in Anbetracht des gegebenen Win-
kels @b, schon zwel Winkel in dieser Zone bekannt sind und
dies schon ausreichend ist, um fiir alle iibrigen \le\elmoféen
die Formel 1) unmittelbar anwendbar zu machen.

Wiihlen wir fiir diesen Winkel denjenigen des Punktes e,
welchem die Indizes zukommen, welche aus den Indizes von a
und b sich einfach summieren lassen, also bel unserer Voraus-
setzung die Indizes (110).

Durch (110) und noch einen beliebigen Punkt wird eine
Zone bestimmt, fiir deren siimtliche Punkte, mit einziger Aus-
nahme des Grenzpunktes e, die Formel 1) direkt anwendbar
ist. Unter ihnen sind auch solche zum Punkte ¢ aufierordent-
lich angeniherte Punkte zu denken, dak, praktisch genommen,
ihre Winkel mit @ und & dieselben sind wie die des Punktes e.
Im Limitfall wird dies mathematisch genan.

Da die gedachte Zone sonst eine beliebige ist resp. durch
e und noch einen beliebig angenommenen Punkt bestimmt
werden kann, so konnen wir {iir den letzteren auch z. B. den
Punkt d (001) auswihlen, und dann kann jeder Punkt dieser
Zone durch die Indizes ausgedriickt werden, welche die Summe
2, (110) +- 2, (001) darstellt, also durch die Indizes (z, z,, x,).

Wir konnen sogleich die Zonenindizes bestimmen, welche
19511210”2 = [0z, x,]| resp. x(?v“;s = [x,0x,] ent-
sprechen; wenn wir die entsprechenden In(h/es fiir die Punkte
(110), (001) ermitteln und als 10[, |01 bezeichnen.

Dieselben sind [001], [010] in dem Punkte @ und [001],
[100] in dem Punkte /. ES ist leicht einzusehen, daf die
gesuchten Zonenindizes 'z, z, fiir die beiden Punkte sind.

Also

der Zone

z,cotg z @, =[x, —z,Jcotg |01 -Fz cotg 11 . A)

Steht der Punkt # dem Punkte ¢ unendlich nahe, so haben
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sinax  sin(abz)

wir fiir das Dreieck abzx — — —~ = ~— Y
sinbz  sin(baxz)

und zugleich

cotg(bax)
cotg (wbx)’
da die heiden Werte von cos(zbh) und cos(bak) sich unend-
lich der Einheit nihern.

Die Formel A) ist doppelt zu fassen, je nachdem dieselbe
auf den Punkt ¢ oder auf den Punkt & bezogen wird. Wollen
wir den zweiten Iall durch Apostroph auszeichnen, so haben wir

nithert sich die letzte GriBe unendlich der Grofie

cotg zxz,|  (r;— =) cotg A + z cotg 4|
cotg' z, z, (v, — z,)cotg | I} 4 z cotg D,

und im Lumitfalle, sobald z, gleich 0 wird,

cotg w,z, _ sin' z,x, _ sin(ae)
cotg' r, c, sin I, x, sin (be) 2)
__cotg A, —cotg A 1
T p— ]U )'

cotg I3, —cotg I

Daraus liBt sich die Formel

sin? (al) sin?(a b)

D= s 4 Shoos(al) + 17 [k costa )+ sin® (@)

resp.

1) Dieselbe Formel lifit sich auch aus der bekannten Formeln der
sphiirischen Trigonometrie herleiten, und zwar aus den Formeln:

a) cotgde-sinae = cotg Ay sin(aed) - cosae cos(aed)
b) cotgde-sinbe = cotg By sin(bed) -+ cosbecos (hed)
c) cotgce-sinae = cotg A sin{aec) 4 cos ae cos (aec)

d) cotgce-sinbe = cotg Bsin(bec)+cosbecos(bee),
wenn wir das Verhiiltnis der Differenzen a) und c¢) resp. b) und d) be-
stimmen und dabei in Betracht nehmen, daf;

(aec)="(acd), (bee)=(bed) und sin(bed)=sin(aed).

Darauf hat mich Herr Professor Baumann aufmerksam gemacht,
Die Formel wurde zuerst in den Annalen des Berg-Instituts 1V, 65 ab-
geleitet.
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cotg(be) = 7"—_;—“0(()2 g)c; 2]
und ] 3a)
% -+ cos (ab) 14 heos(ad)
“sin (ab) ksin(ab)
herleiten.
Fiir den dem Punkte ¢ harmonisch konjugierten Punkt ¢’
erhalten wir ganz analog

sin? (ab) sin®(ab)

sl At — . R 2 I
SIS k*—2kcos(ab)y4+1 — [k—cos(ub)]? + sin*(ab) 3ib)
resp. )

n __ — k4 cos(ad
cotg (b¢) = sin (a b)
und 1 3¢)
b (@) = kT CO_S (6_62 _ l—Tcos(alb)
W)= dn(b) T ksin(ad)
wobel

2 cotg (ab) = cotg (ae) — cotg (ae’) = cotg (be) + cotg(be’).

Weiter erhalten wir noch

cotg (¢¢) = cotg (a¢ + a¢) = cotg O’ —b) = T
und 12 4)
2 o N = o ) — o ] ) = —— .
cotg (ee') = cotg (we) — cotg (be) Fsn (@)

Im besonderen, wenn & =1, erhalten wir

sin (a e) = sin (b g) = sin %b’

und dann

) . g ab sin? (a b) 1— cos(ab)
aus 8) SIS = o0+ cosal) 2
. ab 1-} cos(ad
aus 3 a) cotg 5 = —:i“(“ g) )
aus 4) cotg (ee’) = 0,

was {ibrigens selbstverstindlich ist.
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Jetzt gehen wir zur Ableitung der Formel fiir die Winkel
zwischen den Ausgangspunkten @ resp. b und den iibrigen
Punkten, z. B. dem Punkte ¢ iiber.

Dafiir dienen die bekannten Gleichungen

ac-be ab cos § (B — 4)
gy TG s 1B+ 4)
und
ac—be ab sin (L — 4)
tang 9T tang 2 sin} (B + A)
Aufierdem haben wir noch
tan (r{(t(,—}—bc }= tang (¢ ¢),
und noch
1 B A B .4
osz(L A) = cos- 5 005 -+ sin g Sin
, 2 A
os;‘(b’—i— A) = cos- 5 ¢ g———sm-g—sm 5
sin ‘1) (D — A) = sin ; g — oS ]; sin ;1
sin | (L + A) = sin {f :1 + cos L sin ;1

und endlich

ang M N
tang (M 4 N) = e el

1 — tang M- t;ngN'

Nach der Ausfithrung der nétigen Substitutionen und Re-
duktionen erhalten wir endgiiltie

cotg (be) = cotg A cosec(ab) sin D - cotg(ab)cos B 5)
und
cotg (ac) = cotg Beosee(ab)sin 4 + cotg(ab)cos 4. Ha)

Im besonderen, wenn A = B, erhalten wir
’ 1

l
COtg (b ") == COtg ((l U) = cotg f;{ cos _‘111

und wenn
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. T
so ist ac=be=_,

&

4
A=B= 5
was selbstverstindlich ist.

Die Formeln 5) wiirden direkt fiir alle Punkte des Netzes
anwendbar sein, wenn wir fiir diese Punkte die respektiven
Winkel 4 und I bestimmen, was aber, wie oben erkliirt wurde,
durch die Anwendung der Grundformel 1) geschieht.

Nebst der Grundformel 1) ist diese fur die praktische
Kristallographie die wichtigste, da bei der Justierung eines
Kristalles nach Ausgangsflichen gerade 1. die Winkel zwischen
Zonen und 2. zwischen allen Flichen iiberhaupt und der Aus-
gangsfliiche zur direkten Beobachtung und Ablesung kommen.
Dies sind gerade diejenigen sphiirischen Koordinaten jeder
Fliche, welche an den beiden Kreisen eines Universalgonio-
meters abgelesen werden (fiir die Zonenwinkel die sogenannten
Koordinaten ¢ und fiir die Fliichenwinkel die Koordinaten o).

In einem Dreieck ace haben wir somit die Ausdriicke
gefunden fiir zwel Seiten ae und ae, und der Winkel A zwi-
schen ihnen ist die gegebene Konstante. Folglich haben wir
die ausreichende Anzahl der Elemente fiir die Bestimmung der
iibrigen und speziell des Winkels I/ (im Punkte ¢).

Bezeichnen wir noch durch € den Winkel mit den Punkte ¢
als Scheitelpunkt, so haben wir

ac-ac
B 4% g
N T
Cos

. acH4ae

r—C it
iy == I g

sin 5
Aukerdem haben wir noch
! Al !
cotg B ‘+£ -+ 1 j (‘/} = cotg I
2 2

und noch
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ac -f-ae o acco ae . ace .nae

cos - —— == €08 —- €0S — — SIIl  SIN

2 2 2 2 2

e —ae ae ae+ . e . oae
Ccos = COS - Cos Sin - Sin

2 2 2 2 2

. ac--ae . ac ae+ ac . ac

sin ~ = sin - €0s - - cos _ sin -

2 2 2 2 2

. ac-—ace . ac ac ac . ae
] —— == Sl - COS — €05 - sii

STy g 009 TS S

und endlich
cotg M cotg N —1

colg (M A Ny = cotg M + cotg N *
o o

Nach der Ausfithrung der notigen Substitutionen und Re-
duktionen erhalten wir endgiiltig

cotg IY = cotg (ac) cosec 4 sin(ae)

cotg Acos(aey. 6)

Es Dbleibt noch cotg (a¢) durch den Wert 5a) zu sub-

stituieren und erhalten wir die Gleichung in der Form
cotg Iy = {cotg B cosec (u D)

v 6a
- cotg A [cotg (ab) — cotg (ae)]} sin (ae) be)

und
— cotg IV = {cotg 4 cosee (« D)

+ cotg B[ cotg (ab) — cotg (be)]}sin(be)?).
Natiirlich auch.
cotg I = {cotg I’ cosec (a b)
— cotg A [cotg (ab) — cotg (ae')}} sin(ae').

Mit Beriicksichtigung der Formeln 3a) und 3Dh) kiénnen
die Formeln 6a) und 7) noch verkiirzt werden und zwar

7)

cotg Fsin (ab) = (cotg B — “°1F ) sin (ac)
und
— cotg £V sin (ab) = (cotg A — K cotg B) sin (be)

oder eigentlich

1) Natiirlich ist die Summe dieser beiden Ausdriicke gleich Null.
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cotg I/sin (ab) = (& cotg b — cotg A) sin (be) 649
= cotg Bsin (ae) — cotg 4 sin (be). ?

Diese merkwiirdige Formel, deren Elemente von den Kon-
stanten A, und B, ganz unabhiingig sind, besitzt somit all-
gemeine Bedeutung, indem der Puukt ¢ auf der Ausgangszone
ganz beliebig angenommen und durch einen unbestimmten
Punkt 2 ersetzt werden kann, und dann lifit sich die allge-
meine Formel

cotg X sin (ab) = cotg B sin («z) — cotg A sin (bx) 8)
aufstellen.

Nehmen wir, im besonderen, den Punkt ¢/, so erhalten wir
— cotg L' sin (ab) = cotg D'sin (ae’) — cotg A sin (be'). 8a)
Ersetzen wir den Punkt ¢ durch den Punkt d, so erhalten wir

cotg X, sin (a b) = cotg I, sin (ax) — cotg 4, sin (bz)Y). 8h)

Tt
Im besonderen, wenn X, =

9 1 erhalten wir

cotg A, sin (bx) = cotg B, sin (uz). 8c¢)

Jetzt sind zwel Winkel X und X, in dem Punkte 2 hekannt,
was uns in den Stand setzt, auch den letzten als Ausgangs-
punkt zu nehmen respektive einen der gegebenen durch den-
selben zu ersetzen. .

Bei der Deutung der Formel 8) ist zu beriicksichtigen,
in welcher Richtung jeder Winkel abgezithlt wird. Wir haben
zwar fiir 4 und B die umgekehrten Richtungen angenommen,
und fiir den Winkel z dieselbe, wie fiir B. Mit der Umkeh-

1) Aus 6a’) und 8b) folgt
cotg U sin (ab) = cotg I sin (a e) — cotg A sin (be)
== cotg B, sin (ae) — cotg 4, sin(be);
also
sin (ae) (cotg A — cotg B) = sin (be) (cotg A; — cotg By)
respektive
sin(ae) =lksin(be),
was mit 2) identisch ist.
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rung der Richtung des betreffenden Winkels ist zugleich in

der Formel 4 und — gegenseitig zu ersetzen.
Bringen wir z. B. den Punkt z in die Lage a, so erhalten
wir cotg X = — cotg 4; bringen wir denselben Punkt in die

Lage b, so finden wir cotg X = cotg B.

Das ist der Grund, warum in der Formel 8a) dem cotg I
der negative Wert zugeschrichen worden ist, da dieser Winkel
in derselben Richtung wie A abgeziihlt wird.

Durch die Formel 8) wird nicht nur die Aufgabe geldst,
die Winkel zu berechnen, deren Scheitelpunkte x der Ausgangs-
zone angehiren, sondern zugleich die Aufgabe der Berech-
nung des Winkels zwischen zwei beliebigen Punkten & und !
des Netzes.

Zur Berechnung des Winkels ¢e sind niimlich in dem
Dreieck ace die Seite ae und die beiden anliegenden Winlkel
A und I hekannt. Dasselbe gilt fir die Seite de und das
Dreieck ade, in welchem auber der Seite ae die beiden Winkel
A, und £ bekannt sind.

Nun kinnen wir die heiden Punkte ¢ und ¢ durch beliebige
zwel Punkte & und [ ersetzen, wozu es nitig ist, zuerst die
Koordinaten A, A;,, I, und DI, zu berechnen; wie dies zu
tun, wurde oben erkliirt. Ist dies geschehen, so erhalten wir
vermittelst der Formel 8) den Wert des Winkels axl, wo z
der Schnittpunkt der Ausgangszone mit der Zone %! und dem
Punkte e analog ist. Somit werden die Winkel z% und !
bestimmt, und der gesuchte Winkel ist die Differenz zwischen
beiden.

Die Berechnung der Werte ce und de geschieht nach der
Formel 5), indem der Punkt 4 durch den Punkt e ersetzt wird,
was jetzt moglich ist, da der Winkel a¢ und die beiden Winkel
A und L schon bekannt sind.

Somit sind fast alle Grundaufgaben der sphiirischen Tetra-
gonometrie gelost. Es bleibt nur die Formel abzuleiten, welche
den Wert des Winkels zwischen zwei beliebigen Zonen des
Netzes ausdriickt.
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Dies geschieht, wenn wir eigentlich die Formel fiir einen
cinzigen, z. B. fiir den Winkel O ermitteln. Ts bleibt also
iibrig, den Bewels beizubringen, daf3 ein solcher Winkel durch
eine bestimmte Formel wirklich zum Ausdruck kommen kann
in den fiir das Netz charakteristischen Konstanten.

Wie wir aus der Formel 6) ersehen, werden bei der Sub-
stibution ¢ durch ¢, also auch /5 durch €, in derselben die
Funktionen sin(a¢) und cos(w¢) und nicht cotg (wc) an-
getroffen, und nur fiir die letzte hiitten wir rationell mittelst
5a) die Substitution direkt ausfiihren kénnen. Hs bleibt also
nur der indirekte Weg iibrig, welchem wir auch hier folgen
werden.

‘Wir konnen niimlich dieselbe in der Yorm

cotg C

sin (@) = cotg (a¢) cosec.d — cotg (ac) cotg A
darstellen. Der zweite Teil der Gleichung ist dadurch in die
Form gebracht, welche ganz gut die rationelle Substitution
zuliifit, aber in dem ersten bleibt noch der Faktor (ac) ibrig,
von welechem wir aber durch folgende Operationen uns befreien
konnen, und zwar infolgedessen, dali die Verhiiltnisse wie
sin (w¢) :sin (b¢) durch das Verhiltnis sin f:sind  ersetzt
werden konunen.

Somit wird es mdglich, auch das Verhiiltnis zweier Ko-
tangenten der Winkel in dem Punkte ¢ rationell auszudriicken
und mit Hilfe des Ausdrucks fiir die Kotangente. der Summe
solcher Winkel auch zum rationellen Ausdruck der Kotangenten
selbst zu kommen.

Wenden wir diese Erwiigungen fiir die folgenden Winkel an:

cotg C; .
Sn(@e) cotg (a c) cotg 4 -4 cotg (ae') cosec A

1y

1
" sin A sin (ab

-+ cotg (a e') sin (a b)].

) [cotg B cos (ab) cos A sin A + cos?A4
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ootg (U —Cy) _

9 — [ — o
2) sin (€0) cotg (a c) cotg A + cotg (ae) cosec 4
1 o
= sin A sin (ab) [— cotg B cos (ab) cos Asin 4
— cos? 4 + cotg (we) sin (ab)]
o cotg(Ci—0C) ‘
3) 0 cotg (be) cotg B + cotg (be) cosec I
1 o
= s B (@) [— cotg.A cos(ab) cos Bsin B
— cos? B - cotg (b e) sin (ab)]
und
o — Y
4) cotg (— C-1) = cotg (b¢) cotg B — cotg (be') cosec B

sin (b ¢)
—_— - l -
" sin 0 sin (a b)

-+ cos? B — cotg (be') sin (ab)].

[cotg 4 cos (ab) cos Bsin B

Nehmen wir jetzt die Verhiiltnisse aller dieser Grifien zu
der ersten von ihnen und erhalten dann einige Verkiirzungen
infolge der Relationen sin(ac) : sin (b¢) = sin B:sind und
sin (@ c) : sin (a ¢) = 1; somit werden sogleich die Grofien sin («c)
und sin (b¢) eliminiert.

Die Summe der genommenen Winkel ist Null, weil
01 + (U— 01) + <G—l —_ 0) + (_ 0—1) =0.

Die Kotangente dieser Summe ist also gleich co.

Der Ausdruck fiir die Kotangente dieser Summe ist:

cotg (1 4+ 2 4+ 34 4)
_ _ - S
T ctgldcetg2+(1-ctgletg2)etg3+[1—ctgletg2—(ctg 1 +cotg2)ctg 3]ctg4’

Ist diese Summe gleich Null, so ist auch der Zihler dieses
Bruches gleich Null.
5y Der Wert von M ist fiir das weitere unnétig.
Sitzungsb. d. math.-phys. Kl Jahrg. 1913. 33
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Wollen wir, der Kiirze wegen, die Relationen

cotgl  cotg2  cotg 3 and cotg 4

cotg 1 , cotg 1 ’ cotg 1 cotg 1
respektive durch (1), (2), (3), (4) besprechen, so erhalten wir
daraus

bang? (1) = 2B+ +E @+ B A

M+ + G+

Also wird die Grofie der Kotangente () bestimmt (also
die des Winkels ace'), wenn wir die betreffenden Substitu-
tionen zur Ausfiihrung bringen, und dann ist die Aufgabe
wesentlich gelost.

Falls wir respektive durch (1°), (2°), (3%), (4') diejenigen
Trinome bezeichnen, welche in den obigen vier Formeln in
Klammern enthalten sind, so finden wir

) 29 sin A (3* sind (47

@=22 @=2220) @

(1) sin 5 (1Y) sin (1* )

Infolgedessen nimmt der Zihler die Form

sin B [(1°) + (29] - sind [(5) + (49]
sin I (1)

und der Nenner entwickelt sich in der Form

o T 1@ + a9 @) ()

sin® A4 o rai
+ I I E) @)+ @) ) W)l

(1) (2) (3) (4 ){smASmB[m (3)}“1“ A[(‘)ﬁ(])}}
— sin? I3 (1) o -

_sin® A (1) 4 (29] (3 (4) + sin A sin B[(3") 4 (47] (19(2)
sin? B (1°)°

Nun aber
(1) 4 (2') = sin (¢ b) [cotg (e €) + cotg (ae')]
= sin (ab) [2 cotg (aB) +- 2eotg (ae)] = -
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und
(3) + (4") = sin (a b) [cotg (be) — cotg (be)]
= sin (ab) [2 cotg (ab) — 2cotg (be')| =21F
und noch
(1 (2) = — [cotg D cos (ab) cos A sin 4 -+ cos® A]?
+ [ cotg Beos(ab)cos A sin A+ cos? A [sin(ab)[cotg (ae)—cotg (ac’) |
—+ cotg (ae) cotg (ae’) sin® (ad).

Beriicksichtigt man noch die Gleichungen

cotg (ae) — cotg (ae') = 2 cotg (ad)
und

cotg (ae) cotg (ae’) sin? (ab) = -— cos® (ab) + ] =

so findet man

(1°)(2")=—{cotg L2 cos (ab) cos A sin 4 + cos? A — cos (ad)]? -l—
Auf dieselbe Weise erhiilt man

(8)(4") = — (cotg A cos (ab) cos B sin B -+ cos® I3 — cos(ab)]? 41>

1

Somit, unter Bezeichnung durch /® des Bruches

sin A
L7 sin I3
I2 — [cotg A cos (ab) cos B sin B + cost BB — cos (ab)]?

sin I3

+ sin A [cot(r]) cos (ab) cos A sin.A + cos? 4 — cos (ad)}?

findet man endgiiltig

sin B smL

cotg O, = cin A ’(1 ‘), und daraus cotg(C — () = - K(Z’)
cotg (C_y— O) = §‘“ s LEG) 9
sin A
cotg (— O =2 S (),

wo
33*
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(1) = cotg B cos (ab) cos A sin 4 + cos® 4 + cotg (ae’) sin (a b)
== (cotg B cos 4 sin A— 1) cos (ad) 4 cos? 4 4 71

(2) = — cotg B cos (ad) cos A sinAd — cos? A + cotg (ae)sin (ab)

= (— cotg D cosA sin A + 1) cos (ab) — cos* A - §

(8") = cotg A cos (ab) cos L3 sin I3 — cos? Il + cotg (be) sin (a )
= (— cotg 4 cos Bsin B - 1) cos (ab) — cos® B +4-

und

(4y = cotg 4 cos («b) cos Bsin B — cos* B — cotg (be’) sin (a d)
== (cotg A cos D sin B — 1) cos (e b) + cos? I + L.

Der allgemeine Satz tiber den rationellen Ausdruck be-
liebiger Elemente des sphiirischen tetragonometrischen Netzes
ist somit bewiesen, da auch diese Formeln zu ermitteln ge-
lungen ist.

Diese Formel ist aber keineswegs von solchem Grade der
Einfachheit, daf die Berechnung mit Hilfe derselben empfeh-
lenswert ist. Es scheint im Gegenteil vorteilhafter, die Berech-
nung in zwel Stadien zu verteilen, weil dann Formeln von
groferem Grade der Kinfachheit zur Anwendung gelangen.

Und gerade fiir die letzteren Berechnungen konnen sehr
einfache Formeln zur Anwendung gebracht werden.

Wir konnen dabei von den allgemein bekannten Formeln
ausgehen, welche dazu dienen, eine Seite zu befechnen, wenn
alle diese Winkel des phirischen Dreiecks gegeben sind.

Bezeichnen wir dann 4 + B+ ¢ —ax durch 2 PY), so ist

N = sin? (g’ sin A sin B =sin Psin (0 — P)

({0, A+ DB—=a\ . (O A4 B—a
= sin Q+ g o )sinlgy— 9 .

1) ' bedeutet in diesen Formeln die GriBe des Winkels 4 CB.
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Entwickeln wir daraus die Sinusse der gegebenen Summen,
so finden wir

N=sin? gsin2 é;—i_-rl—))—cosz gcos A;B= sin? g—l—i-sin2 A_;_]))_
Also
sin? g =sin A sin I3 sin? gg) — sin? ﬁl-—}:]) 41
und
cos? E:: —sind sin 8 sin?a?b -+ sin® ‘L + B
Folglich

cos (z_i + E)E

sin? O = sin? (4 + B) — 4 [sin A sin D sin? @0 5

9 +
+ cos® (A + D)

und
] . . . ,ab .
cos? (' = { 2 sin A sin B sin? 5 -+ cos (A + J))I ;
Was in Paranthesen steht, ist aber gleich

. . . th
sind sin (2 sin® - —1) + cos cos [}
—_

== cos. cos Il — sin A sin I cos (a b).

Bei dem Ubergang zur Quadratwurzel ist

cos ' =sinA sin B cos (ab) — cosA cos 3 10)
zu nehmen, da im Fall A =Z undB=;L cos U cos ab (und
nicht — cosab) gleich sein muf.

Diese einfache Formel kann als allgemeine Lisung der
Aufgabe betrachtet werden, da nicht nur fir die Punkte a
und b, sondern fiir beliebige Punkte der Ausgangszone, ebenso
wie fiir einen beliebigen Punkt ¢ nach der Formel 8) die Werte
von 1 und I berechenbar sind, und (¢b) lifit sich fiir be-
liehige Punkte der Ausgangszone unter Beriicksichtigung der
Gleichungen 2) und 3) und der Grundformel 1) berechnen.
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Dies wiirde praktischer sein, als die betreffenden Winkel
nach der Formel 9) zu berechnen.

Falls aber einige Winkel der Punkte des Netzes mit den
Ausgangspunkten unterwegs bekannt geworden sind, zum Bei-
spiel der Winkel (a¢), so ist empfehlenswert, noch die einfachere

sin O sin B
—— = ——— gzu benutzen.
sin(ab)  sin (ac)

allgemein bekannte Formel

Somit ist die Aufgabe der Auffindung der Grundformeln
der sphirischen Tetragonometrie abgeschlossen.

Zum Schlusse wollen wir einige Worte der Anwendung
dieser Formeln auf die Kristallographie widmen und mit tabel-
larischer Ubersicht der einfachsten und wichtigsten derselben
schlieBen.

Diejenigen Winkelgrilien, welche wir als Hauptkoustanten
bezeichnet haben, lassen sich mittels des Universalgoniometers
direkt ablesen, wenn man den bhetreffenden Kristall zweimal
justiert, einmal nach der Fliche a und ein zweites Mal nach
der Iliche 1), Wird die Messung mehrere Male wiederholt
und der Mittelwert genommen, so haben wir nicht nur die
den gegebenen Kristallkomplexen moglichst genau ermittelten
charakteristischen Werte, sondern zugleich die Grifien, deren
Substitution in die Grundformel 1) uns auf miglichst einfache
Weise die Werte der Koordinaten aller iibrigen Flichen gibt,
so dafi es sich als leicht erweist, die beobachteten Werte mit
den berechneten zu vergleichen.

Aufierdem aber ergeben sich bei dieser Beobachtung die
Winkelgrofien zwischen den Ausgangsfliichen und den iibrigen
Flichen. Dieselben Werte kénnen wir aber teils nach den
Formeln 2) bis 4) (in Bezug auf die Flichen der Ausgangs-
zone) teils nach der Formel 5) berechnen nnd somit wieder
die beobachteten und berechneten Werte vergleichen.

1) In der Tat wird solehe zweimalige Justierung nur selten nitig,
da wir in den iibrigen meisten Fillen in dem Komplexe wenigstens
eine Symmetrieebene haben; sind aber «¢ und b die symmetrischen
Punkte, so sind zugleich die Winkel 4 = B und 4, = B;.
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In dem Falle, daB der Kristallkomplex eine Symmetrie-
ebene besitzt, ist die zweimalige Justierung ganz unnitig, da
wir fiir diesen I'all (@) gleich (0) nehmen konnen, das heilit,
alle Mittelwerte, welche auf (@) Bezug haben, werden den sym-
metrischen Werten gleich, welche denselben Bezug anf (b)
haben; im hesonderen ist dies fir A, 4, der Fall, welche
respektive B, I, gleich sein werden.

Aber sogar in dem Fall, wenn keine Symmetrie da ist,
ist es leicht, von der zweiten Justierung abzusehen, indem man
auf Grund der durch Messung am sichersten ermittelten Winkel-
werte diejenigen von £ und B berechnet.

Die Berechnung hingt nattirlich von der Art der gegebenen
Grofien ab.

Wollen wir solche Berechnungen fiir zwel wichtigste Fiille
ausfiihren.

1. Ks seien (auier (a0), A und A)) die Winkel (a¢) und
(e d) gegeben. Dann erhalten wir, gemiili der Formel 5)

cotg (ae) = cotg I3 cosec {a b) sin A - cotg (ab) cos A;

folglich .
cobe B = cotyg (a¢) sin (« b) —cos{ah)ycos A
sin A 11)
= cotg (ac) sin (« ) cosec A — cos (a b) cotg A
und

cotg (@ d) sin (@) — cos (ab) cos 4,
sin A, 11a)
= cotg (a d)sin (ab) cosec 4, — cos(ab) cotg A,.

cotg I3, =

2. Es seien die Winkel (ag,) und (al,) gegeben.
Dann erhalten wir
cotg (ah,) — cotg (ab)cos 4,
cosec (e b) sin 4, 12)

== cotg (a /) sin (ab) cosec A, — cos (ad) cotg A4,

cotg B =

und
cots B, — cotg (ag,) — cotg.(a b) cos A
cosec (ab) sin A 12a)

= cotg (ay,) sm(ab)cosec 4 — cos(ab)cotg A.
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Daraus ersehen wir, daB, diesem Rechnungsgange gemiB,
stets eine einzige Messung ausreichend ist, um alle Berech-
nungen auf hier dargelegte einfachste Art ausfithren zu konnen.

Uberhaupt sind alle in der kristallographischen Praxis
auftretenden Iille in drei zu teilen; diesen drei Fiillen ent-
sprechend ist die beigegebene Tabelle der Formeln in drei Teile
zerlegt.

Es wurde schon oben erwithnt, dafi in allen Fillen eine
einzige Justierung hinreichend ist, um daraus sehr einfach alle
notigen fiinf Konstanten 2u berechnen, indem zwei Flichen
fiir die Ausgangsfliichen von sphiirischen bipolaren Koordinaten
angenominen werden.

Im allgemeinen sind fiir alle Syngoniearten, aunfier der
triklinen, diese heiden Ausgangsflichen die symmetrischen, so
daf fiir die beiden die respektiven Konstanten die gleichen
sind. Diese beiden Flichen liegen aber entweder 1. in der
Hauptzone, oder 2. in der durch die Hauptfliche hindurch-
gehenden Zone, und in diesen beiden Fiillen benufzen wir fiir
die weiteren Berechnungen die beiden ersten Tabellen. Dies
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ist nicht der Fall ausschlieflich nur dann, wenn an dem ge-
gebenen Kristall keine einzige Fliche der Hauptzone und auch
die Hauptfliiche nicht vertreten ist.

Der letzte Fall gehirt aber zu den seltenen, und zwar fast
ausschlietlich zu den Komplexen der dodekaedrischen Haupt-
struktur, wenn aufierdem die vertretene Modaliliit die der 1.
(und nicht der II.) Art ist. In diesem Falle sind aber not-
wendig die Fliichen }111{ vertreten, so daf fiir die Berechnung
die Tabelle IIT geeignet ist, welcher aber die komplizierteren
Formeln entsprechen. Ist die Modalitit II. Art vertreten, so
ist die Tabelle 1l geeignet, und zwar, im Falle der monoklinen
Kristalle, durch die Kolonne (I'= I""), wenn die beiden besten

Flichen die symmetrischen sind, und durch die Kolonne I'= 7—;

7 . .
= o Wemn sie zur Symmetrieebene senkrecht stehen.

Als besonderer Fall sind die stark bis extrem positiven
Komplexe auszuzeichnen, welche durch die tafeligen Kristalle
vertreten sind.

In diesen Iillen ist die einzige zur Justierung geeignete
Fliiche die tafelige, d.h. ein Pinakoid (Hauptfliche), welchem
keine andere Fliche symmetrisch sein kann.

Ist aufier demselben noch ein (von zwei) Pinakoid der
Hauptzone vertreten, so haben wir keinen fiir die Berechnung
besonders komplizierten Fall; dieser Fall (fiir monokline und
rhombische Komplexe) kann nur nicht nach den Formeln der

Kolonnen ("= [") gerechnet werden.

Wenn aber ein Komplex der dodekaedrischen Hauptstruktur
und der Modalitit II. Art vertreten ist, so ist es leicht, nach
beiden in der Symmetrieebene liegenden resp. zu derselben
senkrechten Flichen den Winkel zwischen Hauptfliche und dem
betretfenden Pinakoid zu berechnen und somit zwel Pinakoide
als Ausgangsfliichen auszuwiihlen (dies gilt natiirlich auch fiir
die Komplexe der triklinen Syngonie).
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Der komplizierteste Fall ist also der der dodekaedrischen
Hauptstruktur und der Modalitiit I. Art. Es seien ausschlies-
lich die Formen {001} und }111{!) vertreten?).

Dann sind unmitttelbar aus der Beobachtung: 1. die beiden
Winkel mit dem Scheitelpunkt (001) und 2. vier Winkel zwi-
schen (001) und jeder Fliche }111{ bekannt.

Nun berechnen wir zuerst aus dem Dreieck (111)A(001)
A(111) die Winkel mit den Scheitelpunkten (111) und (111)
und noch den Winkel (111):(111); dann berechnen wir in
dem Dreieck (111) A (001} A(111) den Winkel mit dem Scheitel-
punkt (111) und in dem Dreieck (111)A(001)A(111) den
Winkel mit dem Scheitelpunkt (111). Diese Berechnungen sind
fiir die Benutzung der angegebenen Tabellen zureichend, da
bei der Annahme von Ausgangsflichen (111) und (111) alle
geforderten Konstanten schon bekannt sind; fir weitere Be-
rechnungen ist die Tabelle III geeignet.

Ftwas einfacher gestalten sich die Berechnungen fiir einen
trigonaloiden Komplex, wenn in dem hetreffenden Kristall aulier
tafeliger Fliche (111) nur noch die iibrigen Flichen von }1114
vertreten sind.

In diesem Falle sind siimtliche Winkel mit dem Scheitel-
punkt (111) teils bekannt teils leicht berechenbar.

Nun berechnen wir in den Dreiecken (111)A(111)A(111)
und (111DA(111)A(111) die Winkel mit dem Scheitelpunkt
(111). Fiir die Benutzung der Tabelle reicht dies schon zu,
wenn (111) und (111) fiir die beiden Ausgangstlichen ange-
nommen werden. Ist der Komplex monoklin, so lassen sich
die tibrigen Rechnuangen nach den Formeln der II. Tabelle,

T T T s
Kolonne I'= o 1" = ausfithren.

i 2

1) }1)1112115{ driickt die Gesamtheit der Flichen aus, deren Indizes
durch die gleichen Zahlen (wenn auch mit verschiedenen Zeichen) ver-
treten sind. So z. B. driickt }111{ fiir einen rhombischen Komplex die-
selben vier Flichen(paare) ans, wie {111}, und }110{ fiir einen kubischen
Komplex dieselben sechs Fliichen(paare), wie {110}.
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1. Die Grundformeln der ebenen Tetragonometrie.

Bs ist klar, dafi die Formeln des I. Teils dieser Arheit
auch filr diesen, als einen speziellen Fall anwendbar sind.
Dieser spezielle Fall ist zugleich der einfachere. weil fiir den-
selben noch die spezielle Gleichung A + I 4 € =z gilt resp.
die Grofie des sphiirischen Uberschusses gleich Null ist. Zu-
gleich ist die Ebene als Speziallfall der Sphiire aufzufassen,
fiir welche der Radius unendliche Grifie erhilt.

Diese Vereinfachung springt besonders in Bezug auf die
Formel 10 in die Augen, weil wir hier fir den Winkel ' so-
gar keine spezielle Formeln aufsuchen miissen, da die Gleichung
(=7 — (14 D) direkt aufgestellt werden kann. Also

cos (' = —cos (A + D) = —cosAcos B +4-sinAdsin 10)

I'ir diesen Fall haben wir also in der Formel 10) des
I. Teils (ab) =0, was direkt ersichtlich wird, wenn wir den

Winkeln . und IV die Werte ;{ zuerteilen, das heil3t, aus €
zwel Perpendikel aul @ und 4 ziehen wiirden.

Wie in dem Grunde der sphiirischen Tetragonometrie das
sphiirische, so steht hier das ebene oder eigentliche geome-
trische Netz von Mébius. Auch das letztere ist nur ein
Speziallfall des ersteren.

Iis bleibt also nur eine kurze Durchsicht der Formeln
des 1. Teils auszufiihren, um zu entscheiden, auf welche Weise
diese Formeln modifiziert werden miissen, Der spezielle Bewels
aber der Rationalitit der Ableitung ist schon deshalb i{iber-
fliissig, weil gerade der Wert eines Zonenwinkels C, fiir welchen
wir den komplizierten rationellen Ausdruck (Formel 9) erhalten
haben, jetzt am einfachsten durch ¢ = = — (L1 4 ) ausge-
driickt wird.

In der Grundformel 1) werden die Kotangenten teilweise,
in Anwendung auf die Winkelwerte der Zonen in einem Punlkte,
ungeiindert geblieben, teils durch Strecken ersetzt sein.

IMiir den ersten Fall haben wir also

neotg mn = (n —m)cotg 01 4 mecotg 11 . 1)
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Fiir den zweiten Fall haben wir in der projektiven Geo-
metrie die betreffende Formel, wenn wir die Doppelpunkte
einer Involution durch [10 und 01| bezeichnen, und wenn
wir daher unter dem Ausdruck |mn|’ die Strecke auszeichnen,
welche durch den Punkt {mn| und [10] bestimmt wird; lmn
wiirde aber die Strecke mit 01| bezeichnen.

Also
'mnl me 11/ ) 201|111
= _— . ‘ e = = L ]
lmn" w11 respektive |mn m 1 + 11 [ 1b)

In dem speziellen Falle, wenn [10| unendlich fern ist,
haben wir _
nlmn = m 11 . lc)
Der Spezialfall 11| = — |11 ist selbstverstindlich.
Fiir die Formel 2) erhalten wir jetzt
(a e)_ cotg 4, — cotg 4
De) cotcB — cotg])’

Daraus aber, mit Riicksicht auf die Formel

(@e) __ (ac) und also  (ac) = k(be)

by (o)
folgt
(he) = 1(%5)7 und  (a6) = 71‘:‘7’]),
auch 3b)
(he') = (a b) und  (ae') = L__(a /’1),
also auch
(o) = Z(a-b;. 4)

In dem Spezialfall (ae)==(be), also k=1, haben wir
den Punkt ¢' unendlich entfernt.

Entsprechend den Formeln 5), unter Beriicksichtigung
von 10), haben wir
sin B(ab)

— )
sin(4 + B)
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und
sin A (¢ b)

)= in(d + B) 5a)

Die Formel 6) lifit sich herleiten aus den bekannten
Formeln

E—Ca  (ac)—(ae) +Ca

tang -~ - T (ao)+(ae) tang ‘o =, wo E4-Ca=n—4;
folglich
tancrlj_*_ — cotg _;1’
und .,
cf— @)= @geosd  (be) — (bojeos B
cotg L= (a c)-sinT - (b ¢)sin L
und
g (ae)+(a)eosd _ (be) —(be)cos B
g Ll =" ugsmd T (o)smnB 6a)
Nun aber ist
(ae)
((LZ’) sin A = cotg 15 4 cotg A
und
(ae) N
(ac)sin A = cotg ' — cotg 4
respektive

(ae)(cotg B'— cotg A) = (ae") (cotg I + cotg A);
folglich

cotg A(ae + ae') = cotg A (ee) = (ae)cotg E'— (ae)cotg E.

Es ist ganz klar, dafi dieser Formel, wie der Formel 8)
des I. Teiles allgemeine Bedeutung zukommt, so daffi wir die-
selbe in der Form

cotg X{(ab) = cotg B(ax) — cotg A (bx) 8)
schreiben kénnen,

Falls wir alle Winkel A4, B, X in diesem Fall in einer
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und derselben Richtung aufzithlen wiirden, so miissen wir 4
durch — A‘ ersetzen, und dann besteht

cotg N (ab) = cotg Il (ax) + cotg A" (bz). 8a)

Somit wiire die Ableitung der Grundformeln erschipfh.

Tm allgemeinen sind zur Bestimmung des ebenen, ebenso
wie des sphiirischen Netzes fiint Konstanten notwendig.

In der Anwendung auf die Kristallographie wird das ebene
Netz durch die gnomonische (wie das sphiirische durch die
gnomostereograpliischie) Projektion des kristallographischen Kom-
plexes vertreten. Aber fiir die Praxis der Kristallographie sind
weder die Strecken noch die ebenen Winkel des Netzes nitig,
da dieselben keine divekte Beziehung zu gemessenen Winkeln
haben.

Die Werte aller dieser Elemente des Netzes kinnen sich
auf unendliche Weise indern, je nachdem, wie die Projektions-
ebene ausgewihlt wird. In der Praxis wird natiirlich diejenige
angenommen, welche zur maximalen Kinfachheit in der Dar-
stellung fithrt. Deshalb wird fiir die betreffende Iibene die-
jenige angenommen, in welcher die Punkte der Hauptzone
(welehe besonders empfehlenswert ist als Ausgangszone aufau-
fassen) in die Unendlichkeit hinausriicken.

Sind aber die beiden Ausgangspunkte unendlich ferne, so
bilden alle durch dieselben bestimmte Zonengeraden das ebene
(parallelogrammatische) Netz; dann verlieren die Strecken von
beliebigen Punkten bis zu diesen Ausgangspunkten jede reelle
Bedeutung. Besonders einfach wird aber dann die Auffindung
der Netzpunkte durch die zagehorigeu Indizes der Symbole,
weshalh gerade fir diesen Zweck das Netz zur Anwendung
kommt.

Fiir dasselbe Netz konnen wir natiirlich auch beliebige
zwei andere Punkte als Ausgangspunkte auswiihlen, aber gerade
dann wiirden die Konstruktionen der Punkte nach gegebenen
Indizes ihre Xinfachheit verlieren.
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Dualismus des sphirischen Netzes.

Bekanntlich gibt es auf der Sphiire zwei geometrische
Netze, welche zueinander in dualistischem Verhiltnis stehen,
indem jeder Punkt eines derselben als der Pol eines bestimmten
GroBkreishogens resp. der Zone des anderen ist. Dieser Dua-
lismus kommt am deutlichsten durch die Indizes zum Ausdruck.

Fiir ein Netz haben wir vier Punkte «a, b, ¢, d za Grunde
gelegt, und diesen Punkten die Indizes (100), (010), (001), (111)
zuerteilt. Aber es gibt auch vier Zonen dieses Netzes, welchen
dieselben Indizes zukommen, und die Pole dieser Zonen sind
die Punkte des dualistischen Netzes; diese Zonen sind

1010 001 100 . 011
= ( = — _
]001 [,10 )], 100 [()IOJ, 010, [OOIJ und 101 ~[111].

Nun leuchtet ein, dalz, wenn fiir die Bestimmung dieses
anderen Netzes wir die analogen sphiirischen Koordinaten an-
nehmen wie filr die Punkte a—d, so werden alle oben er-
mittelten Formeln direkt auch fiir dieses Netz anwendbar.

Die vollstiindige Berechnung desselben erfordert also nur
die Angabe dieser fiinf Koordinaten als die Konstanten des-
selben.

Vom mathematischen Standpunkte aus haben wir hier aber
nur mit dem Ubergange von einem System der sphiirischen
Dreiecke zu dem polaren zu tun, weil eben die Netze selbst
in solchem polaren Verhiiltnis zueinander steheun.

Die erste Konstante des ersten Netzes ist der Winkel ab
resp. (100) : (010). Die respektive Konstante des polaren Netzes
ist der dem Winkel ' polare Winkel, welcher durch die
Formel 10) bestimmt wird.

Also ist fiir das polare Netz die erste Konstante (ad) die
Grisfie

cosd - cos B — sind -sinBB - cos(ad). 1)

Die iibrigen vier Konstanten des polaren Netzes sind gerade
die den durch ein paar Punkte bestimmten Winkeln (den
Dreiecksseiten des ersten Netzes) polaren.
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Zwei von ihnen sind den Winkeln AC und BC polar,
werden also durch die Formeln

fir A

— cotg A cosec (ab)sin b — cotg (ab)cos b3, 2)
fiir B

— cotg D cosec (ab)sin A — cotg (ad) cos.d 3)
ausgedriickt.

Was endlich die Konstanten A, und &, des polaren Netzes
anbetriftt, so werden dieselben respektive durch die Winkel-
groBen chi und cgi oder bAi — be und a gy — ac aunsgedriickt.

Dieselben Formeln 5) ergeben aber

cotg b lj = cotg A_, cosec(ab)sin P 4- cotg (ad)cos B
und

cotg b e = cotg A cosec (wb)sin? - cotg («)) cos I},
und daraus ist schon leicht der Wert von cotg (bl — h¢) zu
bestimmen, und fiir die respektiven Konstanten folgende Werte
zu ermitteln:
fiir 4,

[cos(ab)cotg 3 4 cotg. A - cotg A_ | cos(ab) cotg B

4 cotgd cotgd .y + sin*(ab)cosectn  4)

s (ab) cosec.B (cotg A — cotg A,)
und fiir B,

[cos (ab) cotg A 4 cotg I + cotg L] cos(ub) cotg A
+ cotg D cot<rL_1 -+ s sin® (@ b) cosec? 4 - 5)

sin (ab) cosec A (cotg B — cotg L))

Das sind also die gesuchten Werte der Konstanten des
polaren Netzes, vermittelst welcher jetzt auf bekanntem Wege
alle Elemente dieses Netzes sich berechnen lassen.

Andererseits sind aber die Elemente der beiden Netze
wesentlich dieselben (abgesehen von dem Ersatz der berech-
neten Werte durch die komplementiren). Somit erhellt die
Moglichkeit, dieselben Griten durch wesentlich verschiedene
Formeln zu berechnen, folglich jedesmal die einfacheren zu ver-
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wenden. Man kann z. B. die Berechnung mittelst der Formel 10),
welche mit grofierer Vorberechnung verbunden ist, durch die
Berechnung mit Formel 5) ersetzen.

In der kristallographischen Praxis wird manchmal auch
die Berechnung von Winkeln erfordert, welche sich auf die
Elemente der beiden Netze beziehen.

Betrachten wir z. B. den Fall des Winkels zwischen zwel
Punkten, von welchen der eine dem ersten und der zweite dem
polaren Netze angehort. Zur Berechnung ersetzen wir den
letzteren Punkt # durch den zugeordneten Grofkreisbogen des
ersten Netzes.

Es sei ¢ der Punkt des ersten Netzes, und nehmen wir an,
daB der zugeordnete Kreishogen durch den Punkt ¢ hindurch-
geht und durch die Koordinate A, bestimmt swird.

Nun haben wir ein rechtwinkliges, sphiirisches Dreieck,
dessen Hypothenuse ac¢ und ein Winkel A4 — 4,; dann er-
halten wir

cos(cx) = sin(ac)sin (4 — 4;). 6)
Speziell wenn der Pol z, in der Ausgangszone ist, also
A, =0, haben wir
cos{cx,) = sin(ac)sind = sin(be)sinB == cosp, 62a)
und fiir den Punkt d
cos(dz,) = sin(ad)sin 4, = sin(bd)sin B, = cosps. 6b)

Die Winkel cx,, dx, u. dgl. sind gerade diejenigen, welche
bei der Justierung nach der Ausgangszone als die Koordinaten o
direkt abgelesen werden.

Aus den gleichen rektanguliren, sphirischen Dreiecken
finden wir leicht auch die Ausdriicke fiir die Koordinaten ¢,
da dieselben der zweiten Kathete derselben gleich sind:

tang ¢, = tang(«c)cos 4; tang(ab—¢,) = tang(bc)cosB 7a)
und

tang pq = tang(ad) cos 4,; tang(ad— ¢,) = tang(bd)cosB,. Tb)

Sitzungsb d. math.-phys, K. Jahrg. 1913, 34
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Natiirlich sind aus diesen Formeln auch umgekehrt die
Konstanten des Netzes als Funktionen der Koordinaten ¢ und o
zu ermitteln, und zwar

sec? A = cotg? o, cotg? ¢, + cosec? o, 8a)
) 9 b

sec? B = cotg? p, cotg® (0 b — ¢.) 4 cosec? o, 8h)

sec? 4, = cotg? o cotg® ¢y + cosec® gy Sc)

und

sec B, = cotg?oscotg?(ab — ¢u) + cosec® p,. 84d)
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Die Konstanten: Der Winkel (ab) in der Hauptzone und die Winkel 4. A;, B und B,

Der erste Fall. Die Grundfliche a und die komplementiire Fliche b als die Ausgangsflichen.

Trikline Syngonie (A=1) (ab) = :2!; A= ; (ab) = ;l; D= Z A= ;(; B = g (4d=D1B); A =:2t; B :z (ab) = .: A= g; B =
- cotg A, — cotg A 1  cotgd, cotg A, — cotg A cotg A, ! cotg .1,
" cotg B, — cotg I3 cotg B, — cotg b cotg I cotg B, cotg 13,
in (a . ¢ sin(ae sin(ae . sin(ae
sin(be) = S G9) sin (ae) inize) ( ) — ) sin (ae) 2 )
I ki k k k
B 1+ kcos(ab) ab 1 1 14 L cos(al) al 1
oto (o) = —— il a4 - t
cotgg () Ji sin (ab) cotg I J i sin (ab) 3y J:
k+ cos(ab) ab I: 4+ cos (al) al
0to = = ot /.f 7J & - cot ]{
cotg (be) sin (@ b) %89 sin(ab) "2
1— keos(ab) ab 1 1 1 —Fkcos(ab) ab 1
a(ae) =~ tang : aha tang
cotg (ac’) ksin (ab) Mgy k k lesin(ab) L k
. — L+ cos(ab) ab — Ik~ cos (ab) . ab
cotg (be') = - — — tang - —k — I : 0 ' -- tang - —F
cotg (b¢) sin (ab) tang 2 ! siu (ab) gy
1—172 11—/ 1— k2 1— 72 1—172
o(ee') = 0 B 0
cotgs (e¢') 2k sin (ad) 2k 2k 2k sin(ab) 2k
cotg A1) = 2cotg. A — cotg A, 2 cotg A — cotg A, -- cotg A, 2 cotg A — gotg A, — cotg -1, — cotg A, — cotg 1,
cotg I'_; = 2 cotg B — cotg I, 2 cotg A — cotg 4, 2 cotg B — cotg I3, — cotg I, — cotg B, — cotg A, — cotg ),

f

cotg .,

cotg A _»

— cotg A -+ 2 cotg 4,
3 cotg A — 2 cotg L,

— cotg A - 2 cotg A,

S cotg A — 2 cotg A,

Monokline Syngonie

b}
2 cotg A,

— Zcotg A,

; ) /
- cotg 4 + 2cotg A,
3 cotg A — 2 cotg 4,

2 cotg -,

— 2cotg 4,

Rhombische Syngonie
yng

2 ¢ tg Jl

— 2cotg 4,

cotg b, = — cotg B + 2 cotg I, — cotg A - 2 cotg A, - cotg B+ 2 cotg 13, 2 cotg I, 2 cotg B, 2 cotg A, 2 cotg B,
cotg [/, = 3 cotg B — 2 cotg 15, 3 eotg A — 2 cotg A, Seotg D — 2 cotg 12, — 2cotg B, — 2 cotg b, — 2 cotg A, — 2cotg D,
! o , ab ,
coty (ne) = cotg I cosec (ah) sin A + cotg (nh) cos 4 cotg =~ cos A cote I3 0 0 0 0

cotg (ad) =

cotg I3, cosec(ab) sin A, 4 cotg (ab) cos A,

(I/; 1
cotg 5 cos A,

. o n S p.
cotg I3 sin A,

cotg L3, sin A,

cotg (ae)cos |,

(231}
coty - cos.A,

cotg I sin .1,

: . v alb _ . ) b o
cotg (ad'y = cotg I’ _y cosec(ab) sin A _, 4 cotg (ab) cos A, cotg =~ cosd — cotg I_ysin A, — cotg B3, sin A_, — cota {ae)cos ], — cotg - cos 4, — cotg D, sin .,
ab
i ( J | e : . \ N cnc £ n j 5 y D S s ‘ . . . 3 . ~
cotg (af) = cotg B, cosec(ab)sin.Ad_, - cotg (D) cos A_, cotg A, cosec(ab) sin A_y 4 cotg(ab) cos A — cotg b sin A, cotg B sin A, coty ey cos A, tang -~ cos ., cotg b sin A

cotg (af") =

cotg (ag,) =
cotg (¢ gi)
cotg (ay)
cotg (ay') =

|

l

cotg B | cosec (ab)sin A, + cotg (ab) cos A,

cotg I cosec(ab) sin A - cotg (ab) cos A
cotg L3y cosec(ah)sin A 4 cotg (ab) cos A
2 cotg (ug,) — cotg (uc)

— 2ecotg (ny,) + 3 cotg (ac)

cotg A _y cosee(ah) sin A 4 cotg(ad) cos A,

cotg A, cosee(ab) sin A -} cotg (ab) cos A
cotg 1 cosec (ab) sin A -+ cotg (ab) cos A

2 cotg (ay,) — cotg («c)

— 2 cotg (ayg,) + 3 cotg(ae)

cotg iy sin

(‘,t)flq [;l

s J)
cote b,

2 coty (ay,) — cote (ar

2 cotg (ay,) 4 B eotg (ae)

— cotg [ sin A,

cotg L3 sin
— cotg 3 sin .1
iy}
2 cotg (ag,)
- 2 cotg (ay,)

— cut'_f‘lfu')cu_\'_l:

cotg I3, cosec (ab)

— cotg Dy, cosec (ab)

2 cotg (ny,)

<) . )
) t
Zeotglay,)

th
— tang —- cos 4,

cotg .1, cosec (ah)
, cosee (ab)
2 cotg(ag,)

2¢ |tg(l'(‘//1‘)

coty

. " ) <'
— cotg I sin .1,

cote I,
— cotg b,
2 cota (ay,)

D anter
2 cotg («ty,)

cote (al)y = cotg I3 cosec(ab) sin A, — cotg (ah) cos 4, cotg . cosec (ab)sin A, 4- cotg (ah) cos A, cotg Bsin A, 0 cota(ah)cos 1, cotg (ab)y cos 1, 0
cotg (al'y = cotag I3 cosec (ah) sin A _s 4 cotg (ab) cos 4 cotg A cosec(ab)sin A _s 4 cotg (ab) cos .1 _, cote sind_, 0 ~ cotg(ah)cos .1, — cotg (#0) cos .1, 0
cotg (ah)) = cotg I3 cosec (ab) sin A, + cotg (ab) cos A, cote .1 cosec (al) sin .1, 4 cotg (ab) cos .1, cota [7sin A4, 0 cotg (ah) cos 1, cotg (al) cos A, 0
cotu (ahi) = cotg I3 cosec (nh) sin A _; - cotg (ab) cos A _, cota .1 cosec(ab) sin A _y - cotg (ab) cos .1, cotg 13 sim L 0 — cotg (al) cos .1, — cotg(al) cos .1, 0
cotg I = [cotg I3 sin(ae) — cotg A sin(be)| cosec(ab) 0 cotg I sin («e) — cobg A cos(we) 0 0 0
: L. . ~ ) wh L . , ab R
cotg I, = [coty B sin(ae) — cotg A sin(be)] cosec(ab) 1 (cotg A — cobg .1 _\)sec - cotw 7, sin (0 ¢) — cotg A, cos (e 2eotg .1, cosee (wbh) sin (be) cotg A, sec 2cotg .1, cos(ae)
- : ) , . i ) al ) . . . ) ab " .
cotg I1 = [cotag £3 | sin(ae) — cotg A sin(be)]| cosec(ab) 3} (cotg Ay — cotg .)sec cote [y s (e) cotg 1, cos () 2 cotg L1, cosee (al) sin(he) — cotg . sec — 2 cotg .1, cos(ae)
. ) L. . , b L .
cotg Iv' = [cotg L sin(ar ) 4 cotg A sin(be’)| cosee(ah) cot .1 cosec cotg 17 sim (ae) coty .1 cos(ae) 0 { ]
- .. ) . . al .. . ) al > )
cotg I8} = [cotg I, sin(ac') - cotg A, sin(be')] cosec (ab) cotg .1, cosec | cotg I3, sin () cotu L, cos(ae) 2eotg ) cosecqul) sin(be’) cobg A, cosee | 2 cotg 1, cos(ae)
T I . . = , o /I - . R . , (! /; . i
cotg [iy = [cote I ysin(ac’) + cota A _ysin(be')| cosec(ah) cotg .1y cosee | cota [l s sim (e cotg .l 4 cos(ie) — 2 cotg .1, cosec(ah) sin (he) — cotg !, cosec — 2cotg .1, cos(ar)
1 i T ; . - . . <o Ay 0 1
) In diesen Tabellen werden die Bezeichnungen der Winkel in der reguliiren Entwicklung durch Unterdriicken der zweilen unteren Zahl verkirzi. Also z. B anstatt: Aqy ;P heifst es Ay Ay usw.
Ay - dogy A-g Ay Ay A Ay
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o =

sin (7' ¢) =
cotg (f'c) =
cotg(fe) =
cotg (f*e) =

cotg (fe') =

cotg (ce’)

cote I
cotg Iy
cotg I,
cotg I,
cote [“
cotg [_

I O

cotgi(je)

=

[

otg (f'0)
9 .-‘_ ,‘//)
cotg (F)
¢ j_"i///)
te(fg’)
’ff'/‘.’fl.)
cotg (£ i)
cotg (f'l,)
cote(fg)

cotg U

C
C{(

T T

|

cotg C, =

cotg U, =

cotg L' =

cotg (E'— E}) =
cotg(E_ — ') =
cotg (cr) =

cotg (ed) =

cotg (ee')y =

cotg (ae') =

cotg (be') =
sin(ff — L) =

sin(B, — E)=

Dor zweite Fall. Die Grundfliche f und die komplementire Fliche ' als die Ausgangsfliichen.

Trikline Syngonie

cotg I', — cotg I
cotg Iy — cotg I

sin (f &)k

k4 cos (1)
sin()
1+ Zcos(ff)
Esin ()
— k4 cos(ff)
sin(ffy
1—Zkcos(ff)

~ksin(ff)
1 . ]“f.’

2lsin(ff)

2 cotg ' — cotg F

2 cotg F' — cotg I

— cotg F'+ 2 coi&;):]"I
3 cotg ' — 2 cotg I

— 2cotg 1"+ 3 cotg /i
4 cotg I’ — 3 cotg I

cotg I cosec (ff") sin I" + cotg (ff*) cos I

cotg I cosec (ff") sin I} + cotg (fi"") cos I

— cotg F_; cosec (ff") sin F—; — cotg (") cos I'_

= cotg I} cosec (ff") sin I - cotg (/') cos I

cotg F_y cosec (ff) sin F; + cotg (f*) cos F|

cotg Iy cosec (ff") sin F' - cotg (ff*) cos I

— cotg F_o cosec (ff") sin 1" + cotg (") cos 7
cotg I cosec(ff") sin F, + cotg (ff") cos F),

cotg I'* cosec (ff") sin F'_y — cotg (ff ) cos £ _o
cotg I cosec (ff*) sin I}, - cotg (f}*) cos I

— cotg F_3 cosec (ff") sin I'_; — cotg (ff*) cos [’
cotg I cosec (ff ) sin I, + cotg (ff*) cos I

— cotg Iy cosec (ff*) sin I'_g — cotg (ff"') cos I'_4
[cotg I sin (¢ f) — cotg I"sin (cf’)] cosec (/f*)

[cotg Iy sin (¢ f) — cotg I"_y sin (e f*)] cosee (ff)
[cotg I"_; sin (¢ f) — eotg I, sin (¢ f*)] cosec (f*)
[cotg I sin(e'f) + cotg F'sin(e'f')] cosec(ff”)
[cotg i sin(e'f) + cotg F'_ysin(e'f')| cosec(ff”)
[cotg Iy sin (e'f) -- cotg I_ysin(e'f*)] cosec (ff)
cotg I cosec (fe) sin C -+ cotg (fe) cos O

cotg I cosec (f'c) sin €' - cotg (fe) cos C

— cotg I"cosec(f¢') sin I 4 cotg (fe') cos '
— cotg I cosec(fe')sin I9' + cotg (fe') cos 1Y,
— cotg I cosec(fe’) sin Is* 4 cotg (fe') cos I’
sin(f'e) sin I« cosec (ce)

sin(f’c) sin I'* cosec(ce)

— cotg I"sec (/é) sin [¢'-}-tang )

i
— cotg I'_; sec (/é ) sin 2" 4 tang

Die Tabelle der Formeln der sphirischen Tetragonometrie in Anwendung auf die Kristallographie.

2 cotg I' — cotg ],':1
2 cotg]?— cotg I,
— cotg ]: -+ 2 cotg I')
3 cotg I' — 2 cotg I,
< v V]
— 2 cotgv]f 43 cot;_»;‘].'l
4 cotg I 71 3 cotg I
2
i
2
*

5 cos Iy

cotg " - cos I"

"
cotg °. cos I

— cotg

cotg I} cosec(ff*) sin I’y 4 cotg (/") cos F_,

cotg Iy cosec(ff") sin I, + cotg (ff) cos I,

cotg F, cosec (ff) sin I" + cotg () cos I
— cotg I, cosec (ff') sin I 4 cotg (ff*) cos I
cotg I cosee(ff*) sin I, - cotg (ff*) cos I,
— cotg I cosec (ff*) sin I'_s — cotg (ff'") cos I'_s
cote I cosec (ff") sind?, + cotg (ff*) cos T,
— cotg I'_gcosec (ff")sin I'_y, — cotg (ff ") cos I'_,
cotg I, cosec (ff*) sin Iy 4 cotg (ff*)cos I,
— cotg Iy eosec(ff”) sin F_s—cotg (ff*) cos Iy

1 (cotg I, — cotg I'_y) sec /‘/)
I T i
1 (cotg I"_; — cotg I'|)sec -
cotg I' cosec IQ
"

cotg I”| cosec”
2

T //.l

cotg I’ cosec
2

4

cotg I cosee
.

i
) f
cotg I} cosec

)

7 cos IV’

()

cos I!

— cotg I, sec () sin v -+ tang (Z ) cos 19’

2

- (-
2

sl
ur
2

“sin I cosec (ce)

sin sin I'- cosec (ce)

) = :t» " = :E
() 95 I 3
cotg I
cotg Il — cotg I

sin(f¢)[k

k

1
k

—k

1
I8
1— 12
2k
— cotg I}
2 cotg I — cotg I}
2 ?otg ["1'
— 2eotg I
3 cotg I '
— 3 cotg I,

cotg I
cotg I} sin I
—_ (;()tg 1", sin ]('1
cotg I} sin I

cotg Iy sin I

cotg I' 2
— cotg I ’_(_,'
byl
cotg 7 sin I,
— cotg I sin IF,,
cote 1% sin I
— cotg I sin I
cotu I sin Iy
— cotg Iy sin I,
Y .
cotg I sin(cf)

cotg I sin(ef)
cotg I sin(ef)
cotg I sin (¢ f)
cotg I sin(cf)
—— cotg I"_y sin(cf)

cotg (ef) cos '

cotg I, cosec(cf) sin € 4 cotg (ef) cos O

cotg (¢f) cos (!

cotg I, sosee (ef ) sinC - cotg (¢f) cos €

— cotg Fcosec(cf) sin C -} cotg(ef) cos €

sin(f¢) - cosec (ce)

cos(f¢) sin I cosec (¢ ¢)

Die Konstanten: Der Winkel ff* nicht in der Hauptzone und die Winkel I, I, I

T g
Wy=y F'=
cotg Iy — cotg I

cotg I,

sin (f'e)|k
I

I
1—172
2k
< Al
2 cotg F' — cotg I',
— cotg I
— cotg I" + 2 cotg I,
3 cotg I — 2 cotg I
5N nl 33 7
— 2cotg 1"+ 3cotg I,
4 cotg I — 3 cotg 1"

0
cotg I} sin I}
cotg Iy sin I,
cotg Iy sin I'_,
— cotg I sin I,
2 cotg 17 sin I
2 coty I sin 17
0
0
3 cotg 1‘"1 §in»/"'1
Beotg I sin I,
cote I sin Iy
cotg I} sin F_:;'
— cotg I cos(cf)

— cotg I"_s cos(¢f)
— cotg I, cos (¢f)
cotg I cos (ef)
cotg I, cos (¢f)
cotg I, cos(c/f)

cotg (¢f) cos U

cotg I, cosec (¢f)sin C - eotg (¢f)wos

cotg (¢f) cos C

— cotg Iy cosec(fe)sin C - cotg(fejcos (1

— cotg I', cosec (f'¢) sinC + cotg (felcos

sin(f'¢) sin I" cosec (c ¢)

cos(f'¢c) cosec (ce)

Monokline Syngonie

cob
cotg I']

sin(f¢)[k

k< cos(fi’")
sin (ff")

1+ L cos(ff”)
Esin(ff)

— &~ cos(ff")
sin (/1)
1— L cos(ff")
ksin(ff”)
1— 72
2 Lsin(ff")
— cotg I,
— cotg I}

2 cotg I
— 2cotg I
3 cotg I
— 3 cotg I

0

cotg Iy cosee (ff*) sin I, 4 cotg(ff'*) cos I,
cotg Iy cosec (ff*) sin I'} + cotg () cos [
cotg I} cosec (ff'*) sin Fy — cotg (ff") cos I

— cotg Fj cosec(ff)sinI’, 4 cotg (ff*) cos I

2 cotg I7 cosec(ff”)
2 cotg I cosec (ff”)
cotg (ff*) cos I,
cotg (") cos I,

3 cotg I'j cosec(fi*)sin I+ cotg (ff*) cos I,

3 cotg I cosec(ff") sin I, + cotg (ff)cos I

cotg I} cosec (ff )sin I, -+ cotg (f*) cos I,

cotg I} cosec (ff*) sin Iy -+ cotg (1) cos Iy
0

2 cotg I, cosec (ff*) sin(¢f")
— 2 cotg I, cosec(ff*) sin(cf”)
0
2 cotg I cosec (ff") sin(e'f*)
2 cotg I, cosec (/") sin (e’ f)
0
cotg I, cosec(cf’)
0
cotg I, cosec (¢'f)
— cotg 1", cosec (e’ f)
sin(f'e)
cos(fc)

und F7.

Rhombische Syngonie

. @ L,
(F=1’); 1'=2; ]’—2

sin //2-:
"
2
i

9

cotg

cotg
o }
— tang =

~
i

=

tang “—
22

0

— cotg I
— cotg ]"1
2 coty I}
— 2cotg I,
3cotg [
— 3cotg I}

0

iy

cotg ;- cos F,

9
cotg fl;_ cos I,

o

tang f_,)

cos I
— tang ]_[)
2 cotg I cosec(ff)
2 cotg I, cosec (ff")
cotg (ff") cos I
cotg (1) cos I,
[3 cosec(ff) -4 cotg (ff)] cos I,
13 cosec (ff") + cotg ()] cos I

cos I}

cotg F, cosec(ff") sin Fy + cotg (fi*) cos I,
cotg I cosec (f) sin I, 4 cotg (f") cos I}
0

4
9_

Hﬁ‘

5

cotg I, sec

— cotg I sec

24

0
7

2
i

cotg I, cosec -

cote I, cosec

0
i

.
cotg I, cosec 7
-

0
/s
2
— cotg I, sec f_])

sin (/7;)
sin (/{)l)

t‘(\f}_“ Fl sec

=2 F="; F="

cotg f
cotg I

sin (fe)|k

I

1
k

—

1
]l.
1— 172
2k
— cotg I",
— cotg I']
2 got;,r I
— 2 cotg I}
a s 10
3 cotg I, i
— 3cotg I'|

0
cotg Iy sin I
cotg I} sin I
cote I sin I

— cotg I sin I

2 cotg I}
2 cotg Iy
0
0
3 cotg I} sin L]
3 cotg Iy sin I
cotg I sin I,
cotg I sin I,

0

2 cotg I", cos (ef)
— 2 cotg I", cos(cf)
0
2 cotg I, cos(cf)
2 cotg I, cos(cf)
0
cotg I, cosec(cf)
0
cotg I sec(fe)
— cotg I, sec(cf)
sin{f¢)

cos(fe)



E. v. Fedorow:

=
sin(hd) =
cotg (hd) =
cotg(gd) =
cotg (he') =
cotg (ye) =

cotg (de') =

cotg (4,
cotg (4,
cotg (7 _3
cotg (ry
coty (7,
cotg I,
cotg H,
cotg 11,
cotg /1,
cotg (g )
cotg (yh)

1

cotg (g0)

cotg (¢ d')

cotig (4 )

cotg (9f)
cotg (g f")
cotg (99°)
cotg (9g,)
cotg (g41)
cotg (g ")
cotg (g 1)
cotg (g 1))
cotg D

cotg D,

[ || Il Il II I

cote 1y

|

cotg Iy =

cotg (IJ'— I}y =
sin (I8 — Is)) =
sin (ff_ — 1I7) =

cotg (e'«) =

cotg(c'e) =
cotg (e'h) =
cotg(de) =
cotg(de) =
cotg(dd')y =
cotg (e'¢) =

Die Tabelle der Formeln der sphirischen Tetragonometrie in Anwendung auf die Kristallographie.

Der dritte Fall.
Die Konstanten:

Trikline Syngonie

cotg (1) — cotg (r
cotu 11 — cote H

e
sin (g d)[k
k < cos (g h)
sin(gh)
1+ kecos(gh)
ksin(y /)
— k4 cos(gh)

sin(g /)
1—"Fcos(yh)

 Esin(gh)

1 b 7U
2Lsin(gh)
2 cotg G — cotg O
— 2 cotg G + 3 cotg (v,
4 cotg (r — 3 cotg (,
1 (4 cotg (+ — cotg G,)
— 4 cotg G + 5 cotg (r,
2 cotg H — cotg H,
— 2 cotg H -+ 3 cotg I
4 cotg H — 3 cotg H,
— 4 cotg H -+ 5 cotg I,
— cotg H_scosec(yh) sin G, — cotg (¢ 1) cos G,

— cotg I eosec (g h)sin (1 g — cotg (g ) cos (1 _

cotg H, cosec (gh)sin G| + cotg (g h) cos (4,

cotg H cosec (g /) sin ¢ + cotg(gh) cos (&

— cotg H_; cosec (gh) sin Gy — cotg (gh) cos G,

cotg H, cosec (¢ /) sin Gy - cotg (¢ /) cos Gy
('otrrH_] cosec (g /) sin Gy + cot«r (gl cos G,

1 [(,Ot”' (ye) — cotg ( (/a)J

d(ot«r((/() —2 cot(r (99"

L [cot(r(_(/ ¢) 4 2 oof(r((/J )]

cotg H, cosec(gh)sinG_y 4 cotg(g/h)cos G,
cotg H, cosec (¢h)sin G5 4 cotg (g ) cos Gy
cotg H, cosec (g 1) sin (¢ -+ cotg (gh) cos G
[cotg H, sin (yd) — cotg G, sin (L d)] cosec (g /)

[cotg H,sin (g d) — cotglG sin (hd)] cosec (g 1)

[cotg H, sin(gd) — cotg (r; sin(h d)] cosec (g )

— cotg H_ysin(ge’) — cotg Gy sin(fie')] cosec (g h)

[cotg H, sin(ye') 4 cotg (7 sin(le')] cosec(gh)
sin (g d) sin G cosec (d ¢)
sin (hd) sin H_; cosec (de)

cotg (7, cosec (¢'g) sin I} -} cotg (e'g) cos I}

cotg (7 _; cosec (e’ g) sin 14} + cotg (¢ ¢) cos I
2 cotg (' ¢) — cotg (¢’ )

— cotg ({ _y cosec(y d)sin.) — cotg (g d) cos D
cotg (, cosec (g d) sin D+ cotg(gd)cos D
cot«r (; cosec (g d)sinl) - cotg ((/(Z) cos )

— Cotﬂ‘(r cosec (¢ ') sin (J9' —

L) -+ cotg (ge') cos (1'— 1))

Die Grundfliche ¢ und die komplementiire /.
Der Winkel (kg) und die Winkel &, /), I/ und If;.

Monokline Syngonie
(6 = 1); j)='::

&

1

sin (g d)

/
cotg ‘/ :
7

cotg ‘(/21

qh
— tang g

gl
tang ~

0

2 cotg & — cotg G,
— 2 cotg (r + 3cotg 7,

4 cotg G — 3 cotg (r,
1 (4 cotg G — cotg ()
— 4 cotg G+ 5 cotg &4,

2 cotg G — cotg (v,

— 2cotg G + 3 cotgr,

4cotglr — 3 cot(f(},
— 4 cotcr( - 5eotg (1)

— cotg (3 cosec (J//) sin G, — cotg (¢/) cos G,

o cottf G, cosec (g} sin G_3— cot(r (gl cos Gy

g
cotg” - cosr,

ah .
cotg J;)-— cos (s

gl
2
cotg (¢, cosec(y/) sin Gy + cotg (¢/) cos G_,
cotg (1 cosec (¢ 1) sin G, + cotg (g /) cos(z,
1{cotg (g¢) — cotg(ya))
3 cotg (ge) — 2 COt(T(JJ )
1 [coto'(Jc) + 2 cotg(yg')]
cotg G, cosec (¢/) sin (r 1+ cotg (gl) cos (i,
coto ) Jcosec(g /) sinGhg + coto (g 1) cos (;
cotg(%‘ cosee (¢ /) sinlry + cotg (gh) co,w(..,
0

A
— cotg ", coslr_y

I
2 (— cotg (¢ + cotg (7)) sec {/ :

T
2 (cotg (+ — cotg (+,)sec (/_ :

y gn
— cotg (v _; cosec ™5
2

e gl
cotg (v, cosec "

- . gh
sin(r_ysin* cosec(dr)

9

e . gh
sin (v _; sin g

5 cosec (de)

gl 723 .
cotg (7 see “- sin 17} + tang 9 cos 1]

0
— cotg (¢'a)
cotg I}
cotg (15— 1))
('Oti_{' (]’]'__1 — j’]i)
0

Rhombische Syngonie
i 4 T

(G=1H, D", =

2’ 2
1

sin (g d)

‘ /1
Cl)t(n /

Cote r///

ol
— tang =

gh
tang ©

0

2 cotg (+ — cotg (7,
2cotg (v + 3 cotg (s,
1 COt"(t o 3(,0t(r(:
14 cot(r(: - COt(T(rl)
o lcot(r(v + 5 cotg (r,
2 cotg(:’ — cotg(:'1
— 2 cotg (v 4 3 cotg (v,
4 cotg(r — 3 cotg (4,
— 4 cotg (+ 4 5 cotg (s,
— cotg (r_3 cosec(f/lz) sin(7, — cotg (gh) cos (1,
— cotﬂ'(r cosec (g/) sin (v_; — cottr((//z) ws(,, :

gl
cotg 5 cos (,

J/

cotg cos(r
—J

gh :
~—cotg ", cos G,

cotg (7, cosec (gh)sin(r_y 4 cotg (g/) cos(ri_,
cotg (s _ cosec (gh) sin (7, 4- cotg (gh) cos (7,
cotg (2 Jc)
3 cotg (y¢) — 2 cotg(gyg")
} [eotg (ge) + 2 eotg(gg')]
cotg (7, cosec(gh)sins_y 4+ cotg (gh) costi _;
cotg (v, cosec (yh) sin (713 - cotg (yl) cos(iyy
cotg (7 cosec (yh)sin (i, 4 cotg (9h) cos (i,
0

2(— cotg (+ + cotg(4))

2 (cotg (+ — cotg (+))

, gl
— cotg (s cosec =
ber (4 yh

cotg (4, cosec ™,

A . gl .
sin (s sin 5 cosec (dc)

L . gl
sin (7 _; sin 5 Lostc(dc)

L :
cotg (¢, sec” | sin Jyj —{—hnu = (()s],,

- =

0
— cotg(e')
cotg I}

cotg (I I
cotg (fioy — I7})
0



