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383

Zur Theorie der Gammafunktion, besonders iiber ihre
analytische Darstellung fiir grosse positive Werte
des Arguments.

Von H. Burkhardt,

Vorgetragen in der Sitzung am 3. Mai 1913,

I

Will man die Hauptsiitze der Theorie der Gammafunktion
mioglichst elementar ableiten, so empfiehlf es sich von der Dar-
stellungsformel

1) d*log I'(x) i 1
da? d (o - W)

auszugehen. Denn da die hier auftretende Reihe absolut und
t jedem endlichen Gebiet, in dem alle Nenner von Null ver-
schieden sind, gleichmiiiig konvergiert, so kann man mit ihr
alle erforderlichen Umformungen mit Leichtigkeit vornehmen,
ohne diffizile Zuliissigkeitsuntersuchungen ausfithven zu miissen,
wie solche z. B. erforderlich sind, wenn man in einem iiber
einen unendlichen Bereich erstreckten Doppelintegral eine Ver-
tauschung der Integrationsreihenfolge vornehmen will.

Nimmt man diesen Ausgangspunkt, so hat man zunichst
zu fragen, wie die beim Riickgang von der zweiten Ableitung
zu der Funktion selbst auftretenden Integrationskonstanten zu
withlen sind, wenn die Funktion der fundamentalen Differenzen-
gleichung der Gammafunktion geniigen soll. Dabei wird man
freilich zu Reihen gefiihrt, die den ebengenannten Vorteil der
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Reihe (1) nicht mehr haben, sondern deren Glieder aus Bestand-
teilen sich zusammensetzen, die nicht ohne genauere Unter-
suchung auseinandergerissen werden diirfen und die doch zur
Ableitung der gewiinschten Sitze auseinandergerissen werden
miissen. Man kann das dadurch umgehen, daf man sogleich
neben die Gleichung (1) die folgende stellt:

d*log I'(z + 1)
@)  dat Z (= + F )2

die aus ihr durch Einfiibrung eines neuen Summationsbuch-
stabens hervorgeht. Die Vergleichung von (1) mit (2) liefert
dann zunichst die Differenzengleichung
3 (Z2logf(ai+1)~d2logf(az) 1

) da? dz? ¥
Ferner gibt Integration von (1) und (2) die beiden weiteren
Gleichungen:

dx |y z 4]
. dlogI'(x +1) 2 [l__ 1
()  dz _02—}—; » x+r]'

Setzt man zur Bestimmung der Integrationskonstanten in (4)
z=1 und in (5) z =0, so erhilt man:

dlog I'(x) —
Cdx )=V

(dlogf(sc —}—1)) —
YOS I T = ¢,;
=0

dx

es muB also ¢, =r¢, sein und die Differenzengleichung
) dlogI'(z -+ 1)  dlogl'(x) 1
(6) LEAR )
duw dx x
ist auf jeden Fall erfiillt.
Bezeichnet man ferner den gemeinsamen Wert von ¢, und
¢, mit — 7, so fithrt eine zweite Integration von (1) zu
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(1) logl'(x) = —9’7~10“’v+ca+2_,(—1o«<1+ )J

r=1 L

und von (5) zu

z
®) logl'(z+41)=—yz-te +Z[ — 1o (14 )]
Wird in (7) =1 und in (8) =0 substituiert, so wird er-
erhalten:

logF(l):-y+cs+§j[i—Iog<1+11')] =c,.

Soll andererseits die Differenzengleichung
9 logI'(z +1) — log I'(x) = log x

bestehen, so muB8 ¢; =¢, werden, und es muli also, wenn diese
Bedingung erfiillt sein soll, die Konstante y durch

&y [ 1 41
(10 r=2, —1g" T
r=1

festgelegt werden. Soll endlich noch
logI'(1) =0

sein, so muf} ¢, = ¢, = 0 genommen werden.
Eine dritte Integration fithrt dann von (7) zu

€ xz
flogf(x)clx ——7 % —wlogs+o

(11) 0
+ 2[5 — @k log (142) + 4]

»=1
und von (8) zu:
241

(12) f log I'(z) do = f log I'@ +1)do — — » 21

1 L

_%iﬂ %'.%x+yﬂ%(r+f>+(-1+yﬂ%(L—i)

+x+q;
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dabei ist in der letzten Summe fiir » =1 das Glied
(— 1+ »log (1— i)

durch Null zu ersetzen. Subtraktion liefert
z41

13 florrf(x)dx——+xlo<rx—a,+sl,

wenn n.m]hch mit s, die numerische Reihe

@©

(14) 5= [(v' — 1) log (1 - ,,> +1-— 511'}

=

bezeichnet wird. Diese Reihe ist mit der dhnlichen ebenfalls
konvergenten Reihe

(15) S, _Z{(— » —1) log <1+, )+1+ 211,]

r=I
durch zwei einfache Relationen verbunden, die zusammen die
Summe beider Reihen zu bestimmen erlauben. Kinmal niimlich
kann s, vermdge einer Anderung des Summationsbuchstabens
auch geschrieben werden:

1
8—2[100' 1_2,,+2]

y—1)

1
=2+§[—"l°g(1+:)+1—'zf+*z}

also ergibt sich durch Subtraktion:

1 1
5 — s, ——+S’[IOU<1+ ) 2,,—974_2]

r=1

und wenn noch

A L
2 [)1'_21'+§J

r=1

auf beiden Seiten subtrahiert und die Gleichung (10) beriick-
sichtigt wird:

(16) S — 8 =1—y.
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Andererseits erhilt man, wenn man von der Produktdarstellung
des Sinus den Logarithmus nimmt und dann gliedweise inte-
griert:

1
(17) flogsinnxdw=logn——l—-sl——sz;

0

und von dem links stehenden Integrale kann bekanntlich?)
elementar gezeigt werden, daf sein Wert — log 2 ist. Also ist:

(18) sl=—,£+log]/2};, 82=——1+;+10gl/2—7i

und damit geht (13) in die Gleichung von Raabe:
w41
(19) flog]’(a;)(lx=x10gx—x+log]/2_n

iiber.

1L

Soll ferner aus der Entwicklung (1) auf das Verhalten der
Gammafunktion fiir unendlich grofie positive Werte des Argu-
ments geschlossen werden, so kann dazu ein Satz dienen, den
Th. Stieltjes in einem seiner letzten Briefe an Hermite?)
ausgesprochen hat, nimlich: wenn ¢ (z) eine rationale ganze
Funktion vom Grade m > 1 ist, so wird die Summe

im Unendlichen nicht von der m'*®, sondern nur von der
(m -—1)tn Ordnung unendlich klein. Dabei darf man natiir-
lich nicht so ins Unendliche gehen, daf man immer wieder
einer Nullstelle eines der Nenner unendlich nahe kommt;
Stieltjes sagt das wohl nur deshalb nicht ausdriicklich, weil
er es fiir selbstverstindlich hélt. Den Beweis scheint er sich

1) Vgl. etwa J. Thomue, Bestimmte Integrale, p. 40.
2) Corresp. 2, p. 401.
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mit den Mitteln der Integralrechnung gefithrt zu haben. Der
Satz gilt tibrigens fiir jede Funktion ¢ (2), die im Unendlichen
von einer bestimmten (nicht notwendig ganzzahligen) Ord-
nung # > 1 unendlich wird; er kann mit denselben Mitteln
bewiesen werden, durch die man die Konvergenz der Reihe

el

Er_’" fiir m > 1 dartut. Um das fiir den vorliegenden Fall

r=l

@ (x) = a* zu zeigen, sel zuniichst
x =27

genommen, wobei p eine nicht negative ganze Zahl hedeuten
soll; dann lassen sich die Glieder der Rethe (1) folgendermaken
in Gruppen zusammenfassen:

1 1 1 1

ertogrpt  Ten e
( 2r+1) (5 1)
1 1 1
@-}-1)2 4o + (2rt2 _T)E < op+1?
1 1
(2r+2)2 tee +(9p+% 1)2<2T¥2

usw. Die Summe der Reihe ist also fiir einen solchen Wert
von &

1 1 1 1
<27+§,¢1+2p72+"', d L <z 5.

9p—1

. . [
Analog kann gezeigt werden, daB sie > SpTi ist.

Um diese Resultate auch auf andere Werte von z zn
iibertragen, gehen wir davon aus, daB fiir positive z jedes
Glied der Reihe (1) und also auch thre Summe mit wachsendem
2z abnimmt; es ist also auch fiir 2¢ <z < 20+1:

1 @*Yog I'(x) 1
opkz > gpt op—1
und um so mehr:
1 _d*logI'(z)

(20) 4z <= Tdat x'
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Die letzte Ungleichung, in der p nicht mehr vorkommt, gilt
also fiir jedes = > 1.

Unsere Funktion wird also im positiv Unendlichen, wenn
sie iiberhaupt von einer bestimmten Ordnung Null wird, ge-
rade von der ersten Ordnung Null. Andererseits folgt aus
der Gleichung (3): wenn es einen Koeffizienten @ von der Art

2
geben soll, daB ¢ 1‘2;%;5@)
Ordnung Null wird, so kann dieser Koeffizient nur gleich
d* log I'(x)
dz*
zu subtrahieren; um das bequem ausfithren zu konnen, miissen
wir nach einer zu (1) moglichst analog gebauten Entwicklung
dieser Funktion suchen. Eine solche ist die bekannte:

21

Setzen wir:

a .
~ dort von hoherer als der ersten

. . .1
4+ 1 sein. Das veranlafBt uns, die Fanktion , von

Z(x—]— 1')(1—j—r+ 1)

. d*logl'(z) 1

(22) % =),

so erhalten wir, indem wir entsprecheude Glieder der beiden
Reihen voneinander subtrahieren:

(23) nO =B e Ty

¥rneute Benutzung des Stieltjesschen Satzes und der

Gleichung (3) zeigt, dal dieser Rest wie 2—1 Null wird. Es

wiirde also am nichsten liegen, nunmehr ; zu subtrahieren;

2
doch besitzt diese Funktion keine so einfache Entwicklung der
gewiinschten Form?). Dagegen kommt man auch bei diesem

!) Setzt man neben die Gleichung (1) die mit ihr gleichbedeutende

dilog I'(») 1 Gy 1
T et BT

Sitzungsb. d. math.-phys, K1. Jabrg, 1913, 26
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zweiten Schritte zu einem einfachen Resultate, wenn man die
zu (2) analoge, iibrigens ebenfalls bekannte Entwicklung

CYO RS I —
e DT TR @t D@ )

benutzt; setzt man:

(25) 7y (@) — ; ;@'1_*_—1)

= 7,(2),

so erhilt man:

& 1
26 7 (2) = 2 — .
( ) 2() mzu(x_*_?,)?(x_*—y—i—l)(x—*—i’—*—z)

Bis hieher liefert das Verfahren nichts, was nicht schon
bekannt wire; aber nun lifit es sich unbegrenzt fortsetzen.

Wird

: : 2
gesetzt und die Entwicklung

1

2@+ 1@+ 2)

(28) )

= N+ A De+r+ DE T+

benutzt, so ergibt sich:

und verbindet beide mit (21', so erhiilt man die Gleichung:

dlog M) 1, 1 | 13 1
dat _x+2n:2+zb(.zf+xr)z(z—}——r+1)1’

r=0

die von Ch. Hermite in einem Briefe an Stieltjes (Corresp. 2, p. 399)
angegeben worden ist. Nach der Art, wie Hermite sich dort ausdriickt,
konnte es scheinen, als ob dabei die Integraldarstellung der von ihm
mit J" (@) bezeichneten Funktion dus Wesentliche wiire; tatsiichlich ist
das nicht der Fall, die Differenzengleichung fiir J' (1), die allein ge-
braucht wird, folgt unmittelbar aus der Definition von J(a) und der
Differenzengleichung von log I'(z).
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= 1
@9) 7@ =32 oyt Dt D - B)
usw.

Nun unterscheidet sich aber jedes Glied der Reihen (1),
(23), (26), (29) . . . von dem entsprechenden Glied der folgenden
nur durch einen Faktor, und alle Glieder aller dieser Reihen
sind fiir positive # positiv; nimmt man von diesen Faktoren
jedesmal den kleinsten, so erkennt man, daf3 fiir alle solchen z

1 d?logl'(»)
z+1 dg®

r (@) <
2
7, (@) < z+2 (%),
3
7’y ("(’) < ; ;1_7 3 Yo (x)v
also

- 1-2...m  dlog I'(w)
@+D@+2)...(x+ m)  dz?

ist. Nun ist aber fiir positive z

ru () <

lim 1200w 0
"EPa 4 D)@+ 2) . (@ Am)
also folgt:
Die Funktion
@ log I'(x)
d z?
liBt sich fiir alle positiven reellen 2 durch die kon-

vergente (nicht etwa blof semikonvergente) Fakultiiten-
reihe

(S SR S 1
30) z 2a@+1) " Sa@ £ )@+ 2
' 31 1

+

Lo D@+ D@+ T

darstellen.
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Aus allgemeinen Siitzen?) folgt daun, dag diese Reihe auch
fiir alle komplexen 2 mit positivem reellen Bestandteil kon-
d?log I'(x)

dx?
auftretenden rationalen gebrochenen Ifunktionen bekanntlich
die Partialbruchzerlegungen ergeben:

vergiert und die Funktion

darstellt. Da die in (30)

m!
;(x-};lj...x—fon)
(31 (
_l_m me=D) 1 (=)
T xz41 1.2 z42 x4+ m’

in denen die Zahlenkoeffizienten die Binomialkoeffizienten sind,

so liit sich die Integration von (30) einfach ausfithren; sie liefert:

dlog I'(x) ;

2) B logz + a + }(logx —log (z 4 1))

+ t(ogz — 2log (x 4+ 1) - log (x + 2))
R

1 ,
w1 (loga; —mlog (z 4+ 1)+ (g) log (w4 2) — + -+
+ (—1)" log (z + m))
+ .-

Dat die hier auftretende Integrationskonstante « gleich Null
sein mub, kann aus der Gleichung (9) gefolgert werden; man
kann es aber auch direkt mit Hilfe eines Satzes einsehen, der
als eine Krginzung des obenerwihnten Satzes von Stieltjes
fir den Fall m =1 angesehen werden kann und folgender-
maben lautet:

Wenn die Funktion ¢ (z) im Unendlichen von der ersten
Ordnung Nuoll wird, so lassen sich zwei Konstante a, § derart
bestimmen, daB die Differenz

w

- 1
~p@ -t

mit wachsendem z gegen Null konvergiert.

—alogx —f

) Vgl z. B. N. Nielsen, Theorie der Gammafunkiion, § 93.
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Selbstverstindlich hat man auch bei Anwendung dieses
Satzes etwaigen Polen der Nenner auszuweichen.

Um ihn fiir den vorliegenden Fall zu beweisen und die
fiir ihn geltenden Werte der Konstanten a, f zu bestimmen,
verbinden wir mit der Gleichung (4) die folgende:

(33) log x = Z_‘? (Iog <1 + - )— log (1 + -IH))

die aus (21) darch- Integration zwischen den Grenzen 1 und
hervorgeht. Die Differenz kann geschrieben werden

dlog I'(x)
da —log

e
;[1"“ <1+x+alr—1)—x—1w]’

indem die hier auftretenden Reihen fiir sich konvergieren. In der
letzten Reihe wird jedes Glied im Unendlichen von der zweiten
Ordnung Null, die Reihe selbst also von der ersten; mit Riick-
sicht auf (10) ergibt sich also:

llog I’

lim [( log I'(x) _ log x} = 0.

£y da

Da andererseits in der Entwicklung (32) fiir # = + oo alle
Klammergrolien Null werden, die erste von der ersten, die
folgenden von hoherer Ordnung, so folgt, dali @ = 0 sein muf.

Eine zweite Integration liefert dann:

log I'(2) = wloge —z + } (xlogz — (x + D log (x 4 1) +1)
+ b+ L(xlogx — 2 (@ + Dlog (@ 1) 4+ @ + 2)log(z 4 2))
+ PR

-+ ')ﬂ%—l (zlogz—m(z+Dlog(@+1)+-- -+ (1) (x+m)log (x+m))

..I»—..."
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dabei haben sich in den Klammern von der zweiten an die
von Logarithmen freien Glieder weggehoben.

Die Integrationskonstante b kdnnte man so gut wie » als
eine eigentiimliche Konstante ansehen; daf sie sich durch die
bereits in die Analysis eingefithrte Zahl 7 ausdriicken lLifit, ist
eigentlich fiir die Theorie selbst gleichgiiltig?). Ks lifit sich
am einfachsten zeigen, indem man noch eine andere Formel
der Theorie der Gammafunktion heranzieht, etwa die Wallissche
Eingrenzung der Zahl & oder das Legendresche Duplikations-
theorem, die sich beide ebenfalls elementar ableiten lassen; auch
die Raabesche Formel (19) liGt sich zu diesem Zweck benutzen.
In den hier verfolgten Gedankengang fiigt es sich am besten
ein, wenn man zunichst aus (33) durch Integration zwischen
den Grenzen 1 und x die folgende Gleichung ableitet:

zlogw — x4+ 1

o8

= Z[xlog(l—k)}il) —(37“*‘”)108'(1'*‘&._}_,.)

=1

(i 3] ool L)

und diese mit (7) und der Definition (10) der Konstanten y
verbindet; man erhilt so:

log I'(x) ——(x—-l)logx 4+ —1

-L{(x-}—r)loo (1—{— -)—(r—l—l)log(l ’—E->

r=0 _i"l

Wird dazu:

1 ~{1 1
——zlogx=2[210g<l+ _*_7) 210( <1+ P )

=y

addiert, so kann das Resultat in der von Chr. Gudermann
aegebenen Form geschrieben werden:

1) Das hat schon de Moivre Stirling gegeniiber mit Recht geltend
gemacht; vel. den Bericht von J. Eggenberger, Diss, Bern 1893,
p- 35, 42 = Bern Mitt. 1893, p. 142, 149. .
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log I'(2) — (@ — Y logz + 2z -1

5ol )

r=

- B2y oe (i) )

=
indem jede der beiden Summen fiir sich konvergiert. Die erste
von ihnen erfiillt die Voraussetzungen des Stieltjesschen Satzes®)
bzw. seiner p. 388 gegebenen Verallgemeinerung; man hat also:
lim [log I'(x) - (z — PDlogw+ 2 ~1] = — 8,
Lyt

wenn mit §; die Summe

Sl ol 1
(35) 5 = é {(n + 2) log (1 +- ”> — IJ

bezeichnet wird. Diese kann in

Sforvms(ie]) -1y [+, 5[ -1s (1))

r=! r=1
umgeformt werden, ist also nach (10), (15) und (18) gleich
1 —log 1/2x. Also ergibt sich schlieilich
lim [log I'(x) — (& — Ylogx + 2] = log /27
rtm

und folglich muf; die Konstante 4 in (34) gleich log 1/2 7 sein.

Ubergang von Logarithmus zum Numerus gibt schlieGlich
noch die Darstellung der Gammafunktion selbst durch das un-

endliche Produkt
3

s 7 - b 124:2
['(x) = 1//2 axte * — .171/? \I/I_/li (E;F %)_ ><

(36) (x4 1V (@ 1)2e
4 5
]/ 2 (x + 0)m+o) o xx(x+ )6u+); (a: +4),_|.4

@D @3 Y @+ DT 3y e

1} Durch diesen Satz erledigt sich aueh das von Gudermann, Journ.
f. Math., 29, p. 211 ausgesprochene Bedenken, wieso seine Formel und
die Stirlingsche zugleich richtig sein konnten.
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Sie teilt mit der Stirlingschen Formel den Vorzug, das Ver-
halten der Gammafunktion fiir unendlich grofie positive Ar-
gumentwerte erkennen zu Jassen, ist aber wie die vorangehenden
Entwicklungen fiir alle 2 mit positivem reellen Bestandteil
wirklich konvergent, nicht blof semikonvergent. Ubrigens
treten in ihr keine Bernoullischen oder Stirlingschen Zahlen,
sondern nur Binomialkoeffizienten auf. Beim Vergleich mit
der Stirlingschen Formel beachte man, dafi asymptotisch

(o + pyricoashier,
und daB folglich die in (35) auftretende Quadratwurzel asym-
ptotisch gleich 1~, jede der folgenden Wurzelgréfen aber

V'

asymptotisch gleich 1 ist.



