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Uber das d’Alembert'sche Prinzip.

Von F. Lindemann.

{Etuffdavfin 5. Mart)

In der analytischen Mechanik kommen zwei verschiedene
Ausgangspunkte zur Geltung: erstens geht man von dem
Newton’schen Prinzipe der Gleichheit von actio und reactio
aus und setzt die Komponenten der wirkenden Krafte gleich
den Komponenten der Beschleunigungen multipliziert in die
betreffenden Massen, um so zu den Lagrange’schen Differential-
gleichungen zu gelangen; zweitens stellt man das d’Alem-
bert'sche Prinzip an die Spitze, nach welchem die virtuelle
Arbeit der »verlorenen“ Krafte in jedem Momente gleich Null
sein muss.

Beide Anséatze erweisen sich bei einer freien Bewegung als
absolut identisch; bei einer *bedingten* Bewegung ist diese
Identitat aber bisher nur an einzelnen einfachen Fallen nach-
gewiesen, z. B. wenn es sich um die Bewegung eines einzelnen
Punktes auf einer vorgeschriebenen (eventuell mit der Zeit
veranderlichen) Flache oder Kurve handelt. Bei komplizierteren
Bedingungen stellt man entweder das d’Alembert’sche Prinzip
axiomatisch als durch die Erfahrung erprobt an die Spitze,
oder man geht ebenso axiomatisch von der Lagrange’schen
Methode der Multiplikatoren aus und stellt dem entsprechend
die den Bedingungen ,&quivalenten Krafte* nach Analogie
mit jenen einfachsten Fallen analytisch dar.

Will man beide Ausgangspunkte miteinander vereinigen,
so handelt es sich darum, den analytischen Ausdruck fir diese
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aquivalenten Krafte oder Reaktionskrafte als notwendig zu
erweisen. Es erhebt sich also die Frage, durch welche Eigen-
schaften werden diese aquivalenten Krafte definiert? Wahlt
man die Definition so, dass durch dieselben, wenn sie allein
zur Wirkung kommen, die Ruhelage aller Punkte nicht gestort
wird, dass also alle von ihnen erzeugten Beschleunigungen sich
stets gegenseitig zerstéren, so lasst sich, wie im Folgenden
gezeigt werden soll, in der Tat eine Ableitung des d'Alem-
bert’sehen Prinzipes aus den New tonlsehen Grundsatzen rein
analytisch gewinnen, und zwar fir die verschiedenen Félle, wo
entweder nur die Koordinaten der bewegten Punkte, oder auch
die Zeit, oder auch die Komponenten der Geschwindigkeiten
in den Bedingungen Vorkommen.

Hat man einmal das d’'Alembert’sche Prinzip gewonnen,
so ist durch die Arbeiten von Holder und Vossl der Weg
vollkommen Kklar gelegt, wie man von dort zum Hamilton-
schen Prinzipe oder zum Prinzipe der kleinsten Wirkung fort-
schreiten kann. Hierauf braucht daher nicht weiter einge-
gangen zu werden, ebensowenig auf das Prinzip der virtuellen
Geschwindigkeiten, da die Statik als Grenzfall der Dynamik zu
behandeln ist.

I. Die Bedingungsgleichungen enthalten nur die Koordinaten
der bewegten Punkte.

Es seien n Punkte mit den Massen m,, m2, ... m,, und den
Koordinaten Y,, Sl%........ y*, z%gegeben, auf die in Ub-
licher Weise die Krafte mit den Komponenten Xif YiyZt

1) Vgl. Holder: Uber die Prinzipien von Hamilton und Mau-
pertuis, Goéttinger Nachrichten 1896; Voss: Uber die Differential-
gleichungen der Mechanik, Math. Annalen Bd. 25, 1884; Uber die Prin-
zipe von Hamilton und Maupertuis, Gottinger Nachrichten 1900;
Bemerkungen uber die Prinzipe der Mechanik, Sitzungsberichte d. math.-
phys. Klasse d. K. Bayer. Akad. d.W. Bd. 31, 1901; vgl. auch Routh,
Dynamics of a rigid body, vol. ., 1892, § 445 (S. 329 der deutschen Aus-
gabe von Sehepp).
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wirken, so dass fttr ein »freies” System die Differentialglei-
chungen der Dynamik in der Form

,IN doxt \Y; d*y4d v doad "
(D — Xf» N dt2 N dt2
i = 12,...n
erscheinen. Es mdgen nun die Bedingungsgleichungen
(2) i= 0, f% O, ......... f.-O

hinzugef&gt werden, wo jede der Funktionen f4 von den Ko-
ordinaten der n Punkte (nicht aber von ihren Geschwindigkeiten
oder von der Zeit) abhangen soll. Zu den Kréaften X, Yi, Z4
treten dann auf den rechten Seiten der Gleichungen (1) die
mit Ei, Hi, Zi zu bezeichnenden Komponenten der sogenannten
~Reaktionskrafte* hinzu, welche das System der Bedingungs-
gleichungen (2) »ersetzen“; wir erhalten demnach

(4)

und auf Grund dieser Gleichungen kann das System jetzt wieder
als ein freies behandelt werden.

Um die unbekannten Grgssen Ei, Hi, Z4 zu bestimmen, ist
notwendig diese Reaktionskrafte so zu definieren, dass man
aus der Definition den analytischen Ansatz gewinnt; das ge-
schehe durch folgende Festsetzung:

Wir sagen »ein System von Kréaften mit den Kom-
ponenten Et, Hi, Zi ersetzt ein gegebenes System von
Bedingungen® oder »die Kréafte Ei, Hi, Zi sind diesen
Bedingungen &quivalent* oder »die Krafte Et, Hi, Zt
bilden das diesen Bedingungen entsprechende System
von Reaktionskraften“, wenn diese Kréafte, sobald sie
fur sich allein wirken, keine Bewegung hervorrufen,
d h. wenn die Differentialgleichungen

N nl d* Xi_ i, d*yt _jj dwi

in Folge der Gleichungen (2) nur eine solche Lésung
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gestatten, bei der die Geschwindigkeiten aller Funkte
dauernd gleich Null sind, sobald dieselben zur An-
fangszeit gleich Null angenommen werden, und wenn
auch jede Bewegung dieser Art, die mit den Glei-
chungen (2) vertraglich ist, als eine L6osung der Dif-
ferentialgleichungen (5) betrachtet werden kann.

Diese Festsetzungen entsprechen offenbar dem, was man
sich unbewusst unter den Reaktionskréften eines Systems von
Bedingungen vorzustellen pflegt. Es ist zu zeigen, dass sich
die Komponenten H, Z, immer diesen Forderungen gemass
bestimmen lassen; diese Bestimmung ist auszufuihren.

Bezeichnen wir mit Vi die Geschwindigkeit des Punktes
Xi, y,,, Zi zur Zeit t und mit v,0 diejenige zur Anfangszeit f)
so folgt aus (5) in bekannter Weise

t

(6 1 £ m,(vf— vlo)= %‘[L (=Xi+ Hiy{+ Ziz?)dt,
i i

wenn X\, y/, 2\ die Komponenten von tv bedeuten. Nun sollen
alle Vio= 0 sein; und es sollen dann auch alle v, in Folge
von (2) verschwinden; folglich ist die rechte Seite fur jede
Zeit t gleich Null zu setzen; insbesondere auch fur t dt;
es muss demnach die Bedingung

(7) S 1(-S/dXi—f Bidy, + Z,dz.)= 0
erfallt sein, und zwar in Folge der Gleichungen (2). Letztere
ergeben

N *ko 4| N _ | <) = (7 -
(8) SI%Xi< «+Qy%/« + Q7"i 3 o fur £<=1,2,...m.

Die Gleichung (7) muss also eine identische Folge der
Gleichungen (8) sein; und daraus folgt nach der Theorie der
linearen Gleichungen, dass sich Multiplikatoren Aj, A,, ... im
bestimmen lassen, mittelst deren sich die Komponenten Hi, Zi
in der folgenden Form darstellen:

= \Ww13fh i V*gA~fk x| Ak
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Dadurch haben wir die bekannten und allgemein ange-
nommenen Lagrange’sehen Ausdriicke erhalten.]

Wenn also die verlangte Ruhe eintreten soll, so missen
die Komponenten 5%, A, Zi in der Form (9) angesetzt werden
kénnen. Umgekehrt haben unter diesen Annahmen die
Gleichungen (5) stets die Ruhe des Systems zur Folge,
wenn zur Zeit t= tO0 das System sich in Ruhe befand; denn
in Folge von (9) und (8) verschwindet die Summe unter dem
Integralzeichen der rechten Seite von (6), und es ergibt sich

£ mv-= o,
i

also Vi= 0, w. z. b. w.

U. Die Bedingungsgleichungen enthalten neben den Koordinaten
die Zeit explicite.

Da sich die Bedingungen mit der Zeit andern, kann hier
nicht von Ruhe gesprochen werden; hdchstens kdnnten unter
besonderen Umstanden einzelne Punkte des Systems dauernd
in Ruhe bleiben. Hier wird man die Reaktionskrafte so defi-
nieren, dass ein mdoglichst hoher Grad von Ruhe erreicht wird.
Enthélt jede der m Bedingungsgleichungen die Zeit explicite,
0 kann man n— m Punkte festhalten und nur den uUbrigen

entsprechende Bewegungen erteilen. Wie letztere stattfinden,
soll dabei willktrlich bleiben.

W ir definieren hier das System von Reaktionskraften durch
folgende Festsetzungen:

) Da diese Kréafte im Gleichgewichte sind, sobald die Bedingungen
fk= 0 erfullt sind, konnte man versucht sein zu schliessen, dass in
Folge jener Bedingungen die Gleichungen

Ei= 0, Hi=0, zZi—O0
erfullt sein mussten. Dieser Schluss ist deshalb nicht berechtigt, weil
unsere Forderung des Gleichgewichtes voraussetzt, dass die Anfangsge-
schwindigkeiten samtlich verschwinden. Man kann daher nur aus den

Integralgleichungen der Gleichungen (5), nicht aus letzteren selbst Schlisse
ziehen.

1904. Sitzungflb. d. matb.-pliys. KI. 6
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Handelt es sich um die Bewegung von » Punkten,
und enthalten die m Bedingungsgleichungen die Zeit
explicite, so verstehen wir unter den Reaktionskréften
der Bedingungen ein System von Kraften mit folgen-
den Eigenschaften: Bleiben irgend n — tn der » Punkte
in Ruhe, so bewegen sich die uUbrigen m Punkte in
Folge der Wirkung jener Reaktionskréafte mit den-
jenigen Geschwindigkeiten, die sich aus den m Be-
dingungsgleichungen ergeben, falls noch die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten gegeben werden; setzen
wir umgekehrt die Komponenten der Reaktionskrafte
in die Gleichungen (5) ein und nehmen an, dass sich
irgend m der n Punkte den Bedingungen geméss auf
vorgeschriebenen Bahnen bewegen, so sollen die Ubri-
gen n— m Punkte in Ruhe bleiben, falls ihnen keine
Anfangsgeschwindigkeiten erteilt werden.

Bleiben die Punkte mit den Indices w-]-1, w -f
in Ruhe, so sind die Gleichungen (8) durch die folgenden zu
ersetzen:

(10) +vboO

Bezeichnet man ferner mit o,, 3® yt die Richtungswinkel
der Geschwindigkeit tv des Punktes #,,y,, gegen die Koordi-
natenaxen, so ist

Xi= Mcosa,, Yi= v,cos/? 2Z\= vtcosy,,

wobei diese Richtungswinkel willklrlich bleiben; die Glei-
chungen (10) werden dann

Q1=1, *( I i A +8*cos*)+Vi=0
far €= 1,2,3,... m.
Aus diesen m Gleichungen kann inan (da die Funktionen

fk von einander unabhangig sein sollen) die m Geschwindig-
keiten Vi berechnen, und findet sie in der Form
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wo die fiik von den gegebenen Funktionen fk und den will-
kdrlich gegebenen Richtungen at, B3, yt abhangen.

Setzen wir jetzt wieder die Gleichungen (5) an, bilden die
Gleichung der lebendigen Kraft nach (6) und differenzieren die
letztere, so wird:

Flr wunser System von »Reaktionskréaften“ soll
nun diese Gleichung eine identische Folge der Glei-
chungen (2), also auch der Geichungen (10) sein. Es
missen deshalb Gleichungen der folgenden Form bestehen
(i= 1,2,3,.. .m):

(14)

* * x*f1_ | *u _ _, tu
dt~ | dt * dt ** dt'
Andererseits folgt aus (12)
nach der letzten Gleichung (14) ist demnach
Die Koeffizienten sind vollkommen bestimmt, wenn die
Richtungen a*, y, in (11) gegeben sind, ebenso sind dann

de Werte vollkommen bestimmt. Denkt man sich also
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diese Richtungen in beliebiger Weise von den Koordinaten

Vi, Zi und von der Zeit t abhangig, so bleiben auch die
Faktoren fiki in (12), und folglich auch die tn »Multiplikatoren*
in (14) und (15) vollkommen unbestimmt.

Man koénnte die Frage aufwerfen, weshalb wir bei Defini-
tion der »Reaktionskrafte® durch Bewegungen, die dem Zu-
stande der Ruhe mdglichst nahe kommen, nicht Uber diese
Richtungen a,, /2, y, noch speziellere beschrankende Festset-
zungen machten. Sollen aber die allgemeinen Gleichungen (4),
welche anzuwenden sind, wenn zu den Reaktionskraften EAHAZi
noch &ussere Krafte X«, F, Z{ hinzutreten, Uberhaupt eine
Bewegung als mdglich ergeben, so missen bekanntlich tn noch
unbestimmte Funktionen in die Grossen «?,, Z 4 eingehen;
man darf daher die bei Definition der Reaktionskrafte zuge-
lassenen Bewegungen nicht so weit spezialisieren, dass weniger
als tn unbestimmte Funktionen in den Gleichungen (14) auf-
treten.

Die Gleichungen (14) lassen die Grossen

—m+I» i, .... EmI£n, Zn
noch ganz unbestimmt. Da wir aber statt der Punkte mit den
Indices 1,2,... m ebenso gut irgend welche andere Punkte
auszeichnen kénnen, so bestimmen sich schliesslich alle EAHAZI
in analoger Weise, und wir haben allgemein (i= 1,2, .. .. w)

= . = £ >uil-, 4 = £**§£

« g T Tavt K E s
(lo; H ]
I aii 1 A Woor
=-,5/*77-

Nehmen wir umgekehrt an, dass sich (wie es unsere
Definition der Reaktionskrafte erfordert) tn Punkte in vorge-
schriebener Weise geméss den Bedingungen bewegen, so kdnnen
wir ihre Geschwindigkeiten aus den Gleichungen (11) in der
Form (12) berechnen, wenn es sich z. B. um die Punkte mit
den Indices 1, 2,... tn handelt. Wir haben dann in (16) die
willkdrlichen Funktionen h gemiiss (15) durch die willktrlichen
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Funktionen /7 auszudriicken, so dass sich die letzte Gleichung
(16) in die beiden Gleichungen

\A Vi . dfk dvg
2jfniviqT7= — L, EYMiVi-ji: 0
o= <t *=j et *=m+i at

zerlegt; durch Integration der letzten Gleichung findet man

»

S #,(0? —»/0= 0,

also in der Tat alle = O fur i= m--1,... w, sobald die
Anfangsgeschwindigkeiten verschwinden, w. z. b. w.

Die erste R"ihe der Gleichungen (16) ergibt sich auch,
wenn man von der Vorstellung ausgeht, dass in jedem Zeit-
moniente das System der Reaktionskrafte sich so verhalten
muss, als wenn die Bedingungen von der Zeit unabhangig waren.
Da aber ein Zeitmoment immer nur durch eine unendlich kleine
Zeit dt, nicht durch die Annahme dt = O, zu charakterisieren
ist, so ist diese Vorstellung weniger befriedigend.

Ul. Die Bedingungen enthalten neben den Koordinaten der
bewegten Punkte auch deren Differentialqguotienten nach derZeit.

Enthalten die Bedingungsgleichungen (2) auch die Kom-
ponenten X%y 2\ der Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte
in der Form, dass die linken Seiten als lineare homogene Funk-
tionen dieser Komponenten erscheinen, d. h. sind sie von der
Form
a7 Zki*i)= 0 fur fc= 1,2, 3,... ro,

=0
0 bleibt der Ansatz derselbe, wie im ersten Falle, wo nur die
Koordinaten der bewegten Punkte in den Gleichungen vor-
kamen. W ir definieren das System der Reaktions-
krafte als ein solches, unter dessen Wirkung keine
Bewegung zu Stande kommt, wenn die Anfangsge-
schwindigkeiten aller Punkte gleichNull angenommen
werden.
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Sollen jetzt die Differentialgleichungen (5) eine solche
Lésung zulassen, so muss wieder die Gleichung (7) eine Folge
der Gleichungen (17) sein, so dass wir

(18) *Si = Zﬂh <Pk, ii, = SthWkii Zi — ILXk%ki

zu setzen haben,) wobei es gleichgiltig ist, ob die linken Seiten
der Gleichungen (17) vollstandige Differentiale sind oder nicht.

Geht man umgekehrt von den Gleichungen (18) aus, so
ergibt sich in obiger Weise wieder

naVi = O,

also i\ = 0, wie es sein sollte.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Funktionen <ki, y>*i» 2%
nur von den Koordinaten der bewegten Punkte abhangen.
Kommen in ihnen auch noch die Geschwindigkeiten vor, so
sind diese Funktionen durch einen Ansatz von der Form (7)
nicht vollig bestimmt; die friheren Schlisse fuhren daher nicht
zum Ziele.

In diesem allgemeineren Falle definieren wir die
Reaktionskréafte ebenso wie vorhin, vorausgesetzt,
dass die Ruhe mit den Bedingungen des Systems ver-
traglich ist. Wir bilden aus (2) durch Differentiation nach t
die Gleichungen

) Diese Gleichungen sind also von derselben Form, als wenn die
linken Seiten der Gleichungen (17) aus den Bedingungen fk= 0 (die nur
die Koordinaten enthalten) durch Differentiation nach t entstehen. Der
Unterschied zwischen holonomen und nichtholonomen Bedingungen, wie
ihn Hertz gemacht hat, kommt also bei Aufstellung der Lagrange-
schen Gleichungen in ihrer ersten Form nicht in Betracht. Anders ist es,
wenn man einige der Variabein durch die Bedingungen eliminieren, also
die Lagran ge’schen Gleichungen ,zweiter Form* aufstellen will; dabei
ist Vorsicht geboten; vgl. Voss, Math. Annalen, Bd. 25, 1885 und die
unten erwahnte Schrift von Appell. — Fiur einen bewegten Punkt und
eine Bedingung der Form (17) sind Ubrigens nach Voss die Gleichungen
(18) ebenso geometrisch abzuleiten, wie die entsprechenden bei Bewegung
eines Punktes auf einer gegebenen Fliche.
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fur = 1,2,3, m.
Diese Bedingungen sollen jetzt die Gleichung
(20) £ (BiX'i+ HiVi+ Z{8i)= 0

zur Folge haben. Dementsprechend setzen wir

(21)

Dieser Ansatz ist zwar durch die Gleichungen (19), (20)
allein noch nicht vollstdndig gerechtfertigt; er wird es aber,
wenn man bedenkt, dass auch die aus (20) durch Differentiation
hervorgehenden Gleichungen

eine identische Folge der aus (19) durch Differentiation hervor-
gehenden Gleichungen

sin muss. Hier laufen die Indices i, | von 1 bis 3n; und es ist
$i= zi far i= 1,2,.. .»,
£i= Vi * i=n+l, n+ 2,...2n,

. 1= 2w--1, 2n --2,.. .3 w.

Da wir verlangen, dass durch Einwirkung der Reaktions-
kréfte keine Bewegung entsteht, so kénnten wir Uberall = 0
setzen. Aber es sollen auch umgekehrt aus dem An-
satze (21) wieder die Gleichungen v,= 0 durch In-
tegration folgen, und deshalb mussen wir die Glieder mit
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yU z\ beibehalten. In der Tat wird dann in bekannter
Weise aus (5) die Gleichung

dvi . dfk__a
ividt~\ k~-dt~-Q
gewonnen, also
i; » (I>— v = o,
oder wenn alle Anfangsgeschwindigkeiten gleich Null genommen
werden
V= 0, fari= 1,2,...n,
wie es sein sollte.

Etwas anders muss man verfahren, wenn die Bedingungs-
gleichungen so beschaffen sind, dass die Geschwindigkeiten der
n Punkte nicht gleichzeitig gleich Null sein kénnen, so dass
man auch die Anfangsgeschwindigkeiten nicht gleich Null an-
nehmen darf. Das tritt z. B. ein, wenn durch die Bedingungs-
gleichungen direkt die Konstanz der Geschwindigkeiten einzelner
Punkte verlangt wird. Hier ist eine neue Definition des
Gleichgewichtes) und demnach auch der Reaktionskrafte
notwendig; wir wahlen sie analog dem Falle, wo die Zeit
explicite in den Bedingungen vorkam. Die Reaktionskrafte
sollen hier durch folgende Eigenschaften definiert
werden: bleiben irgend n—m (wobei zundchst n—m>0
sei) der n Punkte in Ruhe, so bewegen sich unter
alleiniger Wirkung der Reaktionskrafte die uUbrigen
m Punkte mit konstanten Geschwindigkeiten in den-
jenigen Richtungen, die sich aus den Bedingungs-
gleichungen ergeben; setzt man umgekehrt die Kom-
ponenten der Reaktionskréfte in die Gleichungen (5)
ein und nimmt an, dass sich irgend m der n Punkte
mit konstanten Geschwindigkeiten auf Bahnen, die
den Bedingungen entsprechen, bewegen, so bleiben
die tUbrigen n— m Punkte in Ruhe.

') Auch Boltzmann gibt fur bewegte Systeme ausdrucklich eine
neue Definition des Gleichgewichtes: Vorlesungen uber die Prinzipe
der Mechanik, Teil 1, p. 233, Leipzig 1897; diese Definition stimmt im
Resultate fur den von ihm behandelten besonderen Fall mit der unsrigen
uberein, ist aber von den &usseren Kréaften abhéngig.
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Bleiben wieder die Punkte mit den Indices tn+ 1,tn+2,... n
in Ruhe, so ergibt sich in der friheren Weise:

£ _’\N-v,~tt—£1(Si + joiyp+ N

1=1 «t »=
es ist also (fur i — 1, 2, 3,... m), wenn alle verschwinden,
(22, « - 5 *(jg +99).
wo die Glieder in x\vy,, aus analogen Grinden, wie oben,

hinzugefugt werden mussten. Hiermit ist die Form der Kom-
ponenten Ei, Hi, Zi bestimmt; und da dieselbe Uberlegung fiir
irgend n— m feste Punkte Geltung hat, so nehmen wir diese
Form far alle Indices (i = 1,... .n) in Anspruch.

Setzen wir umgekehrt die gefundenen Werte Ei, Hi, Z> in
die Differentialgleichungen (5) ein, so ergibt sich wieder

Yamivi Vi = §,
i=1 dt

und durch Integration
M
Xi tn, (vf — v'v) = O.

Setzen wir fest, dass 5= v{f} sei fur i= 1,2,... m (wo-
durch die tn Funktionen X noch nicht spezialisiert sind, da die
Bahnen der tn Punkte noch willkurlich bleiben), so folgt

n
m, vi= 0,
<rm-fl
wenn die Anfangsgeschwindigkeiten der Gbrigen n — m Punkte
gleich Null waren, also wieder vt= 0 far i=tn+1, tn+ 2,... n;
W z. b, w.
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Ist insbesondere n— m = 0, so kann man die Umkehrung
unserer Forderung offenbar (wie aus den aufgestellten Glei-
chungen hervorgeht) dahin aussprechen, dass der letzte in
Ruhe bleibt oder sich mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, wenn die Ubrigen n— 1 Punkte sich auf
Bahnen, die den Bedingungen gentgen, mit kon-
stanten Geschwindigkeiten bewegen.

Ferner kann es eintreten, dass man einigen (etwa ju) der
Ubrigen m Punkte eine verschwindende Anfangsgeschwindigkeit
erteilen kann, ohne mit den Bedingungsgleichungen in Wider-
spruch zu kommen; dann genigt es jene umgekehrte Forderung
dahin auszusprechen, dass n — Punkte in Ruhe
bleiben, (unter alleiniger Wirkung der Reaktions-
krafte), wenn die tUbrigen yn— /A Punkte sich auf ent-
sprechenden Bahnen mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen.

In allen diesen Fallen bleibt dann, wenn keine anderen
als die Reaktionskrafte wirken, die lebendige Kraft des Sjstemes
stets unveranderlich; diese Forderung umfasst alle Falle und
koénnte an die Spitze gestellt werden,) wenn man von energeti-
schen Prinzipien ausgeht. Will man aber auf die Newton-
schen Grundbegriffe zuriickgehen, so mussen die einzelnen Falle
gesondert durch passende, und unser Kausalititsbedurfnis be-
friedigende Definitionen erledigt werden.

IV. Einige Beispiele.

1. Es handle sich um die Bewegung eines einzelnen
Punktes, auf den allein die Schwerkraft wirkt; und es sei die
Bedingung gegeben, dass die Geschwindigkeit konstant (= a)
sein soll. Diese Bedingung ist also

(23) X* + y'2+ —a*= 0.

1) Sie wirde dann mit Boltzm ann’s Definition des Gleichgewichtes
von bewegten Systemen im Wesentlichen Ubereinstimmeii.
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Nach (22) haben wir
S—2Xx'\ H=2Xy*“ Z=2Xz".

Die Differentialgleichungen (4) fur die Bewegung des
Punktes lauten daher

m ~ = 2XX\ m®»BE=*2Xy'\ -G + 2Xzu,

wo 6r das Gewicht des Punktes bezeichnet, oder wenn

2X= m-ju
gesetzt wird:

und hieraus (da fi wegen der dritten Gleichung nicht gleich 1
sein kann):

ud aus (23) durch Differentiieren:

& 0* 2% — flo= Of
also z& 0, folglich auch z* = 0O, und aus der dritten Gleichung
p= oo, aber fizu= — g. Aus z*= 0 ergibt sich z = Const.
Der Punkt kann sich also nur in einer horizontalen Ebene
bewegen (wie vorauszusehen war).

Man koénnte denken, der Bedingung (23) durch Leitung
des Punktes zu genugen, indem man ihn mit einem anderen
willktrlich bewegten Punkte verbindet; dann aber wirde es
sich nicht um einen einzelnen Punkt, sondern um zwei be-
wegte Punkte handeln.

2. Es werde jetzt der gestellten Bedingung die Form
(25)

gegeben, dann erhalten wir
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also fi = 1, oder wie oben:

dux A aw A | a*l
df* odt*~ ' 'L N+ 2]~

Nehmen wir z*= 0, so folgt, da x' und y' konstant sein
mussen, aus (25): z = Konst., und aus der letzten Gleichung (26)

(263 jLia%= 2ff.

Sind also a, B,y die Komponenten der Geschwindigkeit
zur Zeit t= 0, so bewegt sich der Punkt in einer Horizontal-
ebene, die durch die Gleichung

o+ B2+ y2+ z—O0

bestimmt wird. Geht man von der Bedingung ju= 1 aus, so
folgt aus der letzten Gleichung (26): a%= 2 g, was mit (26%)
in Ubereinstimmung ist; der Fall ist als Grenzfall des allge-
meinen zu erledigen.

3. Ist die Bedingungsgleichung in der Form
(27) x'2+ yn-f z224-a*x = 0

gegeben, so erhalten wir

/oov  d*X (ali u\ dly t, d*z I v
* * dt* ~p(2 + * )’ dt*~ fty ' dt* ~ ~ 9m*"3’
also z" = 0, denn fi kann nicht gleich 1 sein; ferner aus (27)

durch Differenzieren und Eliminieren von x" und z*:
(29) *a'z'= gz\

(dieselbe Gleichung findet man aus dem Satze von der leben-
digen Kraft), und durch nochmaliges Differenzieren

//%4 »

folglich ist ft konstant, und die Gleichungen (28) sind sofort
integrierbar:
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Aus (29) folgt dann aa}= 2yg, und aus (27), wenn zur
Abkulrzung

gesetzt wird:
{a-2gbt)%+ (y-a*bt)%+ B*+a*(-gbt%+ at+ a)= 0.

Folglich besteht die Relation (denn die Faktoren von t
ud  verschwinden identisch):

a*+/F+yl+ata'—O0.
Der Punkt bewegt sich in der Ebene
a¥x — 29z — a%a*— 2gy\

welche zur Y-Axe parallel ist, und beschreibt in dieser eine
Parabel. Verlangt man umgekehrt, dass der Punkt sich in
dieser Ebene bewege, so erhédlt man aus den elementaren
Formeln:

wes mit den Gleichungen (28) in Ubereinstimmung ist.

4. Es werde ferner ein Punkt betrachtet, der sich unter
Wirkung der Schwerkraft auf einer Kugel mit konstanter
Geschwindigkeit bewegen soll. Hier haben wir die beiden
Bedingungsgleichungen

(61)

+ y%+ ** =1\

Die Gleichungen der Bewegung sind daher
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miRt= 2Xx+ 2nx*“, = 2Xy + 2py"“,
mgR = -G + 2Xz+ 2,iz",

oder:

(32) x"=Xix+ dix"1 Z9= g+ K prrme

Multipliziert man diese Gleichungen mit x\ y4z* und addiert,
so ergibt sich in Folge von (32)

z= 0, also auch z"= 0 und z= z0, folglich:
— 9+ 1li*0=0,
ferner durch Differenzieren der beiden Gleichungen (31) unter
Benutzung von (32):
X'X + y'y=0 XX(x'x + y*y)= 0,
folglich auch
X"X-\-y"y-\-x‘%y '* =0 oder (I-/eld(a*-j@)+ A" 4-y,)=0,
also auch
(l-z0O0 a '+~ -~0 ,
(i — /igor~0= — (J(F—4):
Die Grossen /* und Xx sind demnach konstant; und wir
finden x und y als Integrale der Gleichung

V/4 ™M

namlich
A= A sinat-f- B cosinat,
wo
a* =
1—M r*-4°
Der Punkt bewegt sich in bekannter Weise in einem
horizontalen Kreise, auf dem er ganz herumschwingt.

5. Schliesslich betrachten wir einen Punkt, der sich unter
Wirkung der Schwerkraft so bewegt, dass zwischen seinen
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Geschwindigkeitskomponenten eine lineare, nicht homogene
Gleichung

(33) ax*f-by*+ czr= e

besteht. Die Differentialgleichungen lauten

0J. d'x Xu  d%y y" d'z ,
N xodtr a zf' dt* ~ y oo — A+

Die auch hier anwendbare Gleichung der lebendigen Kraft
gibt, wenn h eine Konstante bedeutet

(35) 4vr= —gz+ h.

Ferner ist entweder x'= aX oder # "= 0, ebenso y‘= bX
oder yd= 0. Nehmen wir x*= aX y*= bX, so folgt aus (33)
ud (35)

A@*-fft) + cz'= e,
*(f|*+6*)|*+ * * *k = _ * % + A’
ud hieraus durch Elimination von
(36) (aa+ b% Xfcl -\-[e — X(@*+ &¥]*==— 2gc¥z + 2c%h.

Durch diese quadratische Gleichung wird X als Funktion
wvon z bestimmt; es sei X= g>(z), so folgt aus der dritten
Gleichung (34)

zuzr= —gz--f c - P(z2) - z".

Durch Integration ergibt sich z als Funktion von t und
damn findet man x und y aus den Gleichungen x‘=aX, y*=bX.

Gehen wir von den Lésungen x"= 0, y"= 0 der ersten beiden
Gleichungen (34) aus, so folgt aus (33) auch z“= 0, und die
letzte Gleichung (34) gibt z*=0; es wird also

(37) XxX=Bt+ y, y=RBlt+ y1, z= yt
mit der Bedingung
ak-\-bR,= c
Endlich kdnnten wir auch x*=aX, y“—0 wahlen; dann
folgt aus (33) und (34), wenn y = Bt-\-B* gesetzt wird:
(37) a'X+ bBR-I-
a%zuz-wmg z*¥) -f bclR + cwz*= ec,
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also durch Integration
a*Y + r(«*</+ ¢ = cle —bRB)t+ C,

wo C eine Konstante bezeichnet. Die Gleichung ist von der

Form
z*+ Az = Bt + C;
setzt man also
Az -{~Bt= Br,
so wird
dz VvV a

l + B t= C,
1 ..1
B dES
BVC-Bt
Jb + AVC —Bt

wenn C4eine neue Konstante ist. Hieraus ergibt sich z=<P(t),
und dann aus (37) A= ¥KE£), womit dann auch

dx + c\

x=%a 'F(t)dt+C™"
bestimmt ist.

Wenn in (33) die rechte Seite, d. h. die Konstante ey ver-
schwindet, so kann man das Problem auch nach den Formeln
(18) behandeln. Man findet

dux d % 7 d%z
dp==fth' d**=_i/*+ /iC

Durch Differenzieren von (33) erhalt man

fi (o* + + <®— gzc,

also
/O <I* «* + \F
(G dP a'+bh'+c*9*
* A-
z Ashat+ Ig'cosmat', a= ° 4V id

v/ c%(/A sin at-\-B cosin at),

al gb? f

wo A und B Integrationskonstante sind. Es wird dann
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* = (- £“ at~ * cosina*) + ¢ *+ o>

y - (" i sina*- 5 cosim*)+ *+c'm
Setzt man diese Werte in die Bedingung
ax'-f-6y*+ c*'= 0

in, so wird dieselbe nicht identisch befriedigt. Die allgemeine
josung der Gleichung (38) ist daher nicht brauchbar; man
quss vielmehr £ = 0 nehmen; dann ist auch ju= 0, und es wird:

X = at a\ y= Bt-B*

mit der Bedingung
aa+ B6= 0.

Diese Losung ist mit der in (37) gefundenen wesentlich
identisch. In der Tat muss der Fall e= 0 im allgemeinen
Falle enthalten sein. Man erkennt dies an den Differential-
gleichungen nicht ohne weiteres, weil die Identitdt nur dann
eintritt, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten gleich Null ange-
nommren werden.]

Y. Das d'Alembert’sche Prinzip.

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) bezw. mit bxiy
bzi und bilden die Summe, so entsteht die eine Gleichung

(39)L mY')dy<+{m<jw "z*)H =°’

weldhe das System der Gleichungen (1) vollkommen ersetzt,
wan die Grossen bxiy byiy bzt willklrlich bleiben. Diese
«ymbolische Zusammenfassung“ der Gleichungen (1) bietet
keire besonderen Vorteile, so lange das System der Punkte m
keiren beschrankenden Bedingungen unterworfen ist.

*) Vgl. oben die Anmerkung auf Seite 81.
1904 Sitximgsb. d. math.-phya. KI. 7
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,Die wahre Bedeutung dieser Darstellung liegt vielmehr
darin, dass sie auch noch dann beizubehalten ist, wenn das
System nicht mehr ein freies ist, sondern wenn Bedingungs-
gleichungen hinzutreten, welche die Verbindungen der Punkte
ausdriucken. Aber alsdann sind die Variationen (d. h. die Grossen
&tt,, &» nicht mehr als ganz willkdrlich und von einander
unabhéngig zu betrachten, sondern als virtuelle Variationen,
d. h. als solche, welche mit den Bedingungen vereinbar sind, j
......... Die im Obigen enthaltene Ausdehnung unserer symboli- j
sehen Gleichung auf ein durch Bedingungen beschranktes System
ist, wie sich von selbst versteht, nicht bewiesen, sondern nur histo-
risch ausgesprochen........... Diese Ausdehnung zu beweisen, ist
keineswegs unsere Absicht, wir wollen sie vielmehr als en
Prinzip ansehen, welches zu beweisen nicht notig ist. Dies ist
die Ansicht vieler Mathematiker, namentlich auch von Gauss.Q*

Auf diesem Standpunkte scheint man im wesentlichen auch
heute noch zu stehen.2 Gleichwertig damit ist es, wenn nman
die ,Reaktionskrafte”, wie es z. B. Kirchhoff tut, in der durch
obige Gleichungen (9) gegebenen Form ansetzt, denn da de
Grossen <$4,, By, bzi den Gleichungen

(40) ftlrx=1"2...*

genugen sollen, fallen die Komponenten dieser Reaktionskrafte
auf der linken Seite von (39) heraus.

Durch vorstehende Uberlegungen dagegen sind wir mit
Notwendigkeit auf den Ansatz (9) gefuhrt worden, indem wir

1) Wahrscheinlich nach mundlicher Ausserung von Gauss gegen
Jacobi, wie Cleb sch zu dieser oben angefuhrten Stelle aus Jacobi’s
Vorlesungen uber Dynamik (p. 14f.) bemerkt.

2 So postuliert z. B. Yolkmann die Ausdehnung des d’Alem-
bert'schen Prinzips auf bedingte Bewegungen uUber die unmittelbar evi-
denten einfachen Falle hinaus: Einfuhrung in das Studium der theoreti-
schen Physik, Leipzig 1900, p. 335 ff.; vgl. auch die Darstellung bei Voss:
Die Prinzipien der rationellen Mechanik, Enzyklopadie der math. Wissen-
schaften, 1901; nach ihm ist auch die Definition des Gleichgewichtes
durch eine axiomatische Annahme zu erweitern (p. 65).
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zuvor als Reaktionskrafte ein solches System von Kréften de-
finierten, bei dem infolge der Bedingungsgleichungen die
Punkte in Ruhe bleiben, und zwar das allgemeinste System dieser
Art; und diese Definition ist nicht willkirlich, sondern entspricht
genau den Vorstellungen, die wir mit dem Begriffe von Re-
aktionskraften zu verbinden pflegen.

Fir den Fall, dass die Bedingungsgleichungen nur
die Koordinaten der bewegten Punkte enthalten, ist
hiernach das in Gleichung (39) ausgesprochene d’Alem-
bert’'sche Prinzip als eine Folge obiger Definition der
Reaktionskrafte dargestellt; die an die Bedingungen (40)
gebundenen Qrossen <J#<, <By,, B kodnnen dabei als Komponenten
virtueller Verwicklungen des Systems gedeutet werden.

Kommt die Zeit in den Funktionen fk explicite vor, so
andern sich die Formeln fur die Komponenten der Reaktions-
krafte, wenn man letztere durch eine Definition bestimmt, die
sich als natirliche Erweiterung der im einfachsten Falle be-
nutzten ergibt. Auch in diesem Falle gilt daher wieder das
d'Alembert’'sche Prinzip in der Form (39), wenn die

diRi wieder an die Bedingungen (40) gebunden
sind. Eine virtuelle Verrickung ist also jetzt nicht eine
solche, die sich mit den Bedingungen in Ubereinstimmung be-
findet, denn dann hatten die Gleichungen (40) durch die folgen-
den ersetzt werden muissen:

St&L6xt+ 8yt+ 57,**) + SF~ °-

Eine virtuelle Verrickung entsteht also aus einer mdglichen,
wenn man 6t~ O wahlt, was analytisch stets erlaubt ist,
mechanisch aber keine direkte Bedeutung hat, da eine unendlich
kleine Bewegung nur unter gleichzeitiger unendlich Kkleiner
Indenmg der Zeit moglich wird.

Kommen auch die Differentialqguotienten der Ko-
ordinaten nach der Zeit in den Bedingungen vor, so
genugt wieder die obige erste Definition der Reak-
tionskrafte (als die allgemeinsten, bei denen infolge

7%
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der Bedingungen die Ruhe erhalten bleibt) um die
Komponenten dieser Krafte zu berechnen. Hier sind
zwei Félle zu unterscheiden:

Erstens: die Bedingungen sind linear und homogen in den
Differentialquotienten; dann gelten die Formeln (18); das
d’Alembert’sche Prinzip bleibt also gultig, wenn nur
die virtuellen Verrickungen den Bedingungen gentgen,
d. h. wenn die zu (17) analogen Oleichungen

N

iE|(<Pki dXi + v*. . &y<r Xkid*,)= O fur A= 1,2,... m
erfullt sind. Dieser Fall kommt insbesondere bei der rollenden
Bewegung eines Kérpers in Betracht; bei einer solchen bleibt
also in der Tat das d’Alembert’sche Prinzip anwendbar, und
ist somit das von G. Neumann angewandte Verfahren zur
Aufstellung der Bewegungsgleichungen durch unsere Definition
der Reaktionskrafte gerechtfertigt.])

Zweitens: die Bedingungen sind in beliebiger Weise von
den Komponenten der Geschwindigkeiten abhangig, In diesem
Falle kommen die Formeln (21) zur Anwendung; das d’Alem -
bert’sche Prinzip bleibt also auch hier bestehen, wenn nur
jetzt unter den <by,, bzi solche Variationen ver-
standen werden, die den Bedingungen

fuar = 1,2,... m

genlugen. Der Vorteil, den das Prinzip bietet, geht allerdings
hier, wo die Variationen selbst noch von den Beschleunigungen

* Uber die rollende Bewegung eines Kérpers auf einer gegebenen
Horizontalebene unter dem Einfluss der Schwere, Berichte der K. sachsi-
schen Gesellschaft d. Wiss., Oktober 1885y und Math. Annalen, Bd. 27,
sowie Holder a. a. 0. FuUr das Rollen zweier beliebigen Flachen auf-
einander, vgl. Appell: Les mouvements de roulement en dynamique,
(in der Sammlung ,Seientia®“) 1899, wo man auch weitere Litteratur-
angaben findet.
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yi, et abhéngen, ganz verloren. Solche Bedingungsglei-
chungen allgemeinster Form scheinen in der Mechanik uUber-
haupt keine Anwendung zu finden.

Kommt neben den Geschwindigkeiten auch die Zeit in den
Bedingungen explicite vor, so lassen sich leicht entsprechende
Uberlegungen anwenden, wie sie oben unter Il. durchgefiihrt
wurden. Ebenso uUbersieht man sofort, wie sich die Verhalt-
nisse gestalten, wenn von den Bedingungsgleichungen einige
von der ersten, andere von der zweiten, wieder andere von
der dritten Form vorausgesetzt werden. Auch die fur die
Mechanik zunéchst bedeutungslosen Falle, wo dritte und héhere
Differentialquotienten in den Bedingungen Vorkommen, gestatten
eine analoge Behandlung.

Setzt man die Ausdricke (21) bezw. (22) in die Gleichungen
(4) ein, so ergeben sich Gleichungen von der gewdhnlichen Form

d*xi V .aN

wenn man
_ y»j Mk~

setzt. Die Punkte bewegen sich demnach so, als wenn ihre
scheinbare Masse /7 von der wirklichen Masse und von ihrem
Orte und ihren Geschwindigkeiten abhinge. Wenn man also in
der neueren Theorie der Elektronen dazu gefihrt wurde, die
Masse als veranderlich zu denken, so kann dies dadurch ver-
anlasst sein, dass die Bewegung unter Bedingungen erfolgt,
deren analytische Formulierung die Benutzung der Geschwindig-
keitskomponenten erfordert.



