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Uber
die universellen Schwingungen eines Kreisringes.
Von Siegfried Guggenheimer.

(Kingelaufn 6. Februar.)

Seit C. Neumann im Jahre 1864 seine ,Theorie der Elek-
trizitats- und Warmeverteilung in einem Ringe*1) veroffent-
lichte, ist der Ring Gegenstand mannigfacher mathematischer
Untersuchungen geworden. Der grossere Teil dieser Arbeiten
beschaftigt sich mit den Attraktions- resp. Potentialproblemen
eines Ringes von kreisformigem oder elliptischem Querschnitt,
sei es im ruhenden Zustande oder bei seiner Bewegung in
einer inkompressiblen Flissigkeit. Hierher gehtren die Arbeiten
von Godecker,*) Hicks,3 Lindskog,4 Halphen,§ Ziuge,§ Hubsch-
mann,?) Basset, Gegenbauer,9 Dysonl) und Dixon.1l) Ein
kleinerer Teil von Arbeiten beschéaftigt sich mit den Schwin-
gungen eines Ringes, welche den akustischen entsprechen. Die
erste Arbeit auf diesem Gebiete lieferte Hoppe,12 dem Arbeiten
von Michelll8 und Lovel) folgten.

* Halle 1864. 2 Goéttingen 1879. Im Wesentlichen eine Aus-
fihrung eines Riemann'schen Planes. (s . Riemanna Werke S. 431.)

*) Phil. Trans. A. 179, S. 009, 1882. 4) Universitat Upsala 1885.

* C. R. 103, S. 363, 1886. # J. f. Math. 184, S. 89, 1888. Progr.
Gym. Lingen 1889. 7) Prog. Gym. Chemnitz 1889.

8 Americ. J. of Math. ... S. 172. 9 Wien. Ber. 100, S. 745, 1891.

10 Phil. Trans. A. 184, S. 43 und S. 1014, 1893.

1) Proc. Lond. Math. Soc. 28, S. 439, 1897.

19 Crelle's Journal 73, S. 158, 1871. 18) Messenger of Mathe-
matics, 19, 1889. 14 Proc. of Lond. Math. Society, 24, S. 18, 1893.
Siehe auch Love, Treatise on Elasticity, Kap. 13; auch Rayleigh, Sound
. S. 383
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Es soll die Aufgabe dieser Arbeit sein, die Eigenschwin-
gungen eines schwach kompressiblen Kreisringes in einem in-
kompressiblen Medium zu finden, also die universellen Schwin-
gungen eines Kreisringes, wie sie die Berechnungsweise von
A. Kornl) ergibt. Diese Untersuchung hat wegen einer
vielleicht moéglichen spateren Anwendungderselben auf
die Theorie des Saturnringes ein besonderes Interesse.

Wir betrachten mit Korn ein System von schwach kom-
pressiblen Teilchen in einer unendlichen inkompressiblen Flis-
sigkeit. Damit eine Schwingung der Form

u— Usin”™ 2Tr, v= Fsin”™ 2tt, w= TFsin”™ 2n

mdoglich ist, muss, nach den Grundgesetzen der Hydrodynamik,
ein Schwingungspotential 0 vorhanden sein, so dass

3* s® a®
dx’ dyl de’
und 0 den Gleichungen genugt
A0 = 0 im Aussenraum,

A0 4" ® = 0 im Innenraum.

Beziglich der Beweise fur die Existenztheoreme der uni-
versellen Funktion 0 und deren Eigenschaften verweise ich
auf die zitierten Abhandlungen von A. Korn.

Der Radius des Polarkreises des zu betrachtenden Ringes
sei = a, und wir nehmen an, dass die Kompressibilitdt des
Ringes umgekehrt proportional ist dem Quadrate seines Ab-
standes von der Rotationsachse, da, wie wir spater sehen
werden, durch diese Annahme die Rechnung wesentlich ver-
einfacht und fur sehr dinne Ringe das Problem in erster

1) Korn: Eine Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massen-
«yatemen. Berlin, Dummler, 1901. Derselbe: Le probléme mathématique
des vibrations universelles. Bull, de la Soc. math, de Charkow. Charkow
1903. Les vibrations universelles de la metiére. Ann. de I'école norm,
sup. (3). 20. 1903.
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Annaherung nicht verandert wird.) Wir haben daher die Auf-
gabe zu lgsen, eine Funktion O zu finden, die im Innenraum
der Gleichung:

a*k2
(D <P+ N f-< P -0t

im Aussenraume der Gleichung:
(2) A0 =0

genugt, und fur die an der Grenze gilt:

3) d& = 30a
dv — dv'
wenn v die Richtung der dusseren Normalen auf die Trennungs-
flache vorstellt.

Dazu beschreiten wir zundchst einen Weg, der von
C. Neumann angegeben worden ist.*)

An Stelle der Koordinaten x y z werden die Parameter
dreier orthogonaler Flachensysteme eingefiihrt, von denen zwei
Rotationsflachen mit gemeinschaftlicher Achse sind, wahrend
das dritte durch die Meridianebenen dieser Rotationsflachen
dargestellt wird.

Die X-Achse sei die Rotationsachse, und die Y Z-Ebene
sei die Aquatorebene.

Wir fihren die namlichen Bezeichnungen ein, wie Neu-
mann, nur dass wir fur den Winkel, den eine beliebige Meridian-
ebene mit der festen X Y-Ebene bildet, zur Vermeidung von

» Verwechslungen mit unserer universellen Funktion 0 das
Zeichen y> setzen.

In jeder Meridianebene sei eine Achse f, die mit der

Rotations- d. h. X-Achse zusammenfallt, und eine andere

1) Wenn namlich a der Radius des Polarkreise« ist, wird v in
1 Annaherung fur das Ringinnere konstant = 1 sein.

* C. Neumann: Theorie der Elektrizitat«- und WarmeVerteilung in
einem Ring. Halle 1864.
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Achse 1, die in der Aquatorebene liegt. Jede Meridianebene
sei auf der einen Seite yon der Rotationsachse begrenzt. Soll
die Ebene alle Stellen des Raumes durchlaufen, so muss X von
0° bis 360° wachsen. £ erstreckt sich von — oo bis + oo,
j nur von O bis + 00, und wir haben

H#H=
Y= Vcos\
z — 1j sinyj.

Zwischen f, rj und zwei &ndern Yariabeln #, ad bestehe
die Beziehung:

4)

die auch dargestellt werden kann durch

(5') £= f(d, ca), t]= %(&, a,)
oder
(520) #—&E, ). m= X(£, Im

Aus Gleichung (4) ergibt sich:
3gt] dj__ dj

C) 3w 3a)’ 3(0 _ 3t

. 3t?_3(MU 3»?__ 9(o
6" 3f  31) df] de’
also auch:

31?3 a» a
(7) 3f 3f ot) dt]

die Gleichungen (58 und (5b) stellen also zwei orthogonale
Kurvensysteme in den Meridianebenen dar, falls fur #, od be-
liebige Konstanten gesetzt werden. Die x, y, z lassen sich
also darstellen durch

X = f(& U,
) y= z0? ©cosv,
z = %(p, co) siny=
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Setzt man.

< GJ) +Gs)-*
so ergibt eine einfache Rechnung:
(10) dx%+ dy*+ d** — q(d&* -+ d(0% + y*dy\
Ist nun 0 eine Funktion in X, Yy, z und transformiert man

= + 1*?
dx%nr dyl T 3*»

nach Jacobi auf die dreifach orthogonalen Koordinaten #, od vy,
so ergibt sich:

(11) + + f £5.

und schliesslich nach einigen einfachen Umformungen fur den
Aussenraum:

(12)

und far den Innenraum:

(13) eV*i [J9>+~r9>]

3*(<pVrj) 3Bi(<pVtj)) Q_\&(<pVn) <pVri[1l+40»*»]]
30» Jw» %»L  d<p» 4 J

Es handelt sich jetzt darum, diese allgemeinen dreifach
orthogonalen Koordinaten derart zu spezialisieren, dass sie
besonders zur Loésung des Problems der Ringflache geeignet;
sind. Wir wahlen mit Neumann die Gleichung (4) folgender-

massen:
14-2 p—*>

(14) JA-** o 4 . r=H £

(2_«_*)!

dann haben | und w die folgende Bedeutung:
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Die Flachen X= Konst. stellen ein System von ineinander
geschachtelten Ringflachen dar, namlich ein System von Ring-
flachen, deren Meridiankurven aus ineinander geschachtelten
Kreisen bestehen. Der Wert von | sei stets ein echter Bruch.

Fig. 1

X= V—; sieche Figur 2). X variiert zwischen den Werten

0 und 1. Die innerste Ringflache wird dargestellt durch X= 0
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und stellt den Polarkreis dar; die &usserste durch 1= 1 und
fallt mit der Rotationsachse zusammen. Die Flachen X= Eon-
stans schneiden das System von Bogen resp. Kugelkalotten
ca = Konst. stets orthogonal. (ca = u — w). Diese Kugel-
kalotten werden samtlich vom Polarkreis eingerandet. Die
Werte von <o variieren zwischen 0 und 2n. Unter ca sei der
Winkel AB P selber oder seine Erganzung zu 2 n verstanden.
Fir alle Punkte oberhalb AB variiere ca von 0 bis n\ fur
alle Punkte unterhalb AB von n bis 2n.

Die Gleichungen y>= Konst. stellen das System der
Meridianebenen dar. y> variiert ebenfalls von 0 bis 2 n.

Durch Sonderung des Reellen und Imaginaren erhélt man
aus Gleichung (14) £ und N\ wie folgt:

2 Xsin ca
°1l — 22cos« + 2%

1— %

*
(15)

X, Y, z lassen sich durch diese neuen Koordinaten folgender-
massen ausdricken:

2 Xsin ca
X al— 2XcoS ca X
Q1— A9cosp
(16) N al— 2 XcoS ca i)
1 —AYsiny

77 81— 2Xcos m - X9
Fir dx%\ dy2-{- dz%ergibt sich:

17
und weil

*=logj
gesetzt wurde

(2adl)' + (2ai d<w)*+(o(l —I~dy)"

e e s
(18) dx*+ dy'+ dz (1 — 2 Xcos <0 -f- 2%
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und schliesslich erhalten wir fur den Innenraum des Ringes
die Gleichung:

(29) +

3*vWv . ( 21 AN+ 4a***)]
"(aiogA)»"1  30>* L 37* 4 J

und fur den Aussenraum:

NonilTi_ dpv d<pVv>i (21 y (3*<pVy  <pW?\ ft

WO

3121} 8: {VId #*>A+\c$‘(’J)Y - (I—2Ac;§oL)J—'t—7A—*‘)‘*-
Wir setzen nun:

(22) OVrj= V1—P 5pj Ioj (Fp cos p (o cos qy3,

wo die Fj, nur Funktionen von | sind. Dass eine derartige
Reihenentwicklung mdglich ist, resp. dass diese Reihen kon-
vergent sind, geht aus den von Korn loc. cit. bewiesenen
Existenztheoremen fur die universellen Funktionenl) hervor.
Setzen wir den Wert von 4° aus (22) in (19) und (20) ein, so
ergeben sich fiur die F$ die folgenden Differentialgleichungen:

(23)

Kk © vi-A» (dogAl

im Innenraum,

= p*F+ (4gi—iaik*- 1) (W.T F
p*F+ (49 M

24 jL = A1~ i%F=p'F+{4q'-1) (—*a Y.F
VIR g dlogAy " Vo

im Aussenraum.

Der Beweis ergibt sich aus Neumann S. 21, wenn wir statt
= %V 1— X setzen, und unsere Bedingung fir den

* Und zwar, weil bewiesen ist, dass diese Funktionen im ganzen
Raume mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind.
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Innenraum beachten. Die Ldsungen, die brauchbar sind, werden
(Neumann loc. cit. S. 32)

fur den Innenraum:

f

FL= Cq 2n " | *yg— »
(25) J (1—22C08(")+2*) —————— i-------
=cr Pp;
fur den Aussenraum:
2n
(26) msgede
AV 26 , s e\lEt]
0 (sm-g- + Xfcos 2

wobei, wenn If resp. Af die Ableitungen von I\ resp. Al
nach | darstellen, an der Grenze unter Berlcksichtigung der
Gleichungen (3)

&= &a \
90, ai | an der Ringflache
8V " *aVl X=cC

sein muss.
CPPM-CVAXTi),

Cgl';(c) = CpA](c),
dass also, wenn fur bestimmte p, g die Cfa) Uberhaupt *tf O
sind, die Gleichung

(28) Pp{c)A?(c)-Al(c)Ip(0 =0
bestehen muss.
Dann sind
Yi —p .
(29) PA= — ¥y~ CmVp (i) cosp «a cosqp

im Innenraum und

(30) 01 = VI~ XCrM Q Af(l) cosp mcosqy
Vrj A 9fx)
im Aussenraum.
Losungen des Problems. ist eine beliebige Konstante.
1904. 8ttxong»b. d. math.-phya. KI. 4
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Es werde nun die Voraussetzung eingefiihrt, dass c sehr
klein sei.

Wir schreiben zunéchst:

i)yt f o . "»peace
9 4 27 | 2y O — ar**-f |

J (1 — 2ACOS0+") *

= Cll
und betrachten die Grundschwingungp = 0,q= 0. Wir unter-
suchen nun das bestimmte Integral, indem wir zunachst den

Ausdruck unter dem Integralzeichen nach Potenzen von i ent-
wickeln.

Es ist, wenn m irgend eine Zahl ist:

ff--2i=TOP>=- (1-1 .-«r - -
(31) =1+2mAcos6 +(w(m+Il)cos20+maP +--,]
also, wenn man bereits Grdssen vernachlassigt, die gegen k% %

klein sind:
2a

(32) / (i _i21cose + Ao} 2710 + **),
0
wo wir 2V—alk* + 1

zu setzen haben.

Es ist also fur den Innenraum bei Vernachlassigung von
Grossen, die gegen klein sind

y—<i*

(33) FI-CV L 2n (1 + »w*2%),

Es ist also bei derselben Vernachlassigung

1) Die Reihenentwicklung ist jedenfalls méglich, wenn m/, d. i k
sehr klein ist, wie sich dies spater tatsachlich herausstellt.
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-~y j [i - v-a*~k'i*i
oder

(34) J<= 1+ — 4 a*-2».

Zur Bestimmung von k bedirfen wir, wie aus der oben
entwickelten Determinantengleichung ersichtlich, des Wertes
von Ip. Dazu ist Jj nach X zu differenzieren. Es wird

(35) /7 = 2

Fir den Aussenraum erhielten wir:
P

36) F'=C}'iC --——-
J Ksin* - 4* X/cos*
0 * -i)

FUr die Grundschwingung ist p = 0,q= 0, also
il

TO "l:af.l._l.vm
X% sin*~ -M™* cos* 2

Eine direkte Auswertung des Integrals fir A= 0 ist dies-
mal nicht moglich, da eine solche den unbestimmten Wert
(c0o— o0) liefern wirde. Wir betrachten daher den Ausdruck

(38) I W~~~-——— A fir kleine X.
sinm5 + **cos* J
* 1
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Das zwischen den Grenzen O und 2 n genommene Integral
verwandelt sich dann in das Integral

(39) 2 = 4K,
JVI— 1 —Xpsin*p

wo
K = . d(p
JyiSbare
und
x*— 1— x*
ist.
Es folgt daraus sofort fur die Ap und Ap
(40) Al = 2K,
41 Af==ndr
Es folgt weiter aus
, dx
~ TX"
dK _dK dx
dXx dx dV
dK X dK
dXx xd x1
und somit
@-) APg= - n YA e dx

Zur Berechnung von k fanden wir die Determinanten-
gleichung (28):

J?2(c) Al(c) -Ap\e) Pp(c) = 0.
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Aus

Ip (0 _Ap (¢
Pp(c) A*(c)

53

folgt, wenn wir berucksichtigen, dass fUr die beiden elliptischen

Integrale
f., - -
%V 1— x*sin*w
und
n
2

E = '§=Y 1—x*sin*opdtp

die Beziehungen gelten:])

~ = E—K
* dx '
und
(l dx Q - E ms
dK
dx _E —K((l-x%*)
K ~ xK(\ —x*
1—4a» _ 2 A di
2 nyi_ x*dx
1+ 1_40»*» I K
4 71

und bei Vernachlassigung von A

K

® Siehe z. B. Halphen, Traité des fonctions elliptiques I. S. & S.
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Daraus erhalten wir also:

4a*N2a*<Tx
K
. dK
und durch Einsetzen des Wertes von

~K
y 1 1 1r E . 11
4a*x 2a*(x(Q—xOAT *J~

43> “hi*-+ a i [,«-i0]-
Nun gilt aber:
IimE = 1.

x=1

Also wird in erster Annaherung:

2a» i*K
und far i = c:
(44) **™™ 2efi'Krc''
WO
jr= f

J]/l _ (1_ c¥sin*o

Sei beispielsweise:

also

L
2500

und bei Vernachlassigung von c4 u. s. w.

#® K wird o von der Art log A wenn Kk zu o abnimmt.
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X= 1— -
5000
0,9998

und
arc sin x =- 88° 51' 10".

Daraus ergibt sich K ) = ungefahr 5,33301 und

o 1 2500
»a* 533301
(45) k mm-a'\/'T¢866(R"

Fur a= 1, wird k* c%sehr nahe =

Es ist nun noch unsere Aufgabe, die gefundenen Werte
fur die JJ und Apin den Ausdruck einzusetzen, der fur die
Funktion 0 aufgestellt wurde. Wir fanden

= Yl — (-Fp C08p @C082 V).
P 9

Daraus ergibt sich der Wert von (P* fur die Grund-
schwingung folgendennassen:

Wir fanden fur die FI, d. h. fur die Ip in Gl. (84)

Fl = Coll= GJ(1 + - ),
Nun ist aber

~ J— J— 0,
(46) VX~—Kk* VI —X . 1—4a%1

Um nun Uber die Bewegung des Ringes an seiner Ober-

flache, d. h. Gber seine Eigenschwingung Aufschluss zu erhalten,

30.

haben wir fir k= ¢ --—-- und - zu bilden, wenn wir unter
dv da

v die Richtung der &ausseren Normalen verstehen, und unter o

* Siehe z. B. Fricke, Analytisch-funktionentheoretische Vorlesungen,
S. 279.
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die zu v in den einzelnen Meridianebenen senkrechte Richtung
verstehen.

Es ist
3 d&i dx
dv dX 3v*

3& . .
Fur — bt sich:
ar 3 Y ergibt sic
Jy=-2 ~~2-C 0a'Tc'X-—-- 2C,allc'c,
bei Vernachlassigung von Grdssen die klein sind gegen C™MWc.

dx
FUr — ergibt sich (siehe Neumann 1 c. S. 14)

3X_1— 2 Xcos (0 -f- X%

dv 2a '
somit
(47) 3N = .. L—_Q a*k%
{47) dv dl 2a L°a * e'
Andererseits ist
d&i d&i da)
da dco da’
. do o
Far ergibt sich nach (46):
T BFI_f= i 0 Hygng
3(0 [VriVvi-k=* *V V¥ J

da) . 1—2Xcoso) X
da 2aX '

Somit

s/N-It—aumann lc g 14.)

{ } 30 2\ Ya )

Da kc ausserordentlich gross ist gegen 1 (von der Ord-

&c
Schwingung eine Pulsation ist.

nung ~ _nttj) So zeigt sich, dass das W esentliche der
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Fuhren wir fur die willktrliche Konstante CO eine andere
willklrliche Konstante a ein durch die Substitution:

a
2 a*k% %
so wird
50 N . — i= —4 .
S ) dv 5nca* Jaecliv na

Aber die RingH
Betrachten wir nun irgend einen Punkt P, der von irgend
einem Punkte des Ringes oder vom Mittelpunkte des Ringes
durch die grosse Entfernung R getrennt ist.

Die Potentialfunktion der Flache in Bezug auf diesen
Punkt wird nun dargestellt durch

wenn d «a ein Oberflachenelement der Oberflache bedeutet, Uber
die das Integral zu nehmen ist.
Es wird
] 1 f d&i , a
4nRj dv ~ R’
d h. einem in der grossen Entfernung R vom Ringe befind-

lichen Punkt P gegenuiber verhalt sich der Ring wie eine
pulsierende Kugel.

* In der Formel

1 Cd <Pda> 1 cos I’Vd_
B o= o | A eeeaees H - #— -
Tit dv T T 4 g 9@
0) to

kann das zweite Glied fiir grosse r gegen das erste vernachlassigt werden.



