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Kubische Gleichungen bei den Babyloniern?
Von Kurt Vogel in Miinchen.

Vorgelegt von O. Perron in der Sitzung am 3. Mirz 1934

Kiirzlich hat O. Necugebauer einen wegen der sich anschlie-
Benden TFolgerungen ungemein wichtigen, noch unpublizierten
Text aus altbabylonischer Zeit angezeigt,! in dem neben linearen
und quadratischen Gleichungen auch kubische Aufgaben (es
handelt sich um die Textnummern 1, 2, 3, 12, 14, 15) vorkom-
men. In dicsen siecht Neugebauer formale Algebra, die ,,in
keiner Weise an cin konkretes Problem appelliert®’. Ich méchte
die gleichen Aufgaben, in denen die drei Unbckannten x, y, #
als Linge, Breite, Tiefe, xy als Querschnitt, xyz als Volumen be-
zeichnet ist, noch nicht von dem geometrischen Hintergrund,
dem sic unter allen Umstdnden ihre Entstehung verdanken, los-
lésen, da man so auch den noch nicht vollstindig erklirten
Aufgaben Nr.2 und 3 beikommen kann. Die Angaben sind
folgende:?

Nr.14. 1) ayz = 1;30 Nr.o1s. ) ayz = 1345
1D v =x I Yy ==z
I11) =12 x IIT) z=12x -+ 1
Nr.1. D) ayz 42y = 1510 Nr.12. I) xyz =o0;3,20
1T ¥ =0;40 x 1D Yy =x
IIT) g =12x 11D sg=12x+7
Nr.3. I) ayz 42y =1;10 Nr.2. I) ayz + 2y = 1510
II) x+— y =o0;10 II) x4+ y=o0;50
11T) =12 I z=12x

! Uber die Lésung kubischer Gleichungen in Babylonien. Nachr. Ges. Wiss.
Gétt. Math.-phys. KI. 1933, S. 316—21.

® 1;30 = 1 - 30/60. Vgl. Unterrichtsbl. f. Math. u. Naturw. 39, 1933, S.77,
Fubn. 3.
Miinchen Ak. Sb. 1934, T



88 Kurt Vogel
Die cinfachste Aufgabe ist Nr. 14. Sie fiihrt auf die
nreine Gleichung'.

Algebraisch ergibt sich sofort 12 #% = 1;30; 2® = 0;7,30

8 _
(=1g); x=y =V 0;7,30 = 0;30; 2 =6. Wir fassen die Aufgabe
als geomectrisches Problem, wobei eine Besonderheit der
babylonischen Raummessung cine wesentliche Rolle spiclt.
Es ist bekannt, daB bei der Volumenberechnung die Tiefen
in Ellen, dagegen dic lincaren GroBen des Querschnittes in
Gar (1 Gar = 12 Ellen) gemessen werden.® Daraus ergibt
sich, dal3 das Volumenmal} kein Wiirfel, sondern ein Schicht-
mal (Abb.1) ist, ndmlich ein {iber dem Quadratgar (1 Gar®
=1 Sar) errichteter Quader von der Hohe einer Elle.t Ich
heile es Raumsar. Diese metrologische Eigentimlichkeit cr-
klart auch, warum bei allen 6 Aufgaben in der Gleichung I11
der Faktor 12 auftritt.

7Gar? - 750r

7608

72 Fllen - 7 Gar
Abb. 1

Demnach ist der Kérper in Nr. 14 ein Wiirfel mit dem Volumen
V = 1;30 Raumsar = l.iio (= 0;7,30) Gar3. Die Wiirfelkante

ist dann 0;30 Gar = 6 Ellen. Der Terminus ,,Quadratwurzel
(¢6-D7) fur die Wirfelkante ist hier als Scite des Querschnit-
tes x? verstindlich.

3S. z. B. Thureau-Dangin, Revue d’Assyr. 29, 1932, S. 118. —
H. Waschow, A(rchiv fiir) O(rient-) F(orschung). 8, 1932, S. 129.

¢ Thureau-Dangin, Zeitschr. f. Assyriol. 15, S. 112 ff. und H. Waschow,
AOF. 8,1932, S.131. Ferner Neugebauer: Zur Entstehung des Sexagesimal-
systems. Abh. Ges., Wiss. Gott. Math.-phys. KI., NF. 13, S. 281, Uber den
gleichen Gedanken in der griechischen Mathematik siehe H. Gerstinger-
K.Vogel, Eine stereometrische Aufgabensammlung im Pap. Gr. Vindob.
19996 (Wien 1932), S. 52.
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Die nichstschwierigeren Aufgaben Nr. 1, 12, 15 falt Neu-
gebauer in eine Gruppe der

,,Normalform®*

zusammen. Sehen wir, was aus ihnen geometrisch zu machen ist.

Ich stelle Nr. 15 an den Anfang. Da x =y, ist der Quer-
schnitt quadratisch, dic Héhe aber nach IIl um 1 Elle linger
als die Quadratkante. Dics gibt einen Wirfel 2% mit einem
aufgesetzten Quader von 1 Elle Héhe (Abb. 2). Das in Schicht-
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mal} gemessene Volumen 1;45 wird (durch Multiplikation mit
144) zu 252 = 4,12 Kubikellen. Das Gesamtvolumen (Wiirfel -+
Ellenschicht) ist (12 x)® 4 (12 2)? = 4,12. Auf einer von Neu-
gebauer angezeigten® merkwirdigen Tabelle der vorderasia-
tischen Abteilung der Berliner Museen befinden sich die Sum-
men 7% + %2 fiir alle 22 von 1—60. Aus ihr liest man sofort fir
12 x den Wert 6 ab. Also ist die Wiirfelkante wiceder 6 Ellen.

In Nr.1 ist die Breite 2/3 der Linge; sonst ist das Pro-
blem dasselbe wie in Nr. 15, nur ist dort mit z die Gesamt-
héhe des Kérpers bezeichnet. Zuerst kann man durch Hinzu-
fiigen des halben Volumens den Querschnitt zu einem Quadrat

S"’ Ubfcr diese Tabelle siche Quell. Stud. Gesch. Math. u. Astr. B 2, 1932,
S. 303f.
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erginzen,® was auf ein V' = 1;45 Raumsar = 4,12 Kubikellen
fithrt (Abb. 3). Die Quadratwurzel des Grundquadrats, also die
Wiirfelkante, ist wie oben 6 Ellen.
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In Nr. 12 ist auf dem Wirfel % (x in Gar) cince 7-Ellen-
schicht aufgesetzt. Das Gesamtvolumen ist demnach in Kubik-
ellen 0;3,20-144 = 8. Aus: (122)® + 7-(12 x)% = § konnte man
sofort auf die angegebene Losung 12 x = 1 Elle kommen. Doch
gab es vielleicht neben der 72 4 122-Tabelle auch solche fiir
728 - 2022, 0% - 3%, ... 2%+ 7e® usw. Auf einem Wirfel von
1 Elle (= o0;5 Gar) Kantenlinge sind also noch 7 Kubikellen
aufgesetzt (Abb. 4). Das Gesamtvolumen ist § Kubikellen oder
8/,14 (= 0;3,20) Raumsar.”

Die kompliziertesten Aufgaben Nr. 2 und 3 bilden die Gruppe
der
sallgemeinen Form®,

Setzt man in Nr.3 1;10 =@a; 12 = p; 0;10 == 6, so ergibt
sich die Gleichung: ua® + (1 — wb) 2> — bx — @ = 0,8 die man

6 Solange der Text nicht in seinen Einzelheiten bekannt ist, kann ich nicht
angeben, ob dieser Schritt so ausgefithrt wurde.

7 Bel Ncugeba:ucr a.a. 0. S. 319 mul} es heifen; V== pa®4 7% statt
23 4722 Die anderen zwei reellen Losungen sind irrational.

8 Bei N. muB es wieder heifien pad statt a3,
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durch die Transformation ¢ = x 4+ « zuerst auf die Form

£3 -+ o,&2 =0, und dann durch Division mit o} auf B4 =uy
bringen kann. Neugebauer weist darauf hin, daf alle dabei
notwendigen Einzeloperationen in der altbabylonischen Mathe-
matik bekannt waren. Obwohl nun gerade in der Aufgabe Nr.3
(und in der der gleichen Gruppe zugchérigen Nr. 2) nicht
so verfahren wurde, moéchte er auf Grund dieses einen Textes
eine solche moderne Lésungsméglichkeit doch noch nicht von
vornherein ablehnen.

Statt einer solchen Transformation auf die Normalform bildet

2 T
nun der Text den Ausdruck 7. +»f£//i— xy et _xy

b6 b b
z 41 " St .
s 21% und erhdlt daraus merkwirdigerweise sofort
i
g 3, 7= 2, A 3;30. Die hier sichtbare Liicke in unse-
1/ b b

rer Kenntnis der babylonischen Mathematik 146t sich bei einer
geometrischen Betrachtung des Ganzen unschwer schliefen.
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Denken wir uns wieder einen Wiirfel mit der Kante x, auf dem
dic ellenhohe Schicht ausgesetzt ist (Abb. 3), und schneiden wir
(durch einen Parallelschnitt zur vorderen Fliche) von der Breite

? Bei N. muB es heifien: a2y 4 ap/p statt 2%y + 1y,
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das Stiick 0;10 (= 1/g) Gar ab,so ist der Restquader A BCODEFGH
der der Aufgabe zugrunde liegende Kérper, dessen Inhalt wic-
der mit xyz + xy = 1;10 Raumsar angegeben ist. Bilden wir
den Ausdruck 27 :——1{ = x% -+ xy/un, so stellt dessen nume-
rischer Wert 0;5,50 gerade das Volumen in Gar® vor.

Der Rechner kénnte folgendermaflen verfahren sein: er bildet
sich einen dhnlichen gréBeren Koérper, bei dem die Grundkanten-
differenz x — v nicht /g Gar, sondern ein ganzes Gar betrigt.
Dessen Volumen ist dann 6®mal so groB oder 0;5,50.216 = 21
Gar3. Zur Berechnung der drei Quaderkanten L, B, H kann
man cine Wertetabelle derart anlegen, dall Z — B = 1 sein mul,
namlich:

'

L=6x | B=6y L.B f Volurncn CH=6#%4
2 L | 2 21 10;30
3 2 6 3330
4 3 12 21 ‘ 1;45
5 4 20 ‘ 21 i 1;3

Da A > L, kommen von vornherein nur die beiden ersten Zei-
len der Tabelle in Frage. Da ferner 7/ = L + 6 Ellen (=7 - 0;30
Gar) sein muB, ist die einzige Losung: L = 3, B = 2, H = 3;30.
Durch Division jeder der drei GréBen durch 6 erhilt man:
x = 0;30 Gar, y = 0;20 Gar, 4 = 0;35 Gar; z ist also 0;30 Gar
= 6 Ellen und somit die aufgesetzte Schicht tatsdchlich 1 Elle
hoch.

In analoger Weise kann auch die Losung der Aufgabe
Nr. 2 erfolgen. Hier ist statt der Differenz x — y die Summe
x + y gegeben, und zwar gleich 0;50 (= 3/5) Gar. Will man hier
einen Vergleichskérper schaffen, bei dem » -+ 3y = 1 Gar ist,

so muf jede der drei Kanten mit -= 1;12 multipliziert wer-

den. Das Volumen des urspriinglichen Korpers ist 1;10: 12 =
0;5,50 Gar®, das des Vergleichskérpers 1;12°mal so groB, also

gleich 0;10,4,48 Gar3.
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Legt man sich wieder cine Tabelle an, dic diesmal Halbe,
Drittel, Viertel, Fiinftel, Sechstel und Zehntel (einer Ausdch-
nung auf kleinere Teile stcht nichts im Wege) umfaBt, so er-
gibt sich unter Beriicksichtigung, da} L > B:

2237.1;12;323/.1;12 L.B Volumen ;f{=/z.1;12

i

0;54 0;6 0;5,24 0;10,4,48 | 1552

0350 0;10 0;8,20 0;10,4,48 1;12,34,33,30
0;48 0;12 039,30 0;10,4,48 ‘ 1;3

0345 0;15  © 0;11,15  0;10,4,48 ' 0;53,45,30
042 . 0;18 0;12,36 ' 0;10,4,48 048

0;40 0;20 0;13,20 0;10,4,48 0;45,21,36
0;36 0;24 0;14,24 = 0;10,4,48 0;42

0;30 0;30 0;15 0;10,4,48 0;40,19,12

Aus der vorletzten Zeile ergibt sich (nach Multiplikation mit
%) x = 0;30, ¥ = 0;20, £ = 0;35. Somit ist also £ wiederum
cine Elle grofler als die Kante x. Auch die 5. Zeile hatte auf cine
richtige Losung, nimlich auf ¥ = 0;33, ¥ = 0;15; 2 = 0;4C ge-
fiihrt. 10

Was ist nun der Sinn dieser Aufgaben ? Ob man sie wie Neu-
gebauer rein algebraisch oder wie hier geometrisch auffafit,
auf jeden Fall handelt es sich, wie a. a. O. S. 321 hervorgehoben
wird, um dic Verwendung tabellarischer Hilfsmittel zur nume-
rischen Erledigung eines sonst schwer zuginglichen Problems.
Vielleicht darf man die Aufgaben der Sakralgeometrie zuweisen.
Wir wissen, daf3 bei der Entwicklung der altindischen Geometrie
bestimmte uns unklare Vorstellungen tiber die Form und GréBe
der Opferaltire cinen wesentlichen Anteil hatten.™* Dort ist die
Normalform des Altars der Wiirfel, der aber in andere Ge-
stalt mit u. U. gleichem Volumen je nach dem beabsichtigten
kultischen Zweck iibergeht, wobei dic Lage der Schichten und

' Eine dritte Ldsung r =—1/; kommt als negativ nicht in Frage; wenn
auch die genannte zweite Lisung nicht erscheint, so zeigt dies vielleicht, dal3
man eben doch in der Algebra noch nicht soweit war.

1 B. Datta, The Science of the Su]ba, Calcutta 1932.
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die Zahl der verwendeten Steine eine wesentliche Rolle spielt.!?
Um noch eine unbewiesene Vermutung auszusprechen: es moch-
ten vielleicht solche Gedankenginge, wenn man auf dem Wiirfel
4% weitere xSchichten aufsetzte, auf das Problem der Wiirfel-
verdoppelung gefiihrt haben, das uns erst aus der griechischen
Mathematik, und zwar nach der Legende ebenfalls in Verbin-
dung mit einem Altar, bekannt ist.

12 B. Datta, a.a.O., Chapter 1.



