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Bemerkungen iiber zahlentheoretische Eigen-
schaften der Legendre'schen Polynome.

Von Gustav Bauer.
(Bingdlaufen 4. August)

Das Legendre’sche Polynom nte® Grades sei nach Legendre-
scher Bezeichnung durch X, bezeichnet; dann ist X, Coefficient
von 2" in der Entwicklung

1

— —— = X e+ X804 -
i X+ X+ X, +
und es berechnet sich hieraus
_1.8.5..@u—=1) ¢ ~ a@—1)
Qe S YT eRn—
n(n—1)(n—2) (n—3) Py )
2:4:(2n—1)(2n—3)

Diese Formel kann als Definition von X, fiir jeden
Werth von z gelten. Nun sagt Heine in seinem ,Handbuch
der Kugelfunktionen“ 1. Aufl. 1861, S. 7: ,Nach der Be-
merkung von Euler in einem Briefe an Goldbach, dass in

der Entwicklung von V” 1—n?*a nach aofsteigenden Potenzen
von a alle Coefficienten von a ganze Zahlen werden, er-
kennt man sofort, dass X, nur eine Potenz von 2 zum
numerischen Nenner hat“, indem er beifiigt, dass ihm diese
Eigenschaft der Polynome X, von mir mitgetheilt worden sei.?)

1) In der 2. Auflage seines Handbuchs, I.Th. 8.14, kommt Heine
auf diese Eigenschaft der Polynome Xn zuriick. Man kann hinzufiigen,
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Diese Bemerkung in Bezug auf die Coefficienten der
Form I und der bekannte Satz, dass alle Polynome X, fiir
z=1 den Werth 1 annehmen, ist, so viel ich weiss, das
einzige, was bisher in zahlentheoretischer Beziehung von
diesen Polynomen bekanntgegeben wurde.

Es soll nun hier zuniichst gezeigt werden, dass diese
Polynome auch die bemerkenswerthe Eigenschaft besitzen,
dass, wenn z irgend eine ungerade ganze Zahl ist,
sie selbst ungerade ganze Zahlen sind.

2. Die Polynome X, geniigen bekanntlich der Differential-

gleichung
a X,

(l—x‘)—&va—;;—2x%3+n(n+l)X.=0 IL

Differentiirt man diese Gleichung wiederholt und setzt

sodann in diesen Gleichungen z =1, so ergiebt sich sofort
die Relation

arX, _n(m+1)—m (m_,,l) .dm—l b

dz™ 2m d zm1
_(n—m+1) (ntm)d1 X,
== 2m d g™!

und hiemit, da X, =1 fir z =1,

dX, n(n+1) &@Xs _ @m—Dn@r+41)n+2)
X 2-3 !

dz 2 ' da?
#X,  (1—2)(n—1)--- (n+3)
P 7 571.0 u s. f.
Mittels dieser Werthe erhilt man die Entwicklung
ol —1)?
Xo=1+ n (n2+ll e (n—1) nén.;}-l) (n+2) (a:1 .512)

1-2-3.-2n (z—1)"
T taie g 1a W

sagt er hier, ,dass simmtliche Coefficienten mit 4* multiplicirt ganze
Zahlen sind*. Diese Angabe ist nicht genau. Denn man beweist leicht
mittelst dem in 70 4 angegebenen Verfahren, dass die Coefficienten der
Formel I hochstens 2#—1 im Nenner haben.
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welche sich auch schreiben lisst

X, _]+n(u+l)1—‘-—1 (n—])nl(:—{;’l)(n+2 (:c:l 2

(n—2)(n—1)--- (n+3) (z—1 (1)
+ " ”(71‘2,2:?31'(("7’) z )

Die Coefficienten von ( ) in dieser Entwicklung

wollen wir mit A% bezeichnen, so dass

=14 49 (’”‘1) + A ( ‘71)

(1)
(n) z—1
+42 (557"
wo allgemein
m—k+1)(n—k)--- (n+4Fk)
AP =VT I T T (2)

Setzt man in dieser Reithe —z statt x, so hat man
zugleich

z41 z+1)?
Crxn=1—a () + 42 (F) -+ ©
und wenn man in 1) 2+ 2 statt = setat,
X, 40 =1+ AP ("‘:;;1) + 49 (‘f_'é'_l)’_i_ )
Also ist auch
3) (Xaet 4 (— 1) X,) =1+ 47 (Z—er—l)
w(z+ 1)
Y
7 Fawtn — (=1 X,) = 42 (211)
1 3
+A$'3)("’_'*,2,'v) +--
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Aus Gleichung 3) folgt sofort fir z=1, dass die
Coefficienten A, der Relation geniigen

1— A+ A0 — 4 AV =(=1 ©)
3. Ks soll nun bewiesen werden, dass die Coefficienten
A, simmtlich ganze gerade Zahlen sind.!)

Hiezu haben wir zunichst zu fragen, wie oft eine ge-
gebene Primzahl 6 in dem Produkt 1-2-3-.- N enthalten ist.
Diese Frage ist schon von Legendre?) beantwortet. Ist

ndmlich E (Z;’) die grosste ganze Zahl, welche in dem Bruch
g enthalten ist, so ist die gesuchte Zahl, d.i. der Exponent
der hochsten Potenz von 6, welche in 1-2--- N enthalten
ist, durch die Formel gegeben

o=E(J)+EE)+E()+

wo die Reihe fortzusetzen ist, bis der Nenmer €' grisser
als N wird.

Theilt man nun N in zwel oder mehrere ganze Zahlen,
z. B. in die drei Zahlen n, #', n", sodass N=n-n'-42",

1—2

1) Setzt man in den Gleichungen 1) 8) z = cos a, = sin? % a,

14z
2

= cos’%a, 80 werden dieselben
X, (cosa)=1 —AS.” sin’%a-{-—Aff) ain‘%a—+--‘
(—1)" X, (cosa) =1 —Ag) cos‘% a+A£‘2) cost % a—---

In dieser Form sind die Gleichungen lingst bekannt und schon
von Dirichlet gegeben worden (Crelle J. Bd. XVII). Aber man scheint
nicht bemerkt zu haben, dass die Coefficienten dieser Reihen simmt-
lich gunze Zahlen sind, was allerdings auch wenig Interesse bietet, so
lange man die Polynome X nur fiir Werthe von <1 betrachtet.

2) Legendre, Théorie des Nombres, 3me ¢éd. 1830, T. I p. 10.
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so ist klar, dass E(—o—‘) nicht kleiner sein kann als E(Z,)

+E( )-l—E( ,), wohl aber kann es grosser als diese

Summe sein; denn bleiben bei der Division von n, ', 2"
durch 6° die Reste @, #, y und ist a4y > 6, so wird

N : :
L (@) um 1 oder auch 2 grisser sein, als diese Summe.

Hieraus folgt, dass fiir irgend eine Primzahl 6
58(y) > 12 (Q) +x8() +1£()

die Summen auf die Potenzen von 6 ausgedehnt, die in N
enthalten sind.

Hieraus folgt unmittelbar der Satz!): In dem Ausdruck
7/
N wo N=n4n'+4n"4--,

w!wlat
ist jede in dem Nenner enthaltene Primzahl wenig-
stens ebenso oft im Zihler enthalten als im Nenner
und der Ausdruck stellt mithin eine ganze Zahl dar.

Der Coefficient A% kann nun auf diese Form gebracht
werden, niimlich
AW — (B!

—E)/ k!l k!

Es ist hier N=n-+F%, und diese Zahl ist in die 3 Theile
n—=Fk, k, k, zerlegt. Also ist AP eine ganze Zahl

4. In dem besonderen Falle, wenn 6 = 2, ist fiir N = 2»
die Zahl ¢ =2¢— 1. Nun kann aber irgend eine Zahl N
in der Form

N=2r4 204 2rf ... P>Sq>re -

dargestellt werden, und die Anzahl der Faktoren 2, welche
in dem Produkt 1-2.3.. N enthalten sind, ist also N — &,

1) Unter N'! ist hier das Produkt 1:2:8:.- N zu verstehen.
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wenn Lk die Anzahl der Glieder 27, 2¢.. in N ist (Legendre
a. a. 0. p. 12).

Friigt man nun, wie oft der Faktor 2 in

N! i l?
Tl (N=n+n+n)

vorkommt, so ersieht man, dass der ungiinstigste Fall ein-
tritt, wenn n, %', n” selbst Potenzen von 2 sind, n =2,
n'=29, n'=2r also N=2r 4 274 27; in diesem Falle
ist der Faktor 2 namlich im Zihler und im Nenner N — 3 mal

]
enthalten und die Zahl ﬁ;—'?-,} enthiilt den Faktor 2 gar

nicht, und ist also eine ungerade Zahl. Eine Ausnahme
hievon tritt ein, wenn zwei der Zahlen n, %, #” oder auch
alle drei gleich sind; denn ist #'=2"==29, so ist N=2¢
~+ 2¢+1 und der Faktor 2 ist dann in dem Produkt 1-2-- N
noch N — 2mal enthalten, wihrend er im Nenner n!n'/ n"!
nur N—3mal enthalten ist. Aber man sieht, dass ihnliches
eintritt, sowie iiberhaupt zwei der Zahlen #, W, n’ gleich
sind. Ist W'=n"=2'42"4 ... und i die Anzahl dieser
Glieder 2°, 2°... so wird N/ die Zahl 2 wenigstens i-mal
fter enthalten, als der Nenner n/#n'/%”!.. und man kann
daher obigen Satz dahin ergiinzen:

Sind in dem Ausdruck
N! T
atwtar,  W=nbetato)
zwei (oder mehrere) der Zahlen n, n', #”’, -+ gleich,
so ist derselbe eine ganze gerade Zahl.

Dieser Fall tritt ein bei dem Coefficienten A = ("(i——]:;lk_])cll—kl
und folglich ist dieser Coefficient immer eine gerade Zahl.
5. Setzt man in den Gleichungen 1) 3) fir x irgend
eine ungerade ganze Zahl, =2y -+ 1, so werden dieselben



G. Bauer: Ueber Legendre’sche Polynome. 349

X =1+AVy+ AP 24 4 AP y»
(=D Xern=1—42(y+ 1)+ 40 g+ 1)+ D
+47 @+
woraus die in Nr. 1 angegebene Eigenschaft dieser Polynome
X, hervorgeht, dass sie ganze ungerade Zahlen werden,
wenn fiir z irgend eine ungerade Zahl 2y 41 gesetzt
wird. Zugleich ersiecht man, dass dieselben sowohl nach
Potenzen von y, als auch nach Potenzen von y41 in
ganzzahlige Reihen entwickelt werden konnen.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich ferner, dass fiir

z=2y+1
e B

fiir irgend welche Indices n, # immer durch y theilbar ist,
und ebenso, dass, je nachdem n, " gleichartig oder ungleich-
artig sind, im ersten Falle

Xn_Xo’n

ot X
durch y--1 theilbar sind.
Aus den Gleichungen 5) folgt fiir z=2y—1
-21-(X,,(2y+1) + (— )" X,ey-1)
=14+ 40y + 4Py + -
% (Xuyd — (— 1) Xaty-1)
=4V y+ AV + -
woraus ersichtlich, dass auch
Xaevt) — (—1)" X, ey

immer durch y theilbar ist.
Wenn nun aber z eine gerade Zahl ist, so zeigen die
Gleichungen 1) und 3), dass sich X, nur ausnahmsweise

im zweiten

®
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auf eine ganze Zahl reduciren wird.!) Da das hochste Glied

der Reihe 1) AP (:c_—2—_1)" ist, so steht darin 2* im Nenner;

aber

hat, wenn n =2 4 292"+ .. mit ¢-Gliedern ist und also
2n =271 4 20+  2rH .. nach Nr. 4 (2 n—i)— (n—1)
—(n—i)=1 Faktoren 2, so dass in A" (i—;—l

27-¢ im Nenner bleibt. Nur wenn n eine Potenz von 2
ist, also ¢ =1, bleibt noch 2"~! im Nenner. Das vorletzte

J— n—1
Glied 407" (iz—l) kann in jedem Falle hichstens 2#—2

im Nenner behalten; das drittletzte héchstens nur 2-3 u. s. f.
Man sieht also, dass, wenn z eine gerade Zahl ist, X, hoch-
stens den Nenner 2"—! haben kann; dies wird aber nur
eintreten, wenn % eine Potenz von 2 ist; in allen andern
Fillen hat X,, wenn z eine ganze gerade Zahl ist, 2»—2
oder eine niedrigere Potenz von 2 im Nenner.

nur noch

6. Da, wenn n gerade, X, nur gerade Potenzen von z
enthiilt, und dasselbe von X;" gilt, wenn » ungerade, so lassen

sich diese Polynome auch nach Potenzen von z®> —1 ent-
wickeln. Man erhilt fiir gerade n

2__ e
X, =1+ a,s.” (xT}) + af’ (.’12_4})54_ .
sud 3 __ 1 3
+ “g) (x 1 )1’
n__n(n41) a(g,_(n—2)n-(n+1)(n+3)
12 1 3

O = 12.92 U

®)

wo

1) Dies tritt z. B. ein fiir n = 3.
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allgemein

ay_ (n—2k4-2)(n—2k+4)--n- (n41)(n4-3)-- (n4-2k—1)
Uy o= 1:;22,31_.]‘72 )

Fiir ungerade n

2 2 I
Lo () (’ :

n -1 O)
~) e N2
+u (=)
wo
0 =(n_—vl) (n+2) 3 = n—3)(m—1)-(n +9)(n+4)
" 12 A} " 1’ 2,
allgemein
PO — n—2k+1)(n—2k+3)--(n—1)- (n+2)(n+4) (n+42k)

12.22.32..

Die Coefficienten a, b in diesen Reihen sind
ebenfalls simmtlich ganze und gerade Zahlen, wie
sogleich gezeigt werden soll.

L yg+1) und
man erhilt also, wenn z eine ungerade Zahl 2y--1 ist,
folgende ganzzahlige Reihenentwicklungen nach Potenzen
von y (y+1)1):

2__
Setzt man z =2y--1, so wird E 7

1) Fiir © = cos a erhiilt man aus den Gleichungen 9) 10)
fir gerade n

X, (cos a) =1 — (l) (sm a) + ot (2) (sm a) .. (;) (si; a)"

fiir ungerade n

X, (cos @) = cos a {1 — (am a) @ (sm a) i,

(i)

Diese einfachsten ganzzahligen Entwicklungen von X, (cosa)
sind, so viel ich weiss, bisher noch nicht gegeben worden.
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fiir gerade n
X=1+ay o+ +a g G+ 1+
G a3 e
+ 'y (g +1)

fiir ungerade n
Xf:l+bf.”y(y+1)+b§-2)y’(y+1)’+
-1 n—l n—l
)
+oTy T g

Entwickelt man in 11) die Potenzen von (y+41) und
vergleicht sodann die Reihe mit der Reihe 7) so ergiebt sich

1 1 2 2, 1 2 1
()—A()‘ 1()_A() a() 4() 4()’
und a]lgemein

A(w—-aff) (;:-H)a(h-l-l) (l:+2) ak+2 .. +(2k—l) (2&—1) (2h
AP =G a et + T ‘”"a( ?

Da in diesen Recursionsformeln der hochste Coefficient a

immer den Faktor 1 hat, so berechnet sich hieraus al™®, resp.

af?"'l) durch eine Reihe der A4, mit ganzen Coefficienten.
Also sind auch die a ganze gerade Zahlen.
Die Vergleichung der Coefficienten von y* und ! in

den beiden Reihen 7) und 11) liefert

(12)

(1') = A("’ ga(g) - A(,,_l)
" 1 2 i n 1
woraus
AV = =5 o L (15)

sich ergiebt. Das Bildungsgesetz der A4, zeigt, dass diese
Relation in der That stattfindet, und zwar fiir gerade und
ungerade n. Es ist also auch A3 immer durch n theilbar.
Dies ist aber nur ein specieller Fall des allgemeinen Gesetzes,
dass AY™" immer durch % theilbar ist. (Nr. 7.)
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Ebenso giebt die Vergleichung der Reihe 12) mit der
Reihe 7) Recursionsformeln fiir die Berechnung der b, aus
den A4,; dieselben sind wegen des Faktors z =2y -}-1 etwas
complicirter als die Formeln 13) haben aber mit diesen die
Eigenschaft gemein, dass der hochste Coefficient b, in den-
selben den Faktor 1 hat. Man erhilt also fiir die Coeffi-
cienten b, ebenfalls eine Reihe der 4,, mit ganzen Coefficienten.
Also sind auch die b, ganze gerade Zahlen.

Speciell ergiebt sich
b =a,—2
und aus der Vergleichung der Coefficienten von ! und y,

-1 u—l
nb,(.“z) 485D, 2b 5 = A"

Hieraus folgt zuniichst wieder die Relation 14); ferner fiir
den letzten Coefficienten b,
3 1 5
=1 (15)
bl 2 An
Hiebei ist zu bemerken, dass, wie wir in Nr. 5 sahen,
A™ immer den Faktor 2 mehrfach enthilt, ausgenommen,
wenn n eine Potenz von 2 ist. Dieser Fall ist aber hier aus
geschlossen, da in der Reihe 12) n eine ungerade Zahl ist;

n—1

also ist bs © * auch eine gerade Zahl.

7. Bildet man aus den Gleichungen 7) die Differenz
X,41— X,.—1, so trennt sich in den Coefficienten der Faktor
2n-41 los und man erhilt fir z=2y+1

= () 42 @) ,3 P
2n+l(X"+’ Xo)=2y+ U9+ A"y + (16)

+ %S‘n-f-l) yn-}-l

1894. Math.-phys. Cl. 3. 23
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oder auch

(=1 - ) 2
2n+1(xn+l Xu) =2@+1)—% y+ 1 e

F A @) =+ W ),
wo von k=2 an

A — 2% (n—L—|-2)(lr:—?l,;i;ii)kz(n—{—l.—l)

Dass trotz der Abtrennung des Fuktors 2n-1 aus der
Differenz A,..H —_ A'k) diese Coefficienten AP wieder ganze
gerade Zahlen sind, lisst sich auf folgende Weise zeigen.
Die Polynome X geniigen der Relation

+D) X —Ru4+DzX, + Xy =0 II1.

Hieraus zieht man leicht
- z X» s Xn—l
2n+ 1 (Zutr == Xa) = N1

Ist  eine ungerade ganze Zahl, so sind die Zihler der
Briiche auf beiden Seiten ganze gerade Zahlen; und da
2n+41 und 741 keinen Faktor gemein haben, so folgt, dass

Xupr— X,y durch 2241
und zX,— X,-1 durch n+41

theilbar sind, wenn z eine ungerade Zahl. Da also die
Reihen in den Gleichungen 16), 17) fiir alle ganze Zahlen y
ganze gerade Zahlen darstellen, so lisst sich schliessen, dass
auch die Coefficienten A ganze und gerade Zahlen
sind.

Dies lisst sich aber auch mittelst des Satzes in Nr. 3
erweisen. Denn es ist

4k - 1)!

91(")
T =k DR (e—1)!
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!
Nun sagt der Satz aus, dass -Tiv,j?r, eine ganze Zahl

ist, wenn N=n 424 n". In %ﬁﬂ" ist N=n+k—1,
aber die Summe der drei Zahlen im Nenner ist n +k=N-1.
Der Satz lisst sich also nicht unmittelbar anwenden. Aber
wenn eine Primzahl 6 die Zahl % theilt, so theilt sie
k—1 nicht und ist also ebenso oft in (k—2)/ enthalten,
als in (k—1)/; theilt 6 aber k nicht, so ist 6 jeden-
falls ebenso oft in (k—1)/ enthalten als in £/ Man kann

daher bei der Bestimmung wie oft eine Primzahl 6 in %?If.k)

als Faktor steht immer die Summe der drei Zahlen im Nenner
um 1 verringern, d. h. auf N reduciren, und sodann wie in
in Nr. 3 schliessen, dass jede Primnzahl wenigstens so oft im
Ziihler steht als im Nenner. A% ist also eine gauze gerade Zahl.

Hieraus ergiebt sich auch eine Eigenschaft der Coeffi-
cienten A4,. Denn die Vergleichung der Ausdriicke fiir 2,
und A4, liefert

Tow__ 1 e
5‘21" =xAu

und, ds%%[,. eine ganze Zahl, so folgt, dass die Zahl A%
durch k& theilbar ist.
— 1 . .
8. Bekanntlich giebt Y (Xu41— X,i—1) das Integral

von X,, so genommen, dass es fiir # = 1 verschwindet, d. h.

es ist
1

2n+

Die Gleichungen 16) 17) zeigen also, dass dieses
Integral von X, ebenfalls eine ganze Zahl ist (und
zwar eine gerade), wenn z einc ungerade Zahl 2y 1 ist,
und geben die Entwicklung dieser Zahl nach Potenzen von y
oder y+1.

.lf‘Xu dZ — 'i (Xn-H T Xn—l)

28*
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Man kann auch die Gleichungen 11) und 12) be-
niitzen, um eine Entwicklung des Integrals nach Potenzen
von y (y+ 1) zu erhalten.

Es ergiebt sich dann fir 2 =2y--1, wenn 2 un-
gerade

fX,. i BV ‘—Il* =2y@+1)
1

2n+4
(n+l) n+1 n+1 (18)
W@ttt aty” gD’
wo
@ g =D0E2) @ o (1=3)(n-1)-(n+2) (n+4)
= 12. oz ) 15w — 12.2%.32

und allgemein von k=2 an

—o%. (n=28+3) (n=2145)-- (n-1) - (n+2) (n-+4) -- (n-+21:~2)
Fa = 11 22 “1 ]i—_‘—

Wenn n gerade

fX,.dz=—x'—'"»'2"_‘\;"_"l'=(21/+1){2y(y+1)
1 L+ o . (19)
02y (124 - + 6.2 2+ 1))
wo
60— 4 (=) (n5) 60— . (=) (0—=2) - (n4-3) (n+5)

11 22 M 12 22 32
und allgemein von k=2 an

68— (n -2k+2) (n-2Jc+4)-- (1=2)-(n+3) (n+5)--(n+2m-1)
= 12.22.3%.. )2

Auch hier lisst sich wie oben (Nr. 6) erweisen, dass die

(U b(k)

Coefficienten a, simmtlich ganze gerade Zahlen sind.
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9. Da der Diﬁ'erentinlquotient von X, durch die Formel

%'XA — (2 n_l) Xu—l + (2 ﬂ—d) )ﬁn—ﬂ +

gegeben ist, so folgt, dass, wenn z eine ungerade Zahl ist,
X’l . . . .

auch —— eine ganze Zahl ist, und man sieht, dass sich
dz

diese Eigenschaft auch auf die htheren Differentialquotienten
von X, {ibertrigt.

Das Polynom X, hat also die merkwiirdige Eigen-
schaft, dass, wenn 2 eine ungerade ganze Zahl ist,

nicht nur X, selbst, sondern auch fX,.da: und alle
Differentialquotienten von X, ganzle Zahlen sind.
10. Es moge nun hier noch eine Tabelle der Ent-
wicklungen von X, nach den Gleichungen 7), 11), 12) und
von {' X,, d z nach den Gleichungen 16—19) folgen. Es ist

darin auf der linken Seite immer 2 durch 2y 41 zu ersetzen.

X—l-|-2y

1—2o+n

-

X,=1+4 12y 30y*+ 204°
— X, =1—12(y+1)+ 30 (y+1)*—20(y+1)°
X, =14+20y+ 904>+ 140 y* -+ 70 4*

+ X, =1—20(y+1)+90(y+1)*—140(y+1)*+70 (y+1)*
X,=1+42-15y43-70-y*+4-1404* - 5-126 y* 4 6- 42 y*
X, =1+ 2:21y*+3-140-y+44-420-3>+5-630- y*+ 6-462.y°

6 Y Y Yy Y

+ 7-132.y8

X, =1+4228y -+ 3.252.9* 4 4-1050 - y* + 5-2310- y*
1 Y Y

+ 6-2772.y% 4 7-1716-y° 4 8-429-y7

* *
*

-
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.\'l__;-1

xr

Ng=1+06y@+1)

B =110y (4

Ny=1420y@+1)+ 70y (y+41)*

Y28y () 4 1262 1

Ny= 1+ 42y @+ 1)+ 878 g2 (g 1 + 924 42 (y + 1)
M By 1) 4 50 (R 1 1706 7 (g 1
No= U472 (y+ 1) 1188 2 (y 4 1)° + 6864 92 (y+1)?

+ 12870 42 (y 4 1)*

* *
*

f‘( (Ix—» (Xy—X)=2y+ 243

—fl' X, dx ==2(y41) —2(y+41)
fl'-\'adx==l—;-(4\'r‘\’.)=2y+6y‘+4y“
+[ X dz =2(y+1)—6(y+1)+4(y+1)
S Xyl =] (X—X) =2y + 1252 + 204+ 1048
—J Xda =2(y+1) =12y +12+20(y+1)*
— 10 (y+1)
L X, da= g (X~ X) =24+ 204+ 60 +70y+-+28*
+S Xz =2(y+1)~20(y+1P+60(y+1

— 70+ + 28 @y+1)



;. Bauer: Ueber Legendre'sche Polynome. 359

S Xy dz = 1 (X X) == 2y + 21152+ 27054 2. 140y¢
1

4 2.126 b 4 2:42 ¢

f; Xydz = 113 (X, — X;) =2y+2-21y* 4 2-140y°4-2-420 y*

126305+ 2-462 45+ 2:132 47

* *
*

S Xidz=2y@+1)

S Xdz=@y+D- 254+
j]‘x,dz=2y(y+1)+1oy=(y+1)=

[ Xde=@y+D2yG+ 1)+ 1420+ 1)

S Xdz=2y@+1)+ 2By @+ 1"+ 8y G+ 1P

J Xy dz = @y+D)[2y(y+1) +305*5+1)*+1325° 0+ 1))

S Xdz=2y@+1)+545 (s + 1) 43965 G+ 1)
+ 858 (y+ 1)*



