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343

Bemerkungen Uber zahlentheoretische Eigen-

schaften der Legendre'schen Polynome.

Von QuBtav Bauer.

Das Legendre*8che Polynom n**^ Grades sei nackLegendre-

scher Bezeichnung durch bezeichnet; dann ist Xn CSoef&cient

on in der Entwicklung

.
^ ==Xo + Xi0+ X^0^'\

und es berechnet sieb hieraus

V « 1:3:5:^2 ^-D / _ n(n-l)
^ 1.2.3. n V 2(2ii-l)^

n(n-l)(n-2)(n-3) _ \
^ 2.4.(2n-l)(2n—3) /

Diese Formel kann als Definition von X„ für jeden

Werth von x gelten. Nun sagt Heiue in seinem , Handbuch

der Kugelfunktionen'' 1. Aufl. 1861, S. 7: „Nach der Be-

merkung Yon Euler in einem Briefe an Goldbach, dass in

der Entwicklung:^ von Vi — <^ nach aufsteigenden l'otenzen

von a alle Coefücienten von a ganze Zahlen werden, er-

kennt man sofort, dass Xn nur eine Potenz von 2 zum

numerischen Nenner hat*, indem er beifügt, dass ihm diese

Eigenschaft der Polynome Xn von mir mitgetheilt worden sei. ')

1) In der 2. Auflage seines Handbuchs, I. Tb. S. 14, kommt Heine

auf diese Eigenschaft der Polynome Xn surfick. Man kann hinzufügen,
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344 SitMmg der maUhrphya, CUum vom 7, Juli 1894,

Diese Bemerkung in Bezug auf die Coef^cieuten der

Form I und der bekannte Satz, dass alle Polynome X„ für

x= \ den Werth 1 annelimen, ist, so yiel ich weiss, das

einzige, was bisher in zaUentheoretischer Beziehung Ton

diesen Polynomen bekanntgegeben wurde.

Es soll nun hier zunächst gezeigt werden, dass diese

Polynome auch die bemerkenswerthe Eigenschaft besitzen,

dass, wenn x irgend eine ungerade ganze Zahl ist,

sie selbst ungerade ganze Zahlen sind.

2. Die Polynome X» genfigen bekanntlich der Differential-

gleichung

{l~«»)^-2a;^ + n(«+ l)i» = 0 IL

Diflerentiirt man diese Gleichung wiederholt und setzt

sodann in diesen Gleichungen o;= 1, so ergiebt sich sofort

die Relation

^ (w—w+1) (n+m) Xn
2 m d af*"*

und hiemit, da = 1 für a; = 1,

dXn_ n(n+l) Xn ^ («— 1) n (n+ 1) (n+ 2)

dx 2 ' dx^ 2*3

(g»X._ (n-2)(n-l) ..(n+ 3)

dx' ^ 2-4.6
®*

Mittels dieser Werthe erhält man die Entwicklung

X, = l + (X- 1) +
(''-l) « (>'+l)(»«+2)(a;-l)'

2 2*4 1 «2

1.2.3-.2n (ic— 1)"

+ ..+
2*4*6"2n l*2-3**n'

sagt er hier, „dass sämmtliche Coefficienten mit 4" multiplicirt ganze

Zahlen sind"*. Diese Angabe iat nicht genau. Denn man beweist leicht

mittelst dem in 4 angegebenen Verfahren, dass die Coefficienten der

Formel 1 höchstens 2'<~i im Nenner haben.
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O. Bmur: fJAer Legendri^m^ Mumm. 345

welche sich moch aebreiben Hart

Y + 1 ) X-1 (ii-l)w(/^4-l)(ti-f 2 ) /.r
1

Y

(w^2)(n- 1
) . .

.
(ii-i-3) /£7-JV4.

"**
1».2».3» " V 2 / *

"

Die Goeffidenteo von
(^ ^^

dieser Eniwicklang

wollen wir mit Ä'u bezeichnen, so daes

wo allgemein

Setzt man in dieser Reihe —x statt so hat man

zugleich

nnd wenn man in 1) x+2 statt x setzt,

X.,^-l + ^"(^+i)+^«(^^)+... (4)

Also ist auch

i(i>» + (-!)•«- 1 +j!r(!±i)'

J (5)

1 Äw« - (- ly X,) = Ji' (^tl)
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346 SUeung der maiK-phya, Glosse vom 7. Mi 1894.

Ans Oleichong 3) folgt sofort f&r ««1, daas die

GoefBcienton An der Relation genfigen

3. Es soll nun bewiesen werden, dass die Coefficienten

An sämmtlich ganze gerade Zahlen sind.^)

fliesn haben wir zonfichst zn fragen, wie oft eine ge-

gebene Primzahl $ in dem Produkt 1'2'9'"N enthalten ist.

Diese Frage ist schon von Legendre') beantwortet. Ist

nämlich ^ die grösste ganze Zahl, welche in dem Bruch

N
enthalten ist, so ist die gesuchte Zahl, d. i. der Exponent

der höchsten Potenz von Ö, welche in 1 • 2 • • • ^ enthalten

ist, durch die Formel gegeben

wo die Reihe fortzusetzen ist, bis der Nenner ^ grösser

als JV wird.

Theilt man nun N in zwei oder mehrere ganze Zahlen,

z. B. in die drei Zahlen n, n, n", sodass ifasfi-l-n-f-ii",

1) Setzt man in den Gleichungen 1) 3) x = cos a, —^— = sin* - o,

_E_ sco8*-o, BO werden dieselben
8 2

2„(co8a) = l-iiJ>ttn«ia+ i4jf>Bin*la h'*-

(— 1)* (cos o) = 1— -4^* cw'^s «+ -^^^ CO«* 5 «—+ • •
•

In dieser Form ^ind die Gleichungen l&ngst bekannt und schon

von Dirichlet gegeben worden (Grelle J. Bd* XVII). Aber man seheint

nicht bemerkt sn haben, das« die Coefficienten dieser Reihen sftmmtp

lieh ganse Zahlen sind, was allerdings aoeh wenig Interesse bietet^ so

lange man die Polynome X nur Utar Werttie Ton «<1 betrachtet.

2) Legendre, Th^rie des Nombies, 8»* ^ 1880^ T. I p. 10.
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G, Bauer: Ueber Leyendre'üche Folymme, 347

80 ist klar, dass ^{^) nicht kleiner sein kann als E
(^^^

'\- -\- e(^^; wohl aber kann es grOsser als diese

bumme sein; denn bleiben bei der Division von «, n\ n"

durch ö* die ßeste a, y und ist «+ + tf*, so wird

Ey-^J uui 1 oder uuch 2 grösser sein, als diese Summe.

Hieraus folgt, dass fiClr irgend eine Primzahl 6

s^e)>£^G)+2i;i^(;)+L^(;)

die Summen auf die Potenzen von 6 ausgedehnt, die in N
enthalten sind.

Hieraas folgt unmittelbar der Satz^): In dem Ausdruck

wo Nssn-{- n + n +

ist jede in dem Nenner enthaltene Primzahl wenig-

stens ebenso oft im Zähler enthalten als im Nenner

und der Ausdruck stellt mithin eine ganze Zahl dar.

Der Coefficient AÜ^ kann nun auf diese Form gebracht

werden, nämlich

Ok)_ (n -f- Je)

!

Es ist hier N=sn-\-k^ und diese Zahl ist in die 3 Theile

n— ib, ft, zerlegt Also ist A^^ eine ganze Zahl.

4. In dem besonderen Falle, wenn 0» 2, istffirN^^

die Zahl 0 = 2^— 1. Nun kann aber irgend eine Zahl N
in der Form

2«+ 2' 4
, p>a>r . • •

dargestellt werden, und die Anzahl der Faktoren 2, welche

in dem Produkt 1*2*3* • enthalten sind, ist also N^h^

l) ünter N! ist Mer das Produkt 1 «S* 8 • • • ^ zu Tenteben.
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348 Sitzung der maih.-phys. Clause vom 7. Juli 1894.

weno h die Anzahl der Glieder 2^, 2< • • in ist (Legendre

a. a. 0. p. 12).

Fragt luau nuu, wie oft der Faktor 2 ia

n!n!n I '
'

vorkommt, so ersieht man, dass der ungünstigste Fall ein-

tritt, wenn «, n\ «" selbst Potenzen von 2 sind, « = 2?,

lt'=29, n"«2*', also iV^= 2p -|- 2« -j- 2^ in diesem Falle

ist der Faktor 2 nfimlich im Zähler und im Nenner N— 3 mal

enthalten und die Zahl enthält den Faktor 2 gar

nicht, und ist also eine ungerade Zahl. Eine Ausnahme

hievon tritt ein, wenn zwei der Zahlen n, n\ n" oder auch

alle drei «gleich sind; denn ist n=n"=2^, so ist N= 2p

+ 29+^ und der Faktor 2 ist dann in dem Produkt 1 • 2 • • iV

noch N— 2 mal enthalten, während er im Nenner n!n!n'!

nur N— 3mal enthalten ist Aher man sieht, dass ähnliches

eintritt, sowie überhaupt zwei der Zahlen fi, n\ n gleich

sind. Ist fls^n'ss» 2*+ 2*-|' * * * * Anzahl dieser

Glieder 2*, 2* • • • so wird N! die Zahl 2 wenigstens t-mal

öfter enthalten, als der Nenner n! n! n'l •
' und man kann

daher obigen Satz dahin ergänzen:

Sind in dem Ausdruck

n!nln 1... ^ ' * *
'

zwei (oder mehrere) der Zahlen n, n, n", gleich,

so ist derselbe eine ganze gerade Zahl.

Dieser Fall trittein bei demGoefficientenili»'=:
(n—k)fk!k!

und fulglich ist dieser Goefficient immer eine gerade Zahl.

5. Setzt man in den Gleichungen 1) 3) für j; irgend

eine ungende ganze Zahl, s 2 y+ I, so werden dieselben
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O. Snmer: VAtr LigenirifiAe Polynomt. 349

(—1)» i£,etrfi)- 1- (y+ 1)+ (,+ 1)»+ J (7)

woraus die in Nr. 1 angegebene Eigenschaft dieser Polynome

henrorgeht, dass sie ganze angerade Zahlen werden,

wenn füro; irgend eine ungerade Zahl 2y+l gesetzt

wird. Zugleich ersieht man, daas dieselben sowohl nach

Potenzen von ij, als auch nach Potenzen von in

ganzzahlige Reihen entwickelt werden können.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich ferner, dass für

ftlr irgend welche Indices n, n immer darch y theilbar ist,

und ebenso, dass, je nachdem n gleichartig oder ungleich-

artig sind, im ersten Falle

im zweiten

dnrch y-i-l theilbar sind.

Aus den Gleichnngen 5) folgt für x=^2y—

l

1

2
(XH(arfi) + (— 1) 3:„(2y-i))

(8)

woraus ersichtlich, dass auch

J£*t2»f1)— (—1)" X»(2|f-1)

immer durch y theilbar ist.

Wenn nun aber a; eine gerade Zahl ist, so zeigen die

Gleichungen 1) und 3), dass sich Xn nur ausnahmsweise
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350 muwig der vuitiK-phifg, (Maate vom 7. JuH 1894.

auf eine ganze Zahl reduciren wird.^) Da das höchste Glied

der Reihe 1) A}»^ (~2~) ^ steht darin 2** im Nenner;

aber

nl nl

hat, wenn n« 2^ + 2* 2' -|- • • mit i-Gliedern ist und also

2 M = 2P-^^ + 29+1 ^ 2''+i + nach Nr. 4 (2 n— i)— {n—i)

—(fi-^<)«i Faktoren 2, so dass in (^2~) ™' "^^^

2*"»' im Nenner bleibt. Nur wenn n eine Potenz von 2

ist, also i =s 1, bleibt noch 2""^ im Nenner. Das vorletzte

Glied Ai!~'' i^^y^ ^^^^ j®^®"^ höchstens 2—2

im Nenner behalten; das drittletzte höchstens nur 2""* u. s. f.

Man sieht also, dass, wenn x eine f^erade Zahl ist, X„ höch-

stens den Nenner 2'»~i haben kaiin; dies wird aber nur

eintreten, wenn n eine Potenz von 2 ist; in allen andern

Fällen hat X„, wenn x eine ganze gerade Zahl ist,
2**"^

oder eine niedrigere Potenz von 2 im Nenner.

6. Da, wenn n gerade, nur gerade Potenzen von x

enthält, und dasselbe von^ gilt, wenn n ungerade, so lassen

sich diese Polynome auch nach Potenzen von — 1 ent-

wickeln. Man erhält für gerade n

WO

ji)_ n(»-i-l) ^(2) (n-2)« (n+l)(«+ 3)
1 = T 1

• •
*

1) Dies tritt s. B. ein fQr ns=s.
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O. Bauer: ü^er Legendr^tche PoiifnofM, 851

allgemein

(*)_ (n-2k+2)(n-2k+4)' n - (w+ l)(n-i-3)" (n-f2A:-1)
— 1».2».3>-.*»

Für ungerade n

wo

fcO) + 2) wo, («-3)(n-l ) (»+ 2)(«+4)
On p , = ja 2»

allgemein

Die Goefficienten a, 6 in diesen Reihen sind

ebenfalls sämmtlich ganze und gerade Zahlen, wie

sogleich gezeigt werden soll.

x"^ 1
Setzt man x 2y+ 1, so wird — .

— = y (y+ 1) «nd

man erhält also, wenn x eine ungerade Zahl 2y-|-l ist,

folgende ganzzahlige Keihenentwicklungen nach Potenzen

on y(y+l)^):

1) Für s 008 o eiliUt man ans don Gleichungen 9) 10)

fBr gerade n

X. (C03 a) = 1 - «;;> V (^y -+ •
• ±V C^)"

fOr ungerade m

2, (CO. .) = CO. a {l- fcSI' (?'-°-^)Ve (^) - + • •

±<'?\5i|f)-j

niese einfachsten ^anzzah ligen F^ntwicklungen von A'^ (cosa)

sind, so viel ich weiss, bisher noch nicht gegeben worden.
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352 aUgtmg der maO^-phya, aaase vm 7. «TiiK 1894.

tSx gerade n

^= 1 + ai' ^

y (y+ 1 ) + oif ^ y
» (y+ 1 )^+ - - •

Q) ~ - (^^^

für ungerade n

(12)

Entwickelt man in 11) die Potenzen von (y+ l) und

vergleicht sodann die Reihe mit der Keihe 7) so ergiebt sich

nnd allgemein

—a« +U-i;«M -iU-2MM H

—

V\ 1 J«» ran l^^^

Da in diesen Recarsionsformeln der höchste Coefficient a

immer den Faktor 1 hat, so berechnet sich hieraus air''\ resp.

off^'^^ durch eine Reihe der mit ganzen Goefficieiiten.

Also sind auch die a ganze gerade Zahlen«

Die Vergleichnng der Coeffieienten yon und in

den beiden Reihen 7) und 11) liefert

c -4."', 1«;' =4"-".

wQiaiis

4"-"-|X"> (15)

sich ergiebt. Das Bildungsgesetz der ii« zeigt, dass diese

Relation in der That stattfindet, nnd zwar f&r gerade nnd

ungerade n. Es ist also auch -4?"^^ immer durch n theilbar.

Dies ist aber nur ein specieller Fall des allgemeinen Gesetzes,

dass Äir^^ immer durch h theilbar ist (Nr. 7.)
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O. Bauer: lieber Legemdre'eeke I^mome. 353

Ebenso giebt die Vergleicbuug der Reihe 12) mit der

Reihe 7) Recursionsformelii für die Berechoong der 6« aus

den An; dieselben sind wegen des Faktors x=2y-i-l etwas

complicirter als die Formeln 13) haben aber mit diesen die

Eigenschaft gemein, dass der höchste Coefficient in den-

selben den Faktor 1 hat. Man erhält also für die Coeffi-

cienten 5„ ebenfalls eine Keihe der A„ mit ganzen Coefficienten.

Also sind auch die 6» ganze gerade Zahlen.

Speciell ergieht sich

und ans der Yergleichnng der Goefhcienten von und jr»

Hierans folgt zanächst wieder die Relation 14); Horner fftr

den letzten Coefficienten 1»

Hiebet ist zn bemerken, dass, wie wir in Nr. 5 sahen,

A^t^^ immer den Fakixjr 2 mehrfach enthält, ausgenommen,

wenn n eine Potenz von 2 ist. Dieser Fall Ist aber liit-r aus

geschlossen, da io der Reihe 12) n eine ungerade Zahl ist;

also ist 6» ^ aneh eine gerade Zahl.

7. Bildet man aus den Gleichungf^n 7) die Differenz

Xn^i— so trennt sich in den Coefhcienten der Faktor

2 n^- 1 los and man erhält für x^^y-i-l

- = 2 + tiL'^ j^* 4- ai'V + • • •

^ ^
^

,

18M. MaÜL-pbya. CL l. 88
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354 Sitiung det wiath,'phifs, dorne vom 7, 1894.

oder auch

- x„_i) = 2 ^ 1) -C (y+ 1)»

wo von k^2 tai

(n-^-i-3) •.(»-f-^'-l)
— l».2»-3*-Ä;»

Dass trotz der Abtrennung des Faktors 2??-j-l ans der

Differenz -^J^i — ^If-i diese Coefficienten wieder ganze

gerade Zahlen sind, lässt sicli auf folgende Weise zeigen.

Die Polynome X genügen der Relation

(n+ l) X^^i _ (2 M+ l j ^ + " X^^i == 0 III.

Hieraus zieht man leicht

(2»n- „

Ist eine ungerade ganze Zahl, so sind die Zahler der

Brüche auf beiden Seiten ganze gerade Zahlen; und da

2 n 4- 1 und n -f- 1 keinen Faktor geniein haben, so folgt, dass

X^i— Zh-1 durch 2 »+

1

X«_i durch it+l

theübar sind, wenn x eine ungerade Zahl. Da also die

Reihen in den Gleichungen 16), 17) fttr alle ganze Zahlen p
ganze gerade Zahlen darstellen, so ISsst sich schliessen, dass

auch die Coefficieuten % ganze uud gerade Zahlen

sind.

Dies lässt sich aber auch mittelst des Satzes in Nr. 3

erweisen. Denn es ist

l^k)^ (n±k ~ IV
2^ {n—k^l)nc!{k-\)!
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Q. Bauer: üeber Legendre'sehe Polynome. 355

Nun sagt der Satz aus, dasä / li^tr, eine ganze Zahl
n! n ! n !

^

ist, wenn N= n + n + n". In ^ 1?* ist JV« n + k— 1,

aber die Summe der drei Zahlen im Nenner ist M-|-Ä=^+ 1.

Der Satz lässt sich also nicht unmittelbar anwenden. Aber

wenn eine Primzahl B die Zahl k theilt, so theilt sie

k— 1 nicht nnd ist also ebenso oft in Qc— 2)/ enthalten,

als in (^—1)/; theilt B aber k nicht, so ist B jeden-

falls ebenso oft in (Ä— 1)/ enthalten als in k! Man kann

daher bei der Bestimmung wie oft eine Primzahl 0 in
'

als Faktor .steht immer die Summe der drei Zahlen ini Nenner

um 1 verrint^ern, d. h. auf jV reduciren, und sodann wie in

in Nr. 3 schliessen, dass jede Primzahl wenigstens so oft im

Zähler steht als im Nenner. iBt also eine ganze gerade Zahl.

Hieraus ergiebt sich auch eine Eigenschaft der Coeffi-

cienten An- Denn die Vergleichung der Ausdrucke für X»

und liefert

und, da ^ 9n eine ganze Zahl, so folgt, dass die Zahl Äi~^^

durch k theilbar ist.

8. Bekanntlich giebt s~~~l"T Integral

TOD Xm, 80 genommen, dass es für « as 1 verschwindet, d. h.

es ist

Die Gleichungen IG) 17) zeigen also, dass dieses

Integral von ebenfalls eine ganze Zahl ist (und

zwar eine gerade), wenn m eine ungerade Zahl 2^+1 i^^i

und geben die Entwicklung dieser Zahl nach Potenzen von y
oder y+1.

28*
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356 Sitzung der math.-phyg, Clam vom 7. Jtdi 1894.

Man kann auch die (xleichungen 11) und 12) ]>e-

nützen, um eine Kntwickiang des Integrals nach Potenzen

OD y(if-^l) zu erhalten.

Es ergiebt sich dann für a; = 2y-|'l, wenn ft un-

gerade

(18)

+ (S'y^(y+ 1)^ + • • + a. ' y ' iy+l)
'

wo

l%,2% ' 0» — ^ i».2».3»

und allgemein von 9,n

(«-2 frf3) (n~2 A;+5 ) • (» -n • (»+2) (m4-4) • • (n+2 A;-2)

Wenn n gerade

+ 6?/ (»+ 1)'+ • • + t>. / + 1)*}

WO

,2)_, (n-2)(n+3) ,3)_. (n-4)(n-2).(n+3)(n+5)

und allgemein von A;»2 an

faCfc)_-oT, (n-2k+2)in-2k+iy - (»-2)-(»+3) (?t-h5)-(w+2w-l)

Auch hier lässt sich wie oben (Nr. 6) erweisen, dass die

Coefficienten ai*\ l^*^ sämmtlich ganze gerade Zahlen sind.
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Q, Baiter: Utber Legendr^tehe Pölymme, 357

9. Da der Differentialquotient toq durch die t'ormei

^ = (2 n- 1) + (2 n-5) Z,_2 + ...

gegeben ist, so folgt, dass, wenn x eine ungerade Zahl ist,

auch eine ganze Zahl ist, und man sieht, dass sich

diese Eigenschaft auch auf die höhereu Diü'ereutiali^uotienten

von Xn überträgt.

Das Polynom X„ hat also die merkwürdige Eigen-

schaft, dass, wenn x eine ungerade ganze Zahl ist,

nicht nur Xi, selbst, sondern auch J^X^dx und alle
1

Differentialquotienten Ton ganze Zahlen sind.

10. Es möge nun hier noch eine Tabelle der Ent-

wickhuigeii von X„ nach den GleiclmnL^^ni 7), 11), 12) und

vou Xndx nach den Gleichungen 16— 19) folgen. Es ist

darin auf der linken Seite immer x durch 2ty-{-l zu ersetzen.

l + 2y
l-2(y+l)

l 6 ij ßy^

1 - ö(y+l) + G(y+l)'»

1 4- 12 + 30 + 20

l_12(y+l) + 30(y+l)*-20 (3/+ 1)3

1 + 20 y + 90 + 140 + 70 y*

1 - 20(y+l)+90(y+l)»-140(y+l)»+70(y+l)*

1 + 215y+3-70-f/»+ 4110?/3-f 5.126?/*H-0-42^/»

1 + 2-21y»+3-140-y+4420y3-i-5.oaoy+ö-462y

+ 7132.y«

1 + 2- 28 y + 3 252 + 1050 * y> + 5-2310 -

+ 6-2772y+ 7.1716-y« + 8.429.y'
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358 aUMung der maUh^-phifi, Olam «om 7, JuU 1894.

^^-l + 10y(y+l)

X, - 1 + 20y 1) + 70^/» (y+ 1)»

1 + 28 y (y+ 1 ) + 1 26
3,Vv/+ I

)»

Ae = 1 + 42 y (y+ 1) + 378 (y+ 1)» + 924 y» (y + 1)«

= 1+ 54 y (y+ 1) + 5U4 (y+ 1)* + 17 16 (y+ 1)^

X,«: 1 -f-72y(y+l)-f- 1188i/»(^+l)> + 08f)4f/M.vf 1)'

+ 12870 1/

J(JC,-.X,)-2y+2y»

«2(y+l)-2(y+l)*

l(X,-XJ= 2y+6y»+4/

«2(y+l)-6(y+l)»+4(y+l)»

«2(y+l)-12(y+l)»+20(.v4-l)'

-10(y+ l/

Q (^--^.) =2y+20yH(30/+70y*+28y»

«2(^+1) -20(;y+l)»+(;0(;y+l)»

-70(y+l)* + 28(|f+l)*

t

+f^X^dx

fx^dxm^

- fx^dx

fx.dx^

•\'f^X^dx
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G, Bomt: lieber Legendn^ache Polynome. 359

fx.dx^Yx (^6-^4) = 2y+ 2.15f/»+2.70y»+2.U0j»*

/ X, d = - ij) = 2 ^+ 2.2 1 y»+ 2.1 40y»+2420jr*

* + 2-630 y»+ 2-462 + 2 • 132

jr'X,rf*-2y(y+l)

jrx,<l»-(2y+l).2y(y+l)

/J^<i* = 2y(y+l)+10 9»(y+l)»

^ = (2 y+ 1) [2 y (y+ 1) + 14 (y+ 1)*]

^Xjda?= 2y(y+l) + 28/(y+l)* + 84y^(y4-l)*

j^*X.da; = (2y+l)L2y(y+l)+36y»(y+lf+132y^(i/+irj

/J4(ix = 2i/(y+ 1) +54y> (y + 1)» +3%^^ (y+ 1)»

+ 858y*(y+l)*
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