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Ueber die Anwendung des Princips des kleinsten
Zwanges auf die Elektrodynamik.

Von A. Wassmuth in Graz.

(Eingelaufen 5. Mai,)

Ein Punkt m eines Systems von Partikeln moge sich in
der Zeit 7, wenn er frei wiire, von a nach b bewegen,
wihrend seine wirkliche Bewegung durch die Strecke ac
dargestellt sei; dann sagt bekanntlich das von Gauss aufge-
stellte Princip des kleinsten Zwanges aus, dass Sm - b ¢? cin
Minimum ist oder dass, wenn ad irgend eine virtuelle d. h.
mit den Bedingungen des Systems vertriigliche Bewegung
vorstellt, stets: Sm -0 ¢* < Zm-bd* sein muss. Sind zyz
die Coordinaten des Punktes m, auf den die Kriifte m X,
m Y, m Z wirken sollen, so geht irgend eine Coordinate z
in der sehr kleinen Zeit z fiir die wirkliche Bewegung iiber in:

dz L d*e.,
toittaan’
und fiir die freie Bewegung iiber in:
dzx 1
xZ + dt T + E X2
so dass das Quadrat der Ablenkung bc* oder das Quadrat

4 2 2
der Coordinatendifferenzen gleich 1 [(Z tf —X ) - ] wird.
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Man hat daher einen Ausdruck Z — er soll der Zwang
des Systems heissen — von der Form

Zag zlff_) (d'v_) )]
= "m[(dt“ dtr dt’ &

wobei sich die Summe auf alle Partikeln erstreckt, zu einem
Minimum in Bezag auf die diversen Beschleunigungen :
d*z d*y

ae ap”
zu machen. Differenzirt man dabei die Bedingungsgleichungen
des Systems: ¢, =0, ¢, =0 ... zweimal nach der Zeit, so
muss man sich, wie aus der obigen Ableitung hervorgeht?!),
gegenwiirtig halten, dass die Coordinaten z und ihre ersten
Diﬁerentia]quotienten als ,gegeben® anzusehen sind; die

. die kurz :;, ;j, ... geschrieben werden sollen,

3¢ -
Gleichung: Tﬁ = 0 driickt nur aus, dass die s%ﬁz—l- e

unveriinderlichen Werthen gleich sein miissen. Fiir ge-

gebene Werthe der z und lf” sollen also die z so bestimmt

werden, dass Z zu einem Minimum werde. Man erhiilt so
die bekannten Gleichungen:
52 - 2 o Py -
<m(:1:——}&)-|--ll ¥ L4222 d +..=0 u s w
Statt der Coordinaten zy 2 ... sollen nun n von einan-

der unabhiingige Variabeln p, p, py . .. pa eingefithrt werden,
so dass die virtuelle Arbeit = P Jp + Pyopy+ ..+ P,dp,

und die lebendige Kraft 7'= Ea,,l Py p; wird, wobei

die Py und a,; =a;, nur von don Coordinaten abhiingen
und die griechischen Buchstaben, wie im folgenden immer,
von 1 bis n gehen.

1) Lipschitz, Borch. Jour. 82. Band 316 (Rausenberger Mechanik 1
166); Gibbs, Beiblitter 1V 319.



Wassmuth: Ucber die Amwendung des Princips ete. 221
Daon wird der Zwang Z, wie Lipschitz (a. 2. 0. p. 330)
zeigte, ausgedriickt durch:
e o 117. . 1%83. .
Z=EAT” [az“ PytHagu po+-. +[ P ]7': P,+[ p ]f'xpz+' '-PI‘]
m
- . § 11y . . 137 . .
[a:'l’1+az'pz+"+ [ r]P:]’|+[' ]plf’z+"_P']
wobei f die Determinante aus den a,; und Ay, die adjungirte

o
(40 =5o)
vorstellt und

[’-’i]_l Faxu N ?aiu_aaxi]
" 2l2p;, " “ps e Pu
gesetzt ist.

Der Ausdruck fir Z wird tbersichtlicher und fir (ge-
wisse) physikalische Probleme geeigneter, wenn die lebendige
Kraft T eingefthrt wird. Setzt man nawmlich:

s0 ist1) auch

e i T, - my .
Tﬂ=a;ﬂp,+a;.ﬂf’g'i'--"f[F]P;P;+[F]I’IP;+-~-
und es wird:

Z=§1}'[Tu— WJITr—P] doi (D

]'All(T]—Pl)’—*_Azg(Tg_PgD’—}'... l
Z=J +QA,,(T,—P,)(T,—’P,)+,_,
l Yoad—bya—py+... |

1) C. £ e. g. Rayleigh, der Schall, p. 111; Stickel, Borch.
Jour. 107, p. 322
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Da dieser Ausdruck fiir den Zwang Z, wie es scheint,
neu ist, so ist es nicht tiberfliissig, nachzuweisen, dass man
in Ausfiihrung der Minimumsbedingung fiir Z zu den Lagrange-
schen Gleichungen kommt. Dabei hat man zu Folge der
obigen Bemerkung bei der Differentiation des Z nach 1;, die
Grossen p, und p, als gegeben oder fix anzusehen und
von der Beziehung:

9Ty
75
Gebrauch zu machen. Man erhiilt so:
« A Y o a, Aur
ﬁ—; = B+ 33D (T — B
oder, da diese Summen einander glelch sind,

= Qux = QAxp

9z 2
5—1)—;=J§ A A[IV(TI' = Pr)

oder:

1 } 1 3

ST —P) Sy Apr=, SN Ts = Po)lay, Ayp-ay; Agr.. ]
v IL v

Da nun nach einer Kigenschaft der Determinanten:
ay A+ a Ay + .. =4 oder Null wird, je uachdem

]
v=1 oder » > 1 ist, so folgt also aus: —.-.g-——-() auch

ap
T,— P,=0 d. i. die Lagrange'sche Gleichung:
dar 93T
aisg, “ap, =

Fir den Zwang Z lassen sich ganz iihnlich, wie man
fir die Lagrange'sche Grundgleichung Nebenformen?) auf-
stellte, noch andere Ausdriicke finden.

Wichtig fir die Anwendung ist die Bemerkung, dass
sl(‘h der Zwang Z so darstellen lisst, dass darin eine Be-

l) Weinstein, Wied. Ann. 15. Budde, Mechanik I 397.
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schleunigung z. B. p, von den iihrigen losgelost erscheint;

es ist: Z-4=;—(L,iz',"+ 2 M, p,+ N, wo die L, M, N,

. ?
die p, nicht enthalten und L, und M aus 5731— =0 leicht
gefunden werden konnen. k

,Sind bei einem physikalischen l’robleme die virtuelle
Arbeit 2 P06 pu und die lebendige Kraft 7= 2 a,; p,‘ I
I3

gegeben, so lisst sich mittelst der Gleichung I der Zwang
des Systems bestimmen; die Minimumseigenschaft von Z
driickt ein — in vielen Fillen sicher neues — Gesetz
fiir das System aus, ganz abgesehen davon, dass andere,
vielleicht schon bekannte Gesetze durch wirkliches Differenziren
des Z daraus folgen.*

So hat z. B. Herr Boltzmann in wundervoll einfacher
Weise an der Hand der Lagrange'schen Gleichungen, somit
sich stiitzend auf mechanische Vorgiinge, in seinen Vor-
lesungen I die Maxwell’'schen Gleichungen der Elektrizitiit
abgeleitet. Es erhellt, dass man auch vom Principe des
kleinsten Zwanges in der Form der obigen Gleichung I als
Obersatz ausgehen kann und, da die virtuelle Arbeit und die
lebendige Kraft angegeben werden, durch Aufsuchen der
Minimumsbedingung zu den Lagrange’schen Gleichungen und
— nun ganz an der Hand Boltzmann's fortschreitend —
zu den Maxwell'schen Gleichungen kommen muss. Wenn
es auch auf diese Art schwer moglich sein wird, die klassischen
Methoden Boltzmann's, besonders die im 2. Theile seiner
Vorlesungen, noch mehr zu vereinfachen, so driickt die Be-
dingung: Z = Minimum immerhin eine nenerkannte Wahr-
heit aus.

Als ein Beispiel mége der Fall von 2 cyklischen Coor-
dinaten j).=l', und i), =l; — von den langsam verinder-
lichen Parametern & werde einstweilen abgesehen — be-
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P 1 . | - ;-
trachtet werden. Hier ist: 7' = 3 ay P+ 3 @y Pi + Wy Py D1

= i;‘l'.’ + g I2+ CL 1, wenn Boltzmann's Bezeichnung

eingefithrt wird. Es folgt: a, = 4, a, = B, a, = C,
AC

A=l0B) = AB—C’» A, =B, dy= — C, 4y =4,

T, = {% (AL + ClL), T,= ;—t (Bl,+ Cl). Ausserdem
moge wegen der Reibung oder Zihigkeit die von Rayleigh
aufgestellte Zerstreuungsfunktion (a. a. O. 108 und 109 pg.)

1 4 1 . R b o
durch F'= 52(1. B+ .)= 3 by pi + §b“ i+ b o
bezeichnet werden; dann tritt bekanntlich zu den Kriiften

2
Py = Ly noch hinzu: — 5‘;‘1 Auch erhellt aus inneren
I3

Griinden, dass b,, = 0 1ist.
Hiemit wird denn schliesslich der Zwang Z ausgedriickt
durch:

% (AB—-C’):B[(%(A B+ Gy Li— B 1'.]'
—20[;;%(;11}-}— Cl;)—L,—I:.,l:][t%(l?l',—i-al‘,)—L,—b,.l;]
+ A[ddt (Bl + CL)— L — b,,l:]

) )
und es soll Z ein Minimum sein, derart, dass ?§= 0 und
1

37

a—l,l,=0 ist.  Hierin stellen (Boltzmann I pg. 34 und 35)
2

I, und I, die Stromstirken in 2 Leitern, &,, und b,, deren

Widerstinde, L, und L, die elektromotorischen Kriifte in

ihnen, A4 und B die Coefficienten der Selbstinduction und

C den der gegenseitigen Induction vor. Sind noch Conden-
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satoren (1. c. I 35) eingeschaltet, so treten noch Glieder von
der Form: d, 1, und d,1, in die Klammern.

Die Bedingung: Z = Minimum spricht also ein elektro-
dynamisches Grundgesetz aus und liefert die Theorie
der Selbstinduction und wechselseitigen Induction fiir nicht
zu schnelle Stromschwankungen. Will man auch die pondero-
motorischen Kriifte erhalten, so muss ein langsam ver-
iinderlicher Parameter % neben I, und I, als 3. Variabele
eingefiihrt, der allgemeine Ausdruck fiir Z aufgestellt und

die Gleichung ZLZ= 0, wobei & und % als constant anzu-

s.ghen sind, gebildet werden; erst nachher hat man J: =0 und

%k =0 zu nehmen und erhilt, wie Boltzimann, die Beziehung;
oT 234 L,’a_]_f_l.l,a()
ok 29k 23k """k

Auch die Akustik bietet ein weites Feld zur Anwendung
des obigen Principes. Es treten da hiiufig in dem Ausdrucke
fir die lebendige Kraft nur rein quadratische Glieder mit
gleichen Coefficienten auf, wesshalb sich dann die Gleichung
fir den Zwang einfacher gestaltet.

Fiihrt man die Abkiirzung: Ty — Ppu -= Qu ein, so ist
der Zwang Z gegeben durch:

4 D=2 Ay (T — Pp) (Ty — Py) =3 Qu Or =
n w

=AHQ¥+2A|~1Q101+--'~ '*'2AmQxQn
+ 4w Qi+ + 2 dg Q: Qu
+A’l” Q:l

37 . 2Z
Die Bedingung: 3.—7= 0 lisst sich durch: R e 0

Do

ersetzen. Man hat nimlich:

az_272q, 27420,
ll."’Q—aQ]ai’Q 3()" 3)"9

1894. Math.-phys. CL 2. 15
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3 AT
oder wegen ——.(.)f ==
3 po R

arp

a7z VA VA 37
(7—}3—9=a‘99@;+”293(),+"'+n"93_()..—0' (e=1..n);
aus diesen 2-Gleichungen folgt, da die Determinante: D= |au»|
nicht verschwindet, allgemein:
3z
3Qy
Differencirt man demnach den obigen Ausdruck wirk-
lich, so ergeben sich die 2-Gleichungen:
1372
550, —Ar@tAp Gt ..+ 4 Q=0; (=1..7)
die, da die Determinante | Ayy | = D"=! nie Null werden
kann, wiederum die Lagrange’schen Gleichungen: @, =0 ..
@, = 0 nach sich ziehen.

0.

2
Haben die Kriifte P ein Potential U, so dass Py = — 5)?
u
wird, und enthalten die Bedingungen die Zeit ¢ explicit nicht,
so hat man fiir die lebendige Kraft 7' einerseits:
oF - aT -
2T=§]‘3‘11’1+3—j’21’2+ .
oder
ar__ - d (3 T -
asy Syl O =t
2T =M ai}])-{-p,aﬁl—}-...

wiihrend andererseits, da 7' auch Funktion von p, i), .. ist,
dT -937T . aT .
57 =5 371 + 2, 9}:‘1' ... wird;

hieraus folgt durch Subtraction wegen:

dafarT QT_T
d i\ pu ap. "
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ar -, -
__l_=p‘l'l+p,.1'+...
wozu man
aU aU. . .
’W=§p’,l’| +... =—pPi—pl,..
addirt und so sehliesslich wegen Iy — I’y = Qu 2ur Gloichung:
MY _ . o : .
—at =p,Q+n,0+. .. tFp=2~N
gelangt. Man sieht sofort, dass fiir @, =0.. @, =0 auch
R=0 d. i. T +4 U= Constante scin muss oder dass sich
aus den oben gefundenen Lngrange'schen Gleichungen auch
das Princip der Erhaltung der nergic ergiebt.  Beides
lisst sich gleichzeitig gewinnen, wenn man in dem Aus-
drucke fiir Z mit Hilfe der Bezichung: R=iw, Q...
eine der Grossen @ =z B. @, eliminirt und die Minimums-

' A o7 : ;
bedingungen:: 70, =0.. 30, = 0 nachher anfstellt, Zweck-

miissig ist es dabei, fiir den Zwang 7 die Determinantenform
anzuwenden; es ist z. B fir n = 3:

0 0 Q @ 0 R Q
—Z.D= Q, a,y ay ay _____,]_4 R by by by
Qp Gy ayy ag Pi| @y by ayy g
Qy ag, gy g | Qy by ayy ay

wobel

by = (a,, i’l + ay, i’z + ay, 7.':1) I;l +...

ar.
=_-p,+...=2T
ap, )
. ) Y
hyy = by =0y py + ag py + gy py = ap
s
b P ] . ; e 2 il
hyy = bys = gy, Py + 3, py + a4y py = ap -
a

16°
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Die Ausfiihrung der Minimumsbedingungen ergiebt:

A, B+ Q, [Z')I Ay "‘1"2 Au]+ @, [px Ay — i’s 4,]=0
Ay B+ Qy[p, Ayy — py Al + Q4 [py gy — 5 4,51 =0
Ay B+ Q[0 Ayg — py Ais] + @5 [y Agg — Py 4,51 =10
oder, da die Determinante dieses Systems p | Ayr| = p? - D?
nie verschwindet, R=0 und Q,=0, Q=0 d. i. das
Princip von der Euergie und die Lagrange’schen Gleichungen.
Eliminirt man in der allgemeinen Gleichung A, Q,
+ A4y Q@+ ...+ 4 Q=0, y=1..n etwa Q,, mit der
Relation: R = p, Q, - ... so folgt natiirlich ebenso: R = 0,
Q=0.. @g=0.

Nachtrag,

betreffend lineare Stromverzweigungen.

—

Sind p, .. p, wiederum cyklische Coordinaten, T'= 5 1;}
+ %— awpt+ .. + aypy s+ .. die lebendige Kraft und ist
F= 3 bupi+ yba it ...+ by byt .. die von Lord
Rayleigh eingefiihrte Zerstrenungsfunktion, so kommt zu
_]eder Kraft P, noch die Kraft: — -— = — (b p. + by p,

..) dazu und es ergiebt das Princip des kleinsten Zwanges,
dass

Z~D=EA,,;'Q,‘Qy=A,,Qf+AnQ3+ . +2AnQqu+ .. (1)
ein Minimum fiir jedes @ sein miisse; dabei ist also:
1 . . . .
Q=g |wpt ausit | = Put[busit buint| @

9D
3{!,‘1

D=Iaxl| Axl=
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' Geht man zur Elektrodynamik iiber und setzt: i),= Ji,
pp=4d;... sowie

- (%[a,,,J. AT ..]—P,.+[b,,‘J.+b.,,J,+ ] )

so giebt die Minimumsbedingung (1) eine Eigenschaft
einer linearen Stromverzweigung an. Dabei sind a,, dy,
@y, . . . die Coefficienten der Selbstinduction des ersten, zweiten
Umlaufes, a,;, @5, @ ... die Coefficienten der gegenseitigen
Induction, P, die constante elektromotorische Kraft; ferner
ist &, der Widerstand des ganzen ersten Umlaufes, b,, der
des ganzen zweiten Umlaufes u. s. w. und &,, der Wider-
stand jenes Stiickes der Leitung, das dem 1. und 2. Umlaufe
gemeinsam ist; b, ist positiv, wenn J, und J, dieselbe,
negativ, wenn sie entgegengesetzte Richtungen haben. Die

i

9z .
Ausfithrung der Minimumsbedingung B_g =0 liefert: @, =0
1

d-i-P1=bllJn+ana+---+bmJ»+
%[a"J,-{-a,,J,-}-...] “4) u s w

Das sind — etwas verallgemeinert — jene Gleichungen,
die Herr H. von Helmholtz 1851 (Abhandl. [ 435) fiir die
Induction in linearen Stromverzweigungen, die man sich in
die mdglichst geringe Zahl einfacher Umgiinge zerlegt denken
muss, aufgestellt hat.

Fiir die Arbeit der verzogernden Kriifte erhiillt man vom

e OF _[PF. oy
Zeichen abgesehen: 3, ap,+..= [55‘ ot .]dt-—-..l dt
=[bydi+budi+ ..+ 2b, i I, +..]d ¢t d.i. die Joule-

sche Wirme und sind alle Summanden in der Klammer
positiv,

Nun werde angenommen, dass a,; == ayy = a3 = .. = 03
@y == @y = @y = . . = a sei, welcher Fall experimentell un-
schwer zu verwirklichen wiire. Dann wird:
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Q= T di b )= Pt b d+ by - und
es muss: Z-a =@} 4+ @; 4 .. ein Minimum sein, wie klein
auch @ genommen wird. Fiir lima = 0 werden die Strom-
stiirken unabhiingig von der Zeit, also constant und es folgt
aus der Bedingung: Z'= Q|+ Qi+ .. = Minimum; Qu
=I),‘NJ,+.. —Py=0.

A . "
Die Gleichung: é—g =0 kann, weil die Determinante
"

71
aus den b nicht verschwindet, durch: 2
5

Esist demnach fiir constante Strome: ZI—Z[(II‘#J-‘-‘- )—Pul*
fiir jedes J zu einem Minimum zu machen

Anmerkung. Eine oft genannte Minimumseigenschaft
fir constante Strome ergiebt sich aus der wohlbekannten
Gleichung:

WD oroern - [20+r+8]=rF )
dt it
worin: U= P, p,+ .. das Potential der constanten Krifte

vorstellt und wie oben: 1'—»1 ay p, + .. éa,, JE+ ..
P Lty ..=%b,,J3‘. ik

Erlangen die Stromstirken: J,, J,.. die anfangs Null
waren, fiir = co ihre vollen Stirken J, J;.. so ist (wegen
dT 93TdJ, arT
UF T Tt + ..) auch T 0 und das in I rechts
stehende I¥, das aus lauter positiven Gliedern besteht, erlangt

seinen griossten Werth. Demnach wird die negative linke
Seite in I d. i.F-{-(Zth] shudi+..— (P + P J+.)
ein Minimum fiir jedes J darxatellen.



