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II Teil der Studien iiber Gleichgewicht
der lebendigen Kraft.

Von Ludwig Boltzmann.
(Eingelaufan 5. November.)

I think, that a problem of such primary
importance in molecular science ought to be
scrutinized and examined on every side, so
that as many persons as possible may be ena-
bled to follow the demonstration,

Maxwell, scient. pap. II pag. 713.

§ 1. Ueber die Variabeln, welche den Ausdruck
fiir die lebendige Kraft auf eine Summe von Qua-
draten reducieren.

Maxwell hat zuerst!) die Formel fiir die Verteilung
der lebendigen Kraft unter einatomigen Gasmolekiilen auf-
gestellt, welche er als vollkommen harte Kugeln von gleicher
oder verschiedener Beschaffenheit (Masse und Radius) voraus-
setzte. Er behandelte daselbst auch den Fall, dass die Mole-
kille harte Korper mit drei verschiedenen Haupttrigheits-
momenten sind, und fand, dass fiir ein solches Gas das Ver-
hiltnis der spezifischen Wirmen 1'[; sein miisste. Da das-
selbe jedoch fiir die bekanntesten einfachen Gase den Wert
1,4 hat, so schloss er, dass in diesem Punkte die mechanische
Analogie mit der Erfahrung im Widerspruch steht.?)

1) Illustrations of the Dynamical Theory of Gases. Phil. mag.
jan. and june 1860. scient. pap. I pag. 877.
2) Maxwell, scient. pap. pag. 409.
22%
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Es ist ein eigenttimliches Verhingnis gewesen, dass
Maxwell, dem mit solcher fast unbegreiflicher Leichtigkeit
die Losung des Problems sowohl fiir Kugeln als auch fiir
solche Korper gegliickt war, welche keine Rotationsachse
besitzen, nicht schon damals auf die verhdltnismissig nahe-
liegende Idee kam, vollkommen glatte und harte von der
Kugelgestalt verschiedene Rotationskorper zu betrachten. Er
hitte in diesem Falle genau das gewlinschte Verhiltnis der
spezifischen Wirmen 1,4 erhalten.

Der Beweis, welchen Maxwell damals fiir sein Ver-
teilungsgesetz der lebendigen Kraft gab, wurde von ihm
selbst spiter als unzureichend bezeichnet und er gab in einer
zweiten Abhandlung?!) einen exakten Beweis, dass die von
ihm gefundene Verteilung der lebendigen Kraft eine miog-
liche ist, d. h. dass sie, wenn einmal unter den Gasmolekiilen
hergestellt, durch die Zusammenstdsse nicht verindert wird.

Dieser Beweis sowie der Satz Maxwells selbst liessen
sich bedeutend erweitern und letzterer zeigte den engsten
Zusammenhang mit einem weit allgemeineren Theorem, das
fiir beliebige Systeme gilt, in denen beliebige Kriifte wirk-
sam sind.?) Bei dem Versuche, letzteres noch weiter zu ver-
allgemeinern,®) beging jedoch Maxwell ein Versehen, da
seine Voraussetzung, dass man durch passende Wahl der Co-
ordinaten immer bewirken konne, dass der Ausdruck fiir die
lebendige Kraft nur die Quadrate der Momente enthilt, wie
Lord Kelvin zeigte, im allgemeinen unzuldssig ist. Dieses
Versehen ldsst sich jedoch leicht korrigieren, wenn man

1) Phil. mag. 1V, vol. 85, 1868, scient. pap. II pag. 26.

2) Boltzmann, Sitz.-Ber. d. Wien. Akad. d. Wissensch. Bd. 58,
63, 66, 72, 74, 76.

3) Maxwell, on Boltzmanns theorem on the average distri-
bution of energie. Cambr. phil. trans. vol. XII, part. IIT, 1878, scient.
pap. 1I pag. 713.

4) Nature, 18. August 1891.
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Maxwells Schliisse verhiltnissmissig unbedeutend modificiert.
Um diess zu zeigen, kniipfen wir ganz an die zuletzt citierte
Abhandlung Maxwells an und verstehen wie Maxwell
(scient. pap. pag. 720) unter b,,b, - - - b, generalisierte Co-
ordinaten, unter a,, a, - - - a, die betreffenden Momente. Wir
miissen dann bei dem Ausdrucke 42 Maxwells (1. c. pag. 724)
stehen bleiben und also fiir lebendige Kraft schreiben

T=1%[11]e}+[12]a, a,---

Alle Schliisse Maxwells bis incl. zur Gleichung 29
(L. c. pag. 722) sind vollkommen richtig. Um auch die wei-
teren Schliisse einwurfsfrei zu machen, konnte man statt Max-
wells Deduction von da ab die folgende setzen. Wir wollen
unter ¢ lineare Functionen der Momente a verstehen, also
setzen :

k=n
a, = 2 Crre W
k=1

Dann kénnen wir die Coefficienten ¢ immer so wihlen, dass
1. ihre Determinante @ gleich eins, also

.......

ist und 2. die doppelte lebendige Kraft die Form

f=n

2T=2‘u..a‘i

annimmt. =

Dabei sind die Coefficienten ¢ und u Functionen der
generalisierten Coordinaten b, -- b , die ¢ dagegen werden
im Allgemeinen nicht als Momente aufgefasst werden konnen,
welche zu irgend welchen generalisierten Coordinaten ge-
horen. Ich will sie daher, um jeden Zweifel zu beseitigen,
Momentoide nennen.
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Die Winkelgeschwindigkeiten um die drei Haupttrig-
heitsachsen bei allseitiger Drehung eines festen Korpers sind
ein Beispiel hiefiir.

;o will ich als den auf das Momentoid a, entfallen-
den Teil der gesamten lebendigen Kraft bezeichnen. Wegen
O = 1 erhalten wir zunichst da, da, - -da, =de, da,--de,
Fihren wir links statt a,, rechts statt @, die Variable T
ein, so folgt

n

L dTda,day- da, = 'z AT de, de, -- da,

dai dal
dividieren wir durch d T' weg und beriicksichtigen, dass
ar _; oar _ .
dal e &) dal - "1 1
so folgt
L do, day . da, = 1 da, de,--a
; a; dag .. a"—!‘x"x oy day - - da,

1
Aus Maxwells Gleichung 28 (I. c. pag. 721) folgt fiir die
Anzahl der Systeme, fiir welche die generalisierten Coordi-
naten zwischen den Grenzen b, und b, - db, --- b und
b, + db,, die Momentoide aber zwischen den Grenzen a,
und e, + do, - - @, und e, + da, liegen, wihrend e, durch
die Gleichung der lebendigen Kraft bestimmt ist, der Wert

NC

uw e

db, --db, de, --da,

Fihrt man nun die Integrationen genau so aus, wie es
Maxwell thut, so gelangt man zu dessen Gleichung 45,
welche somit vollstindig richtig ist.

Bestimmt man die Wahrscheinlichkeit, dass die auf das

2
Momentoid e, entfallende lebendige Kraft i "2a" zwischen



Boltzmann: Ueber Gleichgewicht der lebendigen Kraft. 333

den Grenzen k, und k- dFk, liegt, so gelangt man wieder
genau zu dem Maxwellschen Ausdruck 51 (l. c. pag. 725).

Es stellen daher auch die Maxwellschen Ausdriicke 52
und 53 (l. ¢. pag. 726) den Mittelwert und den Maximal-
wert der auf irgend ein Momentoid entfallenden lebendigen
Kraft dar. An Stelle des Maxwellschen Satzes, dass die
mittlere lebendige Kraft fiir jede Coordinate den gleichen
Wert hat, tritt daher der Satz, dass der Mittelwert der auf
jedes Momentoid entfallenden lebendigen Kraft derselbe ist.

Da die Anzahl der Momentoide immer dieselbe ist, wie
die der Beweglichkeitsgrade, so bleibt auch der von Max-
well eingangs (l. c¢. pag. 716) angefiihrte Satz richtig, dass
die mittlere lebendige Kraft zweier gegebener Teile des Sy-
stems sich so verhilt, wie die respektive Zahl ihrer Beweg-
lichkeitsgrade. Dabei kann die lebendige Kraft 7, eines
jeden der Teile nach Belieben auch die Produkte verschiede-
ner p, enthalten, wenn p, die Momente der allgemeinen Co-
ordinaten des betreffenden Teiles sind. Aber es darf T, nicht
das Produkt eines p, in ein anderes Moment enthalten, welches
nicht zu den p, gehort. Speziell also fiir sogenannte mehr-
atomige Gasmolekiile, deren Zustand durch verallgemeinerte
Coordinaten bestimmbar ist, wird der Satz unverindert gelten.

aT . . =3 2 oM . .
el a2 7%

Da 2 ) jedenfalls gleich .—_—21 Y ist, so bleibt
auch mein Beweis des zweiten Hauptsatzes?!) richtig, worin
jedoch ebenfalls unter g, nicht die zu den Coordinaten p,
gehorigen Momente, sondern die Momentoide verstanden
werden miissen.

1) Borchard-Kronecker’s Journal Bd. 100, pag. 201, 1885.
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Ueber die von Lord Kelvin als Stichproben (test-cases)
vorgeschlagenen speziellen Fille.

§ 2. Bewegung eines materiellen Punktes in
einer Ebene.

Ich glaube, dass unter diesen Modifikationen der Beweis
Maxwells fiir die im vorigen Paragraphen erwihnten Lehr-
siitze ein befriedigender ist; ausserdem habe ich schon friiher?)
einen auf ganz anderer Basis beruhenden Beweis dieses Satzes
geliefert. Ich glaube daher, dass seine Richtigkeit als Lehr-
satz der analytischen Mechanik kaum angezweifelt werden
kann.?) Da ich selbst nur miihsam durch Betrachtung vieler
speziellen Fille®) zu meinem Satz gelangte, so weiss ich den
Wert einer steten Erliuterung allgemeiner Sitze durch spe-
zielle Beispiele zu schitzen und will mich daher noch mit
einigen der von Lord Kelvin a. a. O. als Stichproben vor-
geschlagenen speziellen Beispielen beschiftigen und zwar zu-
nichst mit dem letzten, weil es das einfachste ist, und weil

1) Ueber das Wirmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gas-
molekiilen, 1. Abschnitt: Bewegung der Atome in den Molekiilen.
Sitz.-Ber. d. Wiener Akad. Band 8, 9. Mirz 1871. — Einige allge-
meine Sitze tber Warmegleichgewicht, ebd. 13. April 1871; in der
letzten Abhandlung habe ich auch schon von generalisierten Coordi-
naten Gebrauch gemacht.

2) Eine hievon vollig getrennte Frage ist die, ob solche Systeme
eine geniigend durchgreifende Analogie mit warmen Korpern zeigen.
Diese Frage soll hier nicht erértert werden; vergleiche jedoch hier-
iiber Wiedemanns Beiblitter Bd. 5 pag. 408, 1881.

3) Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft. Sitz.-
Ber. d. Wien. Akad. Bd. 58, 8. Oktober 1868, — Lisung eines me-
chanischen Problemes, ebd. 17. Dezember 1868. — Einige allgemeine
Siitze tiber Wirmegleichgewicht, Schluss des 2. Abschnittes. (1. c.) —
Bemerkungen iiber einige Probleme der mechanischen Wirmetheorie-
Wien. Sitz.-Ber. Bd. 756. 11. Jinner 1877. Schluss des 8. Abschnit-
tes ete.
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ich den von Herrn Tait einmal citierten Ausspruch de Mor-
gans respektire, welcher ungefihr besagt. dass zu lange
Formeln oft nicht gelesen werden.

Ein materieller Punkt von der Masse eins bewege sich
in der zy-Ebene. 2z, y seien seine Coordinaten, ¢ seine
Geschwindigkeit, #, v deren Componenten in den Coordina-
tenrichtungen und 6 deren Winkel mit der positiven Ab-
scissenachse, den wir von Null bis 2 7 ziihlen. Das Potenzial
V sei eine beliebige Funktion der Coordinaten. Wir nehmen
an, dass die Bewegung nicht ins Unendliche geht, sich auch
nicht assymptotisch einer gewissen Grenze nihert und dass
alle moglichen Wertekombinationen von z, y und 6, welche
mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbar sind, mit
beliehiger Anniherung erreicht werden, wenn sich nur das
Bewegliche durch eine geniigend lange Zeit T' bewegt.

Wir wollen senkrecht zur z y-Ebene eine #- Coordinate
errichten und irgend einen Zustand des Beweglichen dadurch
charakterisieren, dass wir iiber dem Punkte der zy-Ebene,
wo sich das Bewegliche befindet, den Winkel 6 als 2-Co-
ordinate auftragen, welchen seine Geschwindigkeit mit der
positiven Abscissenachse bildet. Den Punkt des Raumes mit
den Coordinaten z, g, 6 nennen wir dann den Punkt, welcher
den Zustand des Beweglichen charakterisiert oder kurz den
augenblicklichen Zustandspunkt.

Wir konnen unsere Annahme dann dahin aussprechen,
dass der Zustandspunkt im Verlauf der Zeit T' alle Punkte
eines endlichen Cylinders (des Zustandscylinders) durchlauft,
welcher die Hohe 27 in der Richtung der z-Achse hat.
Von der Basis bis zur Gegenfliche dieses Cylinders. und um-
gekehrt macht der Zustandspunkt stets einen Sprung; sonst
geschieht seine Bewegung kontinuierlich.

Wir nehmen nun an, dass zu irgend einer Zeit ¢ das
Bewegliche sich in irgend einem Punkte z, y befinde, dass
seine Geschwindigkeit mit der positiven Abscissenachse den
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Winkel 0 bilde und in den Coordinatenrichtungen die Compo-
nenten %, v habe. Der Zustandspunkt befindet sich also zur
Zeit ¢ an der Stelle A des Raumes, welche die Coordinaten
z, y, 6 hat.

Nach Verlauf einer sehr kleinen Zeit d¢ also zur Zeit
t + d¢ soll das Bewegliche die Coordinaten z‘, y' haben.
Seine Geschwindigkeit soll mit der positiven Abscissenachse
den Winkel 6’ bilden und in den Coordinatenrichtungen die
Componenten u', » haben.

Die Lage des Zustandspunkts zur Zeit ¢ 4 J¢ soll mit
A’ bezeichnet werden. A’ soll der dem Punkte A entspre-
chende Punkt heissen. Betrachten wir J¢ als constant, so
wird jedem Punkte innerhalb des Zustandscylinders ein an-
derer Punkt daselbst entsprechen. Jedesmal, wenn sich zu
irgend einer Zeit der Zustandspunkt in irgend einem Raum-
punkte befunden hat, wird er sich nach Verlauf der Zeit d¢
in dem diesem Raumpunkte entsprechenden befinden; und
umgekehrt kann er niemals nach dem entsprechenden Punkte
kommen, ohne genau vor der Zeit d¢ in demjenigen Raum-
punkte gewesen zu sein, dem der vorhergenannte Raumpunkt
entspricht.

Bekanntlich ist:

' =x-+4qcos-0¢, y=y -+ qsin6-d¢ 1)
wW=u+§&-0t, v=v+19-0¢

wobei §= — %7, n= —88_;// die Componenten der auf das
Bewegliche wirkenden Kraft, also Funktionen von 2 und y
sind. Ferner ist

4

- v
0' = arctg k
was nach Substitution der obigen Werte liefert

0‘=0+(r/-cos0—§sin0)%—t-. 2)
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Wir konstruieren nun ein unendlich kleines, rechtwink-
liges Parallelepiped dzdyd6, dessen eine Ecke im Punkte A
liegt. Derjenige Bruchteil der gesammten Zeit T, wahrend
dessen der Zustandspunkt innerhalb dieses Parallelepipedes liegt,
sei dt. Es ist dies die Zeit, wihrend welcher die 3 Varia-
beln 2, y, 6 zwischen den Grenzen z und # + dz, y und
y+ dy, 6 und 0 4 d@ eingeschlossen sind. Wir konnen
dann jedenfalls setzen : ‘

dt =f(x,y,0)dzdydo 3)

Wir konstruieren nun zu jedem Punkte des Parallelepipedes
dzdyd0 den entsprechenden Punkt, wodurch das Parallel-
epiped dz'dy' d6' erhalten werden soll. Derjenige Bruchteil
der Zeit 7' nun, wihrend dessen der Zustandspunkt innerhalb
dz' dy' d0' liegt, ist nach Formel 3)
dt' =f(2'.y',0') dz' dy’' db'.

Da aber nach unserer Definition der Zustandspunkt, so oft
er in das Parallelepiped dz dy d6 eingetreten ist, jedesmal
nach der Zeit d¢ in das Parallelepiped dx’' dy’ d6’ eintritt,
und auch die Zeitdifferenz zwischen dem Austritte aus dem
1. und 2. Parallelepipede wieder genau d¢ ist, so folgt, dass
der Zustandspunkt in beide Parallelepipede genau gleich oft

eintritt und auch jedesmal in beiden gleich lang verweilt,
dass also dt' = d¢t oder

f(@'y',0)da'dy' d0' = f (zx,y,0) dx dy d6
ist. Nun ist aber
22 9a' Ba'
dz, 9y, 296
dz'dy' do' = dy' 3y’ dy'| dz dy de.

196 26' 236’
|8x, oy, )
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Da dt const, g*> = const — 2V ist, so liefert die Gleichungen
1) und 2)

oz ot 3y . Jt
°r __ Feosh.22 Y _ 9.9
3% 14 &cos g 3y 14 nsin 7
a0’ . dt
5 =1 —(§cos0+1}sm0)?

Vernachlissigt man die Glieder von der Ordnung d#, s
reduciert sich aber die Funktionaldeterminante aunf
oz" oy’ 96"
ox dy 20 !
man hat also
dz'dy' d0' = dz dy do

und daher auch f(z',y',0') = f (z,y,6). Da man nun vom
Parallelepipede dx' dy' d0' wieder zu dem diesem entsprechen-
den, dann wieder zu dem dem neuen entsprechenden u. s. w.
iibergehen kann, so folgt, dass f (z,y,0) tiberhaupt constant,
daher dt= Cdzxdydo ist. Es stimmt diess vollkommen
mit dem schon in meiner bereits citierten Abhandlung ,Lé-
sung eines mechanischen Problems“ gefundenen Resultate.

Lord Kelvin bezeichnet mit Nd6dr die Zahl, wie oft
withrend der Zeit T das Bewegliche ein Flichenelement, dessen
Lénge in der Bewegungsrichtung ds, dessen Breite senkrecht
darauf dr ist, so durchsetzt, dass dabei 6 zwischen 6 und
0 4 d6 liegt. Da das Bewegliche jedesmal die Zeit ds:q
in dem Flichenelement zubringt, so ist der Bruchteil von T,
wihrend dessen das Bewegliche in dr ds weilt und zugleich
0 zwischen 6 und 6 + dO liegt,

y—dr ds deé.
q

Da aber nach dem eben gefundenen diese Zeit
v Cdrdsdo _
sein muss, so folgt N= Cq. Es ist also N vom Winkel 0
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vollstindig unabhingig und nicht nur Lord Kelvins Coeffi-

cient 4,, sondern auch 4, und alle folgenden verschwinden.
Iech kann kaum bezweifeln, dass Lord Kelvin von

diesem Resultate seiner Stichprobe befriedigt sein wird.

§ 3. Ueber die Verteilung der lebendigen Kraft
unter Kelvins Dublets.

Die iibrigen Beispiele Lord Kelvins beziehen sich auf
ein Theorem, welches zwar in innigem Zusammenhange mit
dem friiher besprochenen steht; aber doch keineswegs damit
identisch, noch auch ein specieller Fall davon ist; nimlich
auf das Problem des Wirmegleichgewichtes unter mehrato-
migen Gasmolekiilen. Es ldsst sich bei diesem letzteren
Probleme immer leicht von einer bestimmten Verteilung der
lebendigen Kraft beweisen, dass sie weder durch die innere
Bewegung der Molekiile, noch durch die Zusammenstosse
verdndert wird.

Seien p,, p, - - - p, die generalisierten Coordinaten, durch
welche die Lage aller Bestandtheile eines Molekiiles gegen
dessen Schwerpunkt einschliesslich der Drehung desselben
bestimmt ist. ¢,,q, - --g,, die dazu gehdrigen Momente,
T die gesammte lebendige Kraft des Molekiiles und ¥ die
Potentialfunktion der inneren Kriifte desselben, u, v, w die
Geschwindigkeitscomponenten seines Schwerpunktes, endlich
A und s Constanten; dann ist dies diejenige Verteilung der
lebendigen Kraft, wo die Anzahl der Molekiile in der Volum-
einheit, fiir welche die Variabeln.u, v, w, p,, ps--p,, 4;, 4,--4,
zwischen den Grenzen u, und u, + du,--g, und ¢, + dg,
liegen, gleich Ae~*("+Ddy--dg, ist. Sind mehrere Gat-
tungen von Molekiilen vorhanden, so muss die Constante &,
nicht aber A4 fiir alle denselben Werth haben.

Die Richtigkeit dieses Resultates in den von Lord Kel-
vin vorgeschlagenen Spezialfillen zu verificieren, halte ich
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fiir so leicht, dass ich mich nicht damit aufhalten will. Der
zweite Beweis dagegen, dass die durch obige Formel aus-
gedriickte Verteilung der lebendigen Kraft die einzig wog-
liche ist, lisst sich nur indirekt durch den Nachweis erbringen,
dass eine gewisse eigentiimliche Funktion durch die Zusauw-
menstdsse nur vergrossert werden kann. Da diese Funktion
einerseits mit der von Clausius als Entropie bezeichneten
Grosse, anderseits mit der Wahrscheinlichkeit des betreffen-
den Zustandes auf’s innigste zusammenhingt, ') so erscheint
dadurch der zweite Hauptsatz als ein reiner Wahrscheinlich-
keitssatz.

Diesen letzteren Beweis fiir das von Lord Kelvin er-
sonnene, mit elastischen Federn ausgestattete Molekiil, welches
wir nach seinem Vorgange Dublet nennen wollen, durchzufiih-
ren,scheint mir von geniigendem Interesse zu sein (siehe Motto!).
Unter einem Dublet verstehen wir die Vereinigung zweier ma-
terieller Punkte mit den Massen m und m'’, welche sich mit
einer ihrer Entfernung proportionalen Kraft anziehen. m'* (der
Kern) soll sonst niemals von einer anderen Kraft afficiert wer-
den. Die Massen mm (Schalen) je zweier Dublets sollen, wenn
sie sich bis zur Distanz D" nihern, wie elastische Kugeln an
einander abprallen. Ausserdem sollen noch einfache Atome
mit den Massen m' vorhanden sein, welche unter einander
in der Distanz I), an den Schalen in der Distanz D ebenso
abprallen. Wir wollen immer kurz ,Schale“ statt Centrum
der Schale und ,Kern“ statt Centrum des Kerns sagen. Fs
seien z, y, # die Coordinaten des Kerns eines Dublets beziig-
lich eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dessen Anfangs-
punkt im Mittelpunkt der Schale liegt und dessen Axen fixe
Richtungen haben; «', v, w' die absoluten, u, v, w die
Geschwindigkeitscomponenten des Kernes relativ gegen die
Schale, g, &, k die Geschwindigkeitscomponenten des Schwer-

1) Wien. Sitz-Ber. Bd. 76, 1877, Bd. 78, 1878.
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punkts des Dublets, w, v, w, die der Schale; u,, v,, w, die
eines einzelnen Atoms; endlich x (z,y, 2, u,v,w, g,k k) d§- - dk
die Anzahl der Dublets in der Volumeneinheit, fir welche
die Variabeln z--% zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen
zud z+dz---k und k4 dk
liegen und
fu,,v,,w)du, dv, dw,
die Zahl der Einzelatome in der Volumeneinheit, deren Ge-
schwindigkeitscomponenten u,, v,, w, zwischen den Grenzen
wu, und u, 4+ du,, v, und v, + dv,, w, und w, 4 dw,
liegen. Dann ist der Ausdruck, welcher durch die Zusammen-
stosse nur abnehmen kann und welchen wir kurz die Entropie
nennen,

E=[yizds - ak+ [ fifa, av, aw,

wobei die Integration iiber alle moglichen Werte der diffe-
rentilerten Grossen zu erstrecken ist. I bedeutet den natiir-
lichen Logarithmus. Der erste Addend im Ausdrucke E kann
folgendermassen erhalten werden. Wir bilden die Grosse Iy
fiir jedes in der Volumeneinheit enthaltene Dublet; d. h. wir
setzen in Iy fiir alle Variabeln diejenigen Werte ein, welche
sie fiir das betreffende Dublet haben. Alle die Werte von
ly summieren wir dann. Wir wollen daher, um diese Bil-
dungsweise symbolisch auszudriicken, diesen Addenden mit
Sly bezeichnen. Aehnlich bezeichnen wir den 2. Addenden
mit Zlf, was eine Summation tiiber alle in der Volumen-
einheit befindlichen Einzelatome ausdriickt.

Um zu beweisen, dass E nur abnehmen kann, suchen
wir zuerst die Verinderung, welche 31y, wenn keine Zu-
sammenstisse stattfinden, bloss durch die relative Bewegung
von Kern und Schale in den Dublets erfiihre. Dadurch
wiirden offenbar g, &, & gar nicht verindert. Dagegen konnte
man zu irgend einer Zeit ¢ setzen
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z = Asin(at -+ B), u= Aacos (at + B)
und zur Zeit 0
zy=Asin B, u,= Aacos B.
Betrachtet man alle Dublets, fir welche 4 und B zwischen
gewissen, unendlich nahen Grenzen eingeschlossen sind, soi#

dzdu =dzydu, = AadAddB 4)
und ebenso fiir die y--und z-Axe
dydo=dy,dv,, dedw =dz,dmw,. 5)

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Gleichung
drdydezdudvdw = dx, dy, dz, du, dv, dw,
auch gilt, wenn Kern und Schale eine beliebige andere Cen-
tralbewegung machen. (Vgl. meine schon citierte Abhand-
lung iiber das Wirmegleichgewicht unter mehratomigen Gas-
molekiilen.) Wiirden nun gar keine Zusammenstosse erfolgen,
so wiirden genau fiir dieselben Dublets, fiir welche zur Zeit
Null die Variabeln zwischen den Grenzen z, und z, +dz,
«-+k und k 4+ dk lagen, dieselben zur Zeit ¢ zwischen den
Grenzen z und z | dx - -- k und &k 4 dk liegen. Schreiben
wir daher fiir einen Augenblick unter dem Functionszeichen
% noch die Variable ¢ explicit, um den Fall einer Verinder-
lichkeit von y mit der Zeit nicht von vorne herein auszu-
schliessen, so ist die Zahl der ersten Dublets
X (@ -0y, g,k K, 0)dE, -« dk =3y dE,--dk
die der letzteren aber
x(@--kt)ydz--dk-=ydz--dk.
Daher hat man
Yo Ay - Ak =—=ydx - - dk
und wegen 4) und 5)
Lo — %>
daher auch

Yo bilo Ay + - Ak —ylydz - dk.




Boltzmann: Ueber Gleichgewicht der lebendigen Kraft, 343

Die Integration dieser letzten Gleichung iiber alle moglichen
Werte der Variabeln, deren Differentiale sie enthilt, zeigt
sofort, dass die Grosse 21y durch die innere Bewegung der
Dublets keine Verinderung erfihrt, was natiirlich auch fiir
jede Centralbewegung richtig bleibt. Es bleibt daher nur
der Einfluss der Zusammenstosse zu berechnen.

Wir wollen da zuniichst statt u, v, w, g, h, & die absolu-
ten Geschwindigkeiten w, v, w, u', v", w" einfiilhren. Da
(m+m")g=mu-+m'u';, u=u"—u, so folgt

dgdu=dudu".
Setzen wir daher die Anzahl der Dublets in der Volumen-
einheit, fiir welche die Variabeln z,y, 2, u", v, w'", u, v, w
zwischen den Grenzen z und z +dz--w und w+ dw lie-
gen, gleich F'(z,y, 2, u",v", w", u,v, w) dz- - dw, wobei

mu+mﬂull
Fex (o w—u TR ),

Elx:szFdx--dw=ZlF,

wo die Summation wieder iiber alle in der Volumeneinheit
enthaltenen Dublets zu erstrecken ist. Wir bezeichnen nun
mit 0, Z1F den Zuwachs, welchen S!F durch die Zusammen-
stosse der Dublets unter einander, mit d,31f, denjenigen,
den JIf durch die Zusammenstosse der Einzelatome unter-
einander und mit d,, (S IF 4+ I If) denjenigen Zuwachs, den
die eingeklammerte Grosse durch die Zusammenstisse je eines
-Dublets mit einem Einzelmolekiil wihrend der Zeit d¢ erfihrt.

Um d,, (SIF 4 J1If) zu berechnen, heben wir von
allen Zusammenstssen, welche eine Schale mit einem Einzel-
atom in der Volumeneinheit wihrend der Zeit d¢ erfihrt,
diejenigen hervor, fiir welche die Geschwindigkeitscomponen-
ten der Schale im Momente des Stosses (aber noch vorher)
zwischen den Grenzen % und % -} dw, v und v + dv, w und

w + dw, die des Kerns zwischen den Grenzen u'* und w''+du'’,
1892. Math.-phys. Cl. 3. 23

so wird
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v und v"'4dv", w'" und w''+dw", die Coordinaten des Kerns
relativ gegen die Schale zwischen z und z+-dz, y und y+-dy,
£ und z-}-dz, ferner die Geschwindigkeitscomponenten des ge-
meinsamen Schwerpunktes der Schale und des Einzelatoms
zwischen den Grenzen p und p 4+ dp, q und ¢ + dgq, r und
r + dr, endlich die Richtung der Centrilinien der stossende
Atome im Momente des Stosses innerhalb eines unendlich schms-
len Kegels von bestimmter Richtung im Raume und unendlich
kleiner Oeffnung dA liegt. Die Geschwindigkeitscomponenten
des Einzelatomes im Momente des Beginnes des Stosses sind
dann

m—+ m’ m n -} m' m
1= TP —u, 9 q— —9, 6)
m m m m
m -+ m' m
1 m' '

Fiir die Zahl der Zusammenstosse, welche in der Vo-
lumeneinheit wihrend der Zeit d¢ in der hervorgehobenen
Weise geschehen, findet man leicht den Wert:

dn=D*-F (z,y,&u", 0", w', u,v,0)  (u,,v,,w,)
X Vedz - - dw" du dvdw du, dv, dw, dA dt,
Hiebei ist V7 die relative Geschwindigkeit beider Atome im
Momente des Stosses, & der Cosinus des spitzen Winkels der-
selben mit der Centrilinie. Fiihren wir statt u,,v,,w, die
Variabeln p, g, » mittelst der Gleichungen 6) ein, so folgt
dn=D*Ff, ——— (m+m (mAm)* Vedz--dw" dudvdwdpdqdr dAdt,

' 3

wobei der unten angehingte Index 1 jedesmal ausdriickt,
dass unter dem Funktionszeichen die drei Werte 6) zu sub-
stituieren sind.

Durch jeden der hervorgehobenen Zusammenstdsse ver-
liert eine Schale die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w,
durch alle dn Zusammenstosse wird also 21 F um d=nlF
vermindert.
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Nach jedem der hervorgehobenen Zusammenstdsse sollen
die Geschwindigkeitscomponenten der Schale zwischen den
Grenzen %' und %'+ du', v' und v' 4 dv', w und w' -+ dw,
liegen. Dadurch, dass Schalen mit diesen neuen Geschwin-
digkeitscomponenten geschaffen werden, wiichst SIF um
dnlF', wobei der oben angehingte Strich ausdriickt, dass
unter dem Funktionszeichen z--.w", u', v',w’ zu substituieren
ist. Wir nehmen an, dass die Zusammenstosse momentan
geschehen, weshalb die Variabeln z---w' durch die Zu-
sammenstsse nicht veriindert werden. Es hat daher S F
durch die hervorgehobenen Zusammensttsse im Ganzen den
Zuwachs (IF* —1F)dn erhalten. Ganz ebenso findet man,
dass SIf durch die hervorgehobenen Zusammenstosse wihrend
der Zeit d¢ den Zuwachs (If,' —If,) dn erhalten hat, wobei
die beiden Indices unten und oben ausdriicken, dass unter
dem Funktionszeichen die Geschwindigkeitscomponenten des
stossenden Einzelatoms nach dem Stosse

, m+4m m , m-4m m o, o
Uy =i P = g )
m -} m' m

4 ]
w,' = ——w

zu substituieren sind. Der gesammte Zuwachs, den SIF - Sif
durch alle hervorgehobenen Zusammenstosse erfahrt, ist daher
dn (IF' -+ 1If,' —IF—1f,). Hieraus wiirde der gesammte Zu-
wachs, welchen wir mit d,, (SIF + J1f) bezeichneten, durch
Integration iiber alle Variabeln erhalten, deren Differenziale
in dn enthalten sind.?)

1) Nimmt man an, dass das zweite der zusammenstossenden
Atome kein Einzelatom, sondern ebenfalls eine Schale gewesen ist,
go gelangt man durch vollkommen analoge Schliisse zur vollkommen
analogen Gleichung

28, 31F = jmam—z VW —1F—1F,).
23*
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Diese Integration soll nun durch einen eigenttimlichen
Kunstgriff bewerkstelligt werden. Mit dem obigen Gliede,
welches die ,hervorgehobenen® Zusammenstosse in das In-
tegrale liefern, vereinigen wir das Glied, welches die ,ent-
gegengesetzten Zusammenstosse liefern, und ebenso mit jedem
andern Gliede des Integrales das durch die ,entgegengesetzten®
Zusammenstosse gelieferte Glied.

Wir sagen ein Zusammenstoss ist einem anderen ent-
gegengesetzt, wenn beim ersteren jedes der stossenden Atome
im Momente des Beginnes genau denselben Zustand hat, wie
beim letzteren im Momente des Endes und umgekehrt;
ausserdem miissen- natiirlich die Mittelpunkte der beiden
Atome vertauscht sein, damit vor dem Stosse Anniherung
stattfindet. Die tibrigen Variabeln z---w" sollen fiir beider-
lei Zusammenstosse genau zwischen denselben Grenzen ein-
geschlossen sein. In der nebenstehenden Zeichnung soll der
grosste Kreis eine Schale, der kleinste einen Kern, der mitt-
lere ein Einzelatom darstellen; die vom Centrum aus gezoge-

Dabei ist
Fy=F (x4, 9y, 21, wy"', 0"y, w'"'y, Uy, 04, wy)
1= F (g, Y1, 21, 0", 00" we" w0y, wy).

%y, V4, g und uy’, vy, wy', die Geschwindigkeitscomponenten der
zweiten Schale vor und nach dem Stosse muss man sich wieder
durch Gleichungen ausgedriickt denken, die den Gleichungen 6 und
7 analog sind. @y, ¥y, 25, %", ", w," sind die librigen, den Zu-
stand des zweiten Dublets im Momente des Stosses bestimmenden
Grossen. Endlich ist

dn=D"3FF; Vedx - dw" du dv dw dx, -- dw," dp dq dr di 8t.
Ebenso wiirde sich ergeben

26,Z‘lf=fdn(lf'+lf‘, —If—1p,
wobel
dn = D3ff, Vedudvdwdpdqdrdiést.

Die angewandten Zeichen diirften hier ohne weiters verstiind-
lich sein.
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nen Pfeile sind die Geschwindigkeiten. Fig. 1 bedeutet die
Constellation vor einem, Fig. 2 die nach demselben Zusammen-
stosse; Fig. 3 und 4 aber sind die Constellationen vor und
nach dem umgekehrten Zusammenstosse. Pfeile, die mit glei-
cher Ziffer bezeichnet sind, haben immer gleiche Linge und
gleiche Lage gegen die Centrilinie.

3 3
O
3
Fig.2.

Ft:y.l.

2 3
G@ "
Fzg 3. ﬂg 4.

Fir alle Zusammenstosse, welche den frither hervor-
gehobenen entgegengesetzt verlaufen, liegen im Momente des
Beginnes die Geschwindigkeitscomponenten der stossenden
Schale zwischen den Grenzen

w' und u' 4 du', v' und o' 4 dv', @' und w' 4 dw’,
im Momente des Endes aber zwischen den Grenzen

% und 4 + du, v und v + dv, w und w 4 dw.
Aehnliches gilt vom stossenden Einzelatome, wogegen die
Bewegung des Schwerpunktes, die Grosse der relativen Ge-
schwindigkeit und deren Winkel mit der Centrilinie fiir die
entgegengesetzten Zusammenstosse ebenso gross ist wie fiir
die urspriinglich hervorgehobenen. Durch jeden entgegen-
gesetzten Zusammenstoss verliert eine Schale die Geschwin-
digkeitscomponenten %', v‘, w', ein Einzelatom die Geschwin-
digkeitscomponenten u,‘, v,’, w,’, dagegen gewinnt eine
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Schale die Componenten %, v, w, ein Einzelatom die Com-
ponenten %,, v,, w,. Ist daher dn' wihrend der Zeit dt
in der Volumeneinheit die Zahl der den urspriinglich hervor-
gehobenen entgegengesetzten Zusammenstisse, so wichst durch
diese letzteren JIF 4 21f um

an' IF 4 If, —IF" —If.").

Daher wiichst es durch die urspriinglich hervorgehobenen und
die ihnen entgegengesetzten Stosse zusammen um

CF 4-1f, —IF—1f)) (dn—dn’).
Integriert man diesen Ausdruck iiber alle Werte der Varia-
beln, deren Differenziale in d# und dn’' enthalten sind,
erhilt man 2d,, (SIF + ZIf), da man dann jeden Zusam-
menstoss doppelt zihlt; einmal als urspriinglich hervorgeho-
benen, dann als entgegengesetzten. Da ¥, € und d4 durch
den Stoss nicht gedindert werden, so ist

3
dn'=D*F'f' (m? —I—m) Vedz--dw" du' dv'dw' dp dqdr dAdt.

Man findet zudem lelcht (am leichtesten auf geometrischem
Wege) du' dv' dw' = du dv dw und erhilt daher

ot

8, SIP+ 31 =S far iy —18—11) 9
(Ff,—F'f, )(’”‘“” Y e Drdu dv dwdp dg dr dz - - dw" dl.

Man sieht sofort, dass sich in derselben Weise ergibt:
0, 3lF= 26tf(lF‘ +IF,'—IF—IF,)(FF, —F'F"):
- Ve D'*dx .- dw' dz, - - dw," dudv dw dp dq drdk

0, Slf =201 f ar+u == ¢fi—rfn-
- Ve D du dvdw dp dg dr dA, 9)

wobei die Bezeichnungen dieselben sind, wie in der Anmer-
kung auf Seite 346.
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Wir beschrinken uns hier bloss auf die Betrachtung
des stationdren Zustands, wo F und [ fiir alle Zeiten die-
selben Funktionen der darin vorkommenden Variabeln sind.
Fiir diesen sind die betrachteten Ursachen die einzigen,
welche eine Verédnderung von SIF und 3{f bewirken konn-
ten. Es ist daher die gesamte Verinderung, welche F' wih-
rend 0¢ erfihrt,

O0E=24,, (SIF + 3If) + o, SIF + 4, 3If.

Da alles, folglich auch E, unveréndert bleibt, muss dE=0
sein. Nun haben aber in den Integralen der Formeln 8)
und 9) beide eingeklammerte Faktoren wesentlich das ent-
gegengesetzte Vorzeichen, wihrend die iibrigen Grossen we-
sentlich positiv sind. Die Grosse unter den Integralzeichen
ist daher wesentlich negativ und die Summe der Integrale,
welche in d F erscheint, kann nur verschwinden, wenn fir
jeden Zusammenstoss :

F'f'=Ff,, FF¥*, =FF,, {'f,'=(f, 10)
ist.

Betrachten wir zuniichst den einfachsten Fall, dass die
Schalen fiir einander vollstindig durchdringlich sind, ebenso
die Einzelatome fiir einander; nur zwischen einer Schale
und einem Einzelatome soll jedesmal in der Distanz D Ab-
prallen stattfinden. Dann bleibt nur die erste der Gleichun-
gen 10), die aber fiir jeden moglichen Stoss gelten muss.
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit Vu‘f —l—'vf—}-w_f eines
Einzelatoms mit ¢, so ist f, offenbar nur Funktion von c,,
F dagegen kann als Funktion der folgenden 6 Variabeln
ausgedriickt werden: 1. der beiden Geschwindigkeiten ¢ und
¢ von Schale und Kern, 2. der Distanz ¢ derselben (natiir-
lich ihrer. Centra), 3. der Winkel & und ¢’ der Richtungen
von ¢ und ¢ mit der Geraden ¢ (letztere von der Schale
gegen den Kern gezogen), 4. des Winkels 8 der Ebenen ¢c
und ec’. ‘
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Wir fassen nun einen Stoss ins Auge und bezeichnen die
Werte dieser Variabeln im Momente des Stosses, jedoch noch
vor demselben, ohne obern Index, die unmittelbar nach dem
Stosse dagegen oben mit einem Striche; wir kénnen offenbar
die Lage der Centrilinie im Momente des Stosses und die
Richtung von ¢, so wihlen, dass ¢, @ und § nach dem Stosse
ganz beliebige Werte ¢’, o', 8 annehmen, welche fiir den
Wert ¢, der Variabeln ¢, nach dem Stosse reelle Werte
liefern; dieser letztere ist durch die Gleichung der leben-
digen Kraft m'c'2 | mc-= m' 2 - mc? bestimmt. Die Werte
der Variabeln ¢, o und " dagegen werden durch den Stoss
nicht verdindert. Die erste der Gleichungen 10) kann daher
so geschrieben werden :

F(C“ a“9 o, ¢ Q, ﬂ) * f; (C ) o F(C“ au’ o, cls a‘s 181) :

AV 452

Diese Gleichung muss fiir alle moglichen Werte der Varia-
beln ¢", a0, ¢, a, B, ¢, o', B und ¢, erfiillt sein, woraus
man mit Leichtigkeit findet:

/,1 (01) = Al e‘hmlc'll’ F = Ae—hmﬂ'

Hiebei sind A, und % reine Constanten; A dagegen kann
noch die Variabeln ¢/, ¢ und @ enthalten.

Man sieht sofort, dass hieraus die Gleichheit der mitt-
leren lebendigen Kraft einer Schale und eines Einzelatoms
folgt, und dass die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung
unter den Schalen und Einzelatomen erwiesen ist, ohne dass
man Zusammenstosse der Schalen untereinander und der En-
zelatome untereinander anzunehmen braucht. Die Annahme,
dass auch solche Zusammenstisse vorkommen, #ndert an der
Verteilung der lebendigen Kraft gar nichts, da durch die
gefundenen Werte von f, und F' die beiden anderen der
Gleichungen 10) identisch erfiillt werden. Dagegen wird
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durch den Umstand, dass der Kern keinerlei Stosse erfihrt,
die Giltigkeit des Satzes auch fiir diesen zwar nicht gestort,
aber der Beweis erheblich erschwert. Denn wiirde auch der
Kern Stosse erfahren, so wiirde sofort folgen, dass F' von
¢ in derselben Weise wie von ¢ abhingt, und wir wéren
zu Ende. So aber miissen wir mit die Centralbewegung
der Dublets weiterrechnen.

Man beweist zuniichst leicht, dass bei der gefundenen
Zustandsverteilung fiir jede Wertecombination von ¢*, o, "
die Werte von ¢, @, 8 durch die Zusammenstosse jede Ver-
dnderung durchschnittlich genau ebenso oft, wie die gerade
entgegengesetzte erfahren. Werden daher auch gewisse For-
men der Centralbewegung plétzlich durch einen Zusammen-
stoss zerstort, so entstehen doch wieder anderswo umgekehrt
durch Zusammenstdsse ebenso oft wieder dieselben Formen
und es miisste daher dasselbe Verteilungsgesetz der Central-
bewegungen auch fortbestehen bleiben, wenn plstzlich alle -
Zusammenstdsse aufhorten.

Es ist nun sonderbar, dass gerade fiir das einfache, von
Lord Kelvin angenommene Gesetz der Proportionalitit der
Centralkraft mit ¢ die nun noch nétige Rechnung am weit-
schweifigsten wird. Um daher nicht gezwungen zu sein,
den angezogenen Satz M. Morgan’s allzusehr zu ignorieren,
will ich ein anderes Gesetz, z. B. ag—}—%, oder irgend eines
voraussetzen, wobei der Winkel zweier sich folgender Apsi-
denrichtungen im allgemeinen zu sz in keinem rationalen
Verhiltnisse steht.

Die Gesamtenergie eines Dublets ist

mce* | m''c'?

L= 5 + 5 + 9 (o),
wobei @ die Potentialfunktion ist. Die doppelte Flichen-
geschwindigkeit der Centralbewegung (der Relativhewegung
von Schale und Kern in der Bahnebene) ist
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K- 9Vc*sin®a+ ¢“®sin a” — 2¢c¢' sin asin " cos 8,

die mit m 4 m’ multiplicierte Geschwindigkeit des Schwer-
punkts des Dublets ist

G =V m*c 4-m" "3 2mm" cc** (cosacosa’ +sinesina’ cosf)
und sie hat senkrecht zur Bahnebene die Componente

cc' sin esin a* sin

) -Vc‘ sin*a + ¢'?sin?a’’ — 2¢c¢''sinasin o' cos 8.
Die Zahl der Dublets in der Volumeneinheit, fiir welche
K, L, G, H zwischen den Grenzen
Kund K+ dK, Lund L4-dL, G undG+ dG, Hand H4-dH

liegen, soll
O (K,L,G,H)dKdLdGdH

heissen. Die Zahl derjenigen unter allen diesen Dublets, fiir
welche noch ¢ zwischen ¢ und ¢ 4 do liegt, ist

[«
®.dKdLdGdH %, f"f’l_e:ldedeG-de_e.
g o4 ag g

0,
Hiebei ist ¢ = de , °de ist die Zeit, welche von einem
dt’J, o
Peri- bis zu einem Apocentrum vergeht, also eine gegebene
01 d
Funktion von K, L, G, H; ¥= @ :J. ! ‘—16—9 ist ebenfalls eine
Qo

Funktion dieser 4 Grossen. Beschrinken wir uns auf jene
Dublets, fiir welche 1. noch die letzte Apsidenlinie der Bahn
mit einer in der Bahnebene einer fixen Ebene parallel gezoge-
nen Geraden einen Winkel bildet, der zwischen & und ¢ + de
liegt, 2. die beiden durch die Geschwindigkeit des Schwer-
punkts normal zur Bahnebene und parallel einer fixen Ge-
raden I" gelegten Ebenen einen Winkel bilden, der zwischen
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w und w -} dw liegt, und endlich 3. noch die Geschwindigkeits-
richtung des Schwerpunkts innerhalb eines Kegels von ge-
gebener Richtung und unendlich kleiner Oeffnung d4 fillt,
so haben wir noch mit de dw dA: 162® zu multiplicieren.
Die Zahl der Dublets in der Volumeneinheit, welche alle
diese Bedingungen erfiillen, ist daher

1

"16n%0

Bezeichnen wirmit g undg - dg,  und & + dh, kund & + dk
die Grenzen, zwischen denen fiir die Dublets die Geschwin-
digkeitscomponenten des Schwerpunktes beziiglich der fixen
rechtwinkligen Coordinatenaxen liegen, so ist

G*dG dh=dgdhdk.

Nun lassen wir g, k und k& constant, legen durch die Schale
(deren Centrum) ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen
z-Axe die Richtung von G hat, bezeichnen Coordinaten und
Geschwindigkeitscomponenten des Kerns beziiglich dieses Sy-
stems mit z,, y,, £,, #,, v,, w, und transformieren diese 6 Va-
riabeln in K, L, H, ¢, &, w. Wir fithren da ein zweites Co-
ordinatensystem ein, beziiglich dessen Coordinaten und Ge-
schwindigkeitscomponenten der Schale mit z,,y,, 2,, %y, vy, w,
bezeichnet werden sollen. Die 2-Axe des 2. Systems soll
senkrecht zur Bahnebene, die z-Axe in deren Durchschnitt-
linie mit der alten zy-Ebene liegen. Es ist dann

H= Gsin 3,

wenn 90 — 3 der Winkel beider #- Axen ist; daher, weil
G constant ist,

dKdLdGdHdededwdA. 11)

dH = G cos 3 d3.

Endlich bezeichnen wir den Winkel der beiden z-Axen mit
w, da er sich von dem friiher so bezeichneten Winkel jeden-
falls nur um einen Betrag unterscheidet, den wir jetzt als
constant zu betrachten haben. Wir finden:
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2y =, cos & sin © -} y, cos I cos w -} 2, sin I

wy == u, €os Jsin w - v, cos I cos w + w, sin F,
welche beide Ausdriicke verschwinden miissen, da die z,y,-
Ebene Bahnebene ist. Mittelst dieser beiden Gleichungen
kann man bei constantem x,, y,, u,, v, zunichst 3, w statt
#z,, w, einfiihren und findet

dz, dw, = (y, u, —z,v,) %d& do.
Nun ist weiter
Xy =&, COS W — y, sin
Yg Sin d=2, sin w + g, cos ©
und analoge Gleichungen folgen fiir u,, vy, %, v. Daraus folgt
YUy — 2,0, =sin I (y, 4y — T, vy) = K sin I
und bei constantem 4 und ©
dzgdy, sin 3 =dz, dy,; duy dvgsind=du,dv,,
daher
dz,dy,dz,du, dv, dw, == K cos 3 dzy dy, duy dv, d9 dw.

Nun bezeichnen wir, wie frither, mit ¢ und = die Geschwin-
digkeitscomponenten der Relativbewegung von Schale und
Kern in der Richtung von ¢ und senkrecht darauf; dann ist
bei constantem x; und y,
dodr = duy dv,
mm'

K-:-9¢v, L- L,+ S (m - m) @+ 7*) + ¢ (o)

mm"
dKdL -- mm gododr,
wobei L, die jetzt constant betrachtete Energie der Schwer-
punktsbewegung ist. Ist endlich v der Winkel zwischen e

und der letzten Apsidenlinie, so folgt
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Z, —@cos (64 YY), y, = @sin (e+yY),
wobei ¥ Funktion von ¢, K und L ist; letztere beide sind
Jjetzt constant, daraus folgt

odode=dx, dy,.

Fasst man alles zusammen, so ist:
da, dy, ds, du,dv, dw,="3"" X 48 4L aH do dw de
und man sieht sofort, dass, wenn sich Coordinaten und Ge-
schwindigkeitscomponenten ohne Index auf ein beliebig ge-
legenes fixes Coordinatensystem beziehen, ebenfalls

m+m' K

drdydzdudvdw = iy dKdLdHdodwde

sein muss. Fiihren wir diess in den Ausdruck 11) ein und
bedenken noch, dass bei constantem u, v, w

"z

m " " i
dgdhdk = o du Adv dw",

so findet man
] m”‘l“ lP ' " 1]
16723 m; X6, dz dy dz du dv dw du'' dv"’ dw
als die Zahl der Dublets in der Volumeneinheit, fiir welche

die Variabeln z- .- w" zwischen # und z+4dz --w' und
w' 4+ dw" liegen. Da wir fiir diese Zahl frither den Aus-

druck
F.dzxdydzdudvdwdu' dv'' dw'"
—hme2

fanden und sahen, dass F die Form haben muss 4e )
wobei A nur Funktion von ¢, ¢ und o' sein. kann, so
folgt, wenn wir jetzt setzen

F- Beh(m 24+ mcr 42 (P(g)).
dass B einerseits nur Funktion von ¢“, ¢ und ', an-
derseits nur Funktion von K, L, G und H sein kann.
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Es muss B also eine solche Funktion dieser letzteren Varia-
beln sein, welche von den Werten von ¢, « und 8 ganz un-
abhiingig und bloss Funktion von ¢, ¢ und o' ist. Setzen
wir 8 = 0, so wird

K=p¢(c"sina" —ecsina)

G? --m*c* +m'"?c"* 4 2mm' cc'’ cos (a''—a)

H=0,

wihrend
”lucuz

L= g

ist. Die Elimination von ¢ und @ aus diesen Gleichungen
liefert :

c¢?sin*e”’ [(m+m'") QL — ¢) — G*] —

—Ksina'"[m(2L—¢)+m" (m+m')e"'* — G*] 4 mm' K*+
1

2 ,'2 Ilz-- ” - S ’- . - i _ 0 Il2 9
0 {m ¢ 2--m”(2L-q)+ 4mm,,c,,g[Cr’ m(2L-@)+m'(m—m")c ]}

= 0.

Denken wir uns aus dieser Gleichung etwa ¢’ bestimmt, so
sollen wir erhalten ¢ =y (¢",0, L, G, K). Wir wissen nun,
dass B sich sowohl als Funktion von ¢, ¢", ¢, als auch von
L, G, K muss ausdriicken lassen, also

B~ F (3,e",0) = ® (L, G, K).

Diese Gleichung muss auch fiir '’ = 0 gelten; es muss also
F (,0,0) bloss Funktion von L, G, K sein, welche wegen der
Willkiirlichkeit von ¢ und ¢ auch fiir @' =0 noch indepen-
dent sind. Fiir ¢ =0 wird:

m''* (m 4 m')2 "t 12)
+2m" ¢ [(m—m") D+ 2m*m" %(ﬁ—i+(q)—2L)m (m~+-mH]+

+ [D+m(g—2L)])* ~ 0.
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Setzen wir
(m—m'YD —2m(m+m') L—=E, D—2mL=n,
2mi*m' K*={(,
so miisste sich F'(c", ¢) auf eine Funktion von &, 7,  redu-
cieren, wenn darin ¢" durch Gleichung 12) als Funktion von
0, L, D, K ausgedriickt wird. Da durch Veriinderung von
¢ und ¢ bewirkt werden kann, dass sich £ und 7 unabhingig
von ¢”, a" und ¢ veriindern, so muss auch
8__[‘_ acll aF acll
P L P
von ¢ unabhingig sein. Diess kann aber wegen
acl‘ acl‘

st — ¢ %F

"

¢ )
nur stattfinden, wenn entweder —5% oder éc_ﬁ‘: verschwindet.

Erstere Grosse hat den Wert

"

c

2m' (m+m')e* 4 254 %}é +2m (m+m')

kann also nicht allgemein verschwinden, da ¢*, ¢, £ und §
auch fiir o'’= 8 =0 noch unabhingig von einander geiindert
werden konnen. Es muss also F von ¢’ und daher auch
von ¢ unabhiingig sein; daraus folgt sofort, dass es auch
von o' unabhingig ist, da ja '’ nicht als Funktion von
L, G und K allein ausdriickbar ist. Es muss also F oder B
eine Constante sein, womit die Verteilung der lebendigen
Kraft endlich eindeutig bestimmt ist. Vorausgesetzt ist dabei
noch, dass ¢ so beschaffen ist, dass Kern und Schale fiber-
haupt beisammen bleiben, und auch nicht in einen Punkt
zusammenschrumpfen, da sonst die obigen Wahrscheinlich-
keitshetrachtungen unzuldssig werden.
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Dass sich namentlich die zuletzt gemachten Schliisse
durch etwas einfachere ersetzen lassen, scheint mir wahr-
scheinlich; doch diirften auch in dieser Darstellung die all-
gemeinen Ursachen klar hervortreten, welche die Richtigkeit
des Theorems unabhingig von den speciellen Details der
Aufgabe verbiirgen.



