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(tab. 28), welche zu C. spinosa L. (tab. 26, 27) gehoren; ferner.
C. terniflora DC. (tab. 39), wie schon oben p. 372 erwéahnt,
zu C. horrida L. f. (tab. 38, 39) gehorig. [t

Weggeblieben ist die friher von Y esque (Ann. sc. n,
p. 102, n. 47) in Betracht gezogene Capparis petiolaris H7
B. K., wie es auf Tab. L. heisst ,ob specimen pessmr’
servatum®“, und aus anderen Cappareen-Gattungen:
Morisonia multiflora Tr. et Pl. (Ann. p. 58, n. 2) und
Boyasia suaveolens Roxb. (Ann. p. 127, n. 1 ,Hort, bot:
Assam.; Anderson“). Das Uebergehen dieser beiden Pflanzen'
erklart sich durch den Umstand, dass sie von Vesque schon ;
fridher (L c.) als in ihren anatomischen Charakteren nur;
unerheblich verschieden von den dargestellten Arten der -
gleichen Gattungen M. americana L. und R. parviflora <riff.
bezeichnet worden sind.

Nur scheinbar, d. h. nur im Register ist weggeblieben
Oadaba rotundifolia Forsk. (sieh Tab. XVIII.).

- Es mag mir gestattet sein, am Schlisse dieser Mit-
theilung meiner besonderen Freude daruber Ausdruck zu
geben, dass die anatomische Methode, welche die von,*
ihr gehegten, an anderem Ortel ausgesprochenen Erwar-
tungen schon weit Ubertroffen hat, sowohl was ihre Leistungen.:
als was die Gewinnung von Anhangern betrifft, in Herrn'
Vesque einen so eifrigen und geschickten Forderer gefunden m
hat, wie er in den zu dieser Mittheilung Veranlassung ge-4
wordenen Abhandlungen sich darstellt. Mdge er die Wisseny;
schaft bald mit neuen solchen Arbeiten bereichern!

1) Sieh Uadlkofer: Ueber die Methoden in der botanischen
Systematik, insbesondere die anatomische Methode. Akademische*
Festrede. Miunchen 1883.
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Ueber die fur eine homogene lineare Differentialgleichung
dritter Ordnung zwischen den Fundamentalintegralen und
deren Ableitungen stattfindenden algebraischen Beziehungen.

Von Leo Kdénigsberger in Heidelberg,

(Eingelaufen 6. November,)

Ich erlaube mir im Folgenden die wesentlichsten Resultate
aus einer demnachst im Journal fur Mathematik erscheinenden
ausfuhrlicheren Arbeit Uber die Bedingungen mitzutheilen,
unter denen fur eine lineare homogene Differentialgleichung
dritter Ordnung irgend welche algebraische Beziehungen
zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen
bestehen, und welche zugleich die allgemeine Form dieser
algebraischen Beziehungen feststellen.

Um zuné&chst gewisse specielle Formen solcher Beziehungen
in’s Auge zu fassen, schicke ich einige allgemeine Bemerk-
ungen voraus, die auch fur die Theorie der algebraischen
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung von Interesse sind.
Aus dem Satze, dass, wenn flr eine algebraische Differential-
gleichung mter Ordnung

zwischen zwei Integralen ji und y2, von denen das erstere
nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung
Genuge leistet, eine algebraische Beziehung

(m-)

)
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besteht, diese erhalten bleibt, wenn fur yl ein willkUhrliches
anderes und fur y2 ein passendes anderes Integral derselben
Differentialgleichung substituirt wird, ergiebt sich in bekannter
Bezeichnung iterirter Functionen das folgende Theorein:

Wenn fur eine algebraische Differential-
gleichung ein Integral eine algebraische Func-
tion o eines anderen Integrales ft, dessen.Ab?
lei.tungen und der unabhangigen Variabein ist,,
so lassen sich die unendlich vielen Integrale,
der Differentialgleichung in Gruppen von der
Form ordnen

"ft,« favnVi,- e),"* (X,VV '/N-0, esee
(A) .. W* (X % 'Vt .

die im Allgemeinen unendlich viele Elemente,
enthalten werden; istdieDifferentialgleichun.g
irreduc-tibel, so werden die Gruppen entweder,
die Form (A) haben, oder, wenn die Anzahl der.
Elemente einer Gruppe eine endliche ist- die
Gestalt

ft, o(x, ft, vV , @ (X ft, "in- em)>eee v'u ee) '*f
worin fud(x, ft, ij'j,...) = ft
ft,oo(x, ft,9\,..), w2(x, ft,i?8 (x, ft,i”/2,..)

worinw<5(x,ft,?/2,..) = ft
%, w(x, ft, °me), (x, ft, j/3,..), **BXS-"x, ft,1/3, ..)
worin ws(x, ft, »/3,..)="ft

wobei jede Gruppe gleich viel und unter ein
ander verschiedene Elemente enthalt, und di
Anzahl der Gruppen selbst unendlich gross is
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Daraus wird gefolgert,

dass fur eine homogene lineare irreductible
Differentialgleichung mterOrdnung, von welcher
ein Integral eine algebraische Function eines
anderen und dessen Ableitungen ist, sich die
Integrale derart in eine endliche Anzahl von
Gruppen

h, “(*, ft, Vn ee),esee A=\X, ijuij\,...)
(. 7*17*1 wa)........ 74,

fa, to(x, ty,t/a,..),.... 1jid, tj'd, ...)

vertheilen lassen, dass <?<m, die Elemente einer
Gruppe linear von einander unabhéangig sind
und eine hdhere Iterirung als die X—Ite nur
eine lineare Function der Elemente derselben
Gruppeliefert.

Diese Satze werden auf einige spezielle Falle angewandt,
und die Séatze von Abel Uber die algebraische Auflosbar-
keit von Gleichungen in Analogie gebracht mit der Zurick-
fuhrbarkeit der linearen homogenen Diiferentialgleiehungen
auf solche der Fuchs’schen Klasse.])

Ich gehe sodann dazu uber, die oben aufgeworfene Frage
ganz allgemein anzugreifen. Zunachst wird der folgende
Satz bewiesen, welcher der ganzen weiteren Untersuchung
zu Grunde gelegt wird:

Wenn fur eine lineare homogene Differen-
tialgleichung dritter Ordnung, in welcher der
Coefficient der zweiten Ableitung Null ist, eine
algebraische Beziehung zwischen drei Funda-
mentalintegralen derselben und deren Ableit-
ungen besteht, so existirt ausser derjenigen,

1) Vergl. eine demnéachst in den mathematischen Annalen er®
scheinende Arbeit.
29*
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welche stets die Determinante eines Funda-
mentalsysteins einer Constanten gleich macht,
immer noch eine von diesen beiden unabhéangige
algebraische Relation zwischen eben diesen
Grdssen, i
und aus diesem lassst sich schliessen, ~

dass, wenn fur eine Differentialgleichung >
dritter Ordnung der angegebenen Art eine solche ]
algebraische Beziehung besteht, nothwendig *
auch fur die mit HuUlfe eines dieser Integrale |
abgeleitete lineare homogene Differentialgleich- ¥
ung zweiter Ordnung (in der Normalform) eine *
algebraische Relation existirt zwischen zwei A2
Fundamentalintegralen u-nd deren Ableitungen J
mit Adjungirung jenes einen zu Hulfe genom- i
menen Integrales und dessen Ableitungen;

die Eigenschaft dieser letzteren Beziehung, wenn nur
drei Fundamentalintegrale der Differentialgleichung dritter |
Ordnung algebraisch homogen unter einander verbunden sind, 1
ist leicht festzustellen.

Es bleibt nun die Frage zu erortern, unter weichen-
Bedingungen fur die lineare homogene Differentialgleichung ,,
zweiter Ordnung (in der Normalform) eine Beziehung der,.,

angegebenen Art stattfinden kann und wenn nicht — einei"
eingehende Untersuchung lasst erkennen,
dass, wenn yj,y2,... Integrale algebraische'™*

Differentialgleichungen beliebiger Ordnung be-
deuten, fir eine lineare homogene Differential”™’
gleichung zweiter Ordnung in der Normalforiii
mit algebraisch aus der unabhangigen Vari®
abein, den Integralen vl1,y2l... und deren Ab leit
ungen zusammengesetzten Coefficienten nie autt
mit Zuziehung der eben bezeichneten Grdssen eitE
algebraischer Zusammenhang zwischen zwei Fu
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damentalintegralen und deren Ableitungen statt-
finden kann, wenn die Differentialgleichung eine
mit Adjungirung jener Grdssen irreductible ist,
und die Verbindung mit dem oben ausgesprochenen Theorem
liefert den Satz,

dass fur eine lineare homogene Differential-
gleichung dritter Ordnung in der Normalfom nur
dann eine algebraische Beziehung zwischen drei
Fundamentalintegralen derselben und deren Ableit-
ungen bestehen kann, wenn die mit Hulfe eines dieser
Integrale abgeleitete lineare homogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung (in der Normalform)
eine mit Adjungirung jenes Integrales und dessen
Ableitungen reductible ist.])

Da sich aber auch die Umkehrung dieses Satzes leicht
erweisen liess, so ergab sich der folgende Satz:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafur, dass fir eine homogene lineare Differential-
gleichung dritter Ordnung in der Normalform ausser
der Determinantenbeziehung noch eine algebraische
Relation zwischen der unabhéangigen Variabein, drei
Fundamentalintegralen und deren Ableitungen be-
steht, ist die, dass die mit Hulfe eines dieser Inte-
grale abgeleitete lineare homogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung in der Normalform mit
Adj.ungirung dieses Integrales und dessen Ableit-
ungen reductibel ist — wund die gesuchten Rela-
tionen sind bekannt, wenn man die algebraischen
Differentialgleichungen erster Ordnung aufstellen
kann, denen die Integrale jener Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung genuigen.

1) Die Irreductibilitat einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung zieht auch stets die Irreductibilitat der auf die Normalform
gebrachten Differentialgleichung derselben Ordnung nach sich.
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Mit Hulfe aller dieser Séatze lasst sich nun aber auch
far lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung, die nicht
in der Normalform gegeben sind, das nachfolgende Theorem
herleiten:

Die nothwendige und hinreichende Beding-
ung dafur, dass fur eine homogene lineare
Differentialgleichung dritter Ordnung eine al-
gebraische Relation zwischen der unabhangigen
Yariabeln, drei Fundamentalintegralen und
deren Ableitungen besteht, ist die, dass die
mit Hulfe einer dieser Integrale abgeleitete
lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung in der Normalform mit Adjungirung
dieses Integrales, dessen Ableitungen und der
Exponentialfunction, deren Exponent durch die,
Quadratur Uber den ersten Coefficienten der
Differentialgleichung dritter Ordnung darge-
stellt wird, reductibel ist, — und die gesuchten
Relationen sind bekannt, wenn man die Differen-
tialgleichung erster Ordnung aufstellen kann,
denen die Integrale jener Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung genigen.

Nachdem nun alles auf die Untersuchung der Irreduc-
tibilitatsbedingungeri einer linearen homogenen Differential-
gleichung zweiter Ordnung zurickgefihrt worden, untersuchen
wir die Eigenschaften einer solchen Differentialgleichung,
deren Coefficienten algebraische Functionen von Integralen
beliebiger Differentialgleichungen sind und die mit Adjun-
girung eben dieser Grossen reductibel sein sollen, wobei wir-
zum Zwecke der Untersuchung die drei Félle von einander-
trennen, in denen die Differentialgleichung dadurch reductibel
wird, dass sie ein in den adjungirten Grdssen algebraisch”®
Integral hat, oder zwei ihrer Integrale in einer mit Adjujjr
girung dieser Grossen algebraischen Beziehung zu einander'
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stehen oder endlich die Reduetibilitdt statthat, ohne dass die
Differentialgleichung eine dieser beiden Eigenschaften besitzt.
Ich beschranke mich an dieser Stelle darauf, aus der in
meiner Arbeit angestellten ausfuhrlichen Untersuchung nur
den Schlusssatz anzufiihren:

Wenn eine lineare homogene Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung, deren Coefficienten algebra-
isch aus der unabhé&ngigen Variabein, Integralen
algebraischer Differentialgleichungen und deren
Ableitungen zusammengesetzt sind, reductibel ist,
so hat dieselbe entweder ein in diesen Grdssen alge-
braisch zusammengesetztes Integral, oder, wenn dies
nicht der Fall ist, gibt es entweder zwei und nur
zwei particuldare Fundamentalintegrale, welche line-
aren homogenen Differentialgleichungen erster Ord-
nung mit gleichartig zusammengesetzten Coeffici-
enten genudgen und zwar dann und nur dann, wenn
zwei particulare Integrale der Differentialgleichung
zweiter Ordnung in einer mit Adjungirung der be-
zeichneten Grossen algebraischen Beziehung zu ein-
ander stehen, wobei alle anderen Integrale gleich-
artigen Differentialgleichungen erster Ordnung aber
héheren Grades genugen, oder es leisten, wenn eine
solche algebraische Beziehung ausgeschlossen ist,
sammtliche Integrale der Differentialgleichung
zweiter Ordnung linearen homogenen Differential-
gleichungen erster Ordnung Genuge,

und zu gleicher Zeit folgt
als nothwendige und hinreichende Beding-
ung dafur, dass die Differentialgleichung
mz"=9(x,yi,yl..y>y,',...).z

reductibel ist, die, dass die Differentialgleich-
ung erster Ordnung
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t= ta—gp(x,y,y1l,...vi,yf.

ein algebraisches Integral besitzt, undzwarhat
die Differentialgleichung zweiter Ordnung ein
und nur ein algebraisches Integral, wenn die Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung nur ein alge-
braisches Integral besitzt, und es stehen zwei
Fundamentalintegrale in algebraisch er Bezieh-
ung zueinander, wenn die letztere Differential-
gleichung durch zwei und nur zwei algebraische
Integrale befriedigt wird, wahrend fur den Fall,
dass die Differentialgleichung erster Ordnung
nur algebraische Integrale besitzt, Reductibi-
litat der Differentialgleichung zweiter Ordnung
ohne Existenz algebraischer Beziehungen zwi-
schen den Integralen selbst stattfindet.

Werden nun die oben flur die Differentialgleichung
dritter Ordnung ausgesprochenen Satze mit den eben gefun-
denen zusammengestellt, so erhalten wir das folgende Theorem:

Die nothwendige und hinreichende Beding-
ung dafur, dass fur eine homogene lineare Dif-
ferentialgleichung dritter Ordnung eine alge-
braische Relation zwischen der unabhéangigen
Variabein, drei Fundamentalintegralen und deren
Ableitungen besteht, ist die, dass die mit Hulfe
eines dieser Integrale abgeleitete lineare homo-
gene Differentialgleichung zweiter Ordnung
entweder ein mit Adjungirung dieses Integrales,
dessen Ableitungen und der Exponentialfuncr
tion, deren Exponent durch die Quadratur Uber
den ersten Coefficienten der Differentialgleich-
ung dritter Ordnung dargestellt wird, algebra*
ischesIntegral besitzt, oder dass zwei und nur*
zwei Fundamentalintegrale derselben mit Adjun*
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girung jener Groéssen gleichartigen linearen ho-
mogenen Differentialgleichungen erster Ordnung
gentgen, oder dass endlich alle ihre Integrale
Differentialgleichungen der letztgenannten
Art angehdren.

Nachdem nun die Bedingungen gefunden, unter denen
far eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine
algebraische Beziehung zwischen ihren Fundamentalintegralen
und deren Ableitungen stattfindet, lasst sich auch mit Hulfe
der oben fur die reductibeln Differentialgleichungen zweiter
Ordnung aufgestellten Satze die Form derselben angeben, und
wir finden,

dass, wenn die reducirte Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung der irreductibeln Dif-
ferenti.algleichung dritter Ordnung dadurch
reductibel wird, dass sie ein mit Adjungirung
eines Integrales der letzteren Differentialgleichung
und dessen Ableitungen algebraisches Integral
besitzt, die Ableitungen dreier Fundamentalinte-
grale sich als algebraische Functionen eben dieser
drei Integrale oder die zu einem Integrale ge-
hoérigen Fundamentalintegrale sich durch dieses
Integral und dessen Ableitungen algebraisch aas-
dricken lassen, wahrend in allen anderen Fallen
die Relationen die Form haben

TN —=y.y,"=Fi gy Oy =Yyl

und
yLYy3"-y3yx""=F2(M" MM (yiy'a-y«™y)

worin vy,,y2,y3, die drei Fundamentalintegrale der
Differentialgleichung dritter Ordnung und Fv Fs
algebraische Functionen bedeuten.



