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Sitzung vom 7. Dezember 1895.

1. Herr H. Sreniger legt unter Besprechung des Inhalts
eine Abhandlung des Herrn Professors Dr. R, LEBMANKN-
FiLEs in Berlin: ,Ueber die Siicularstorung der Liinge
des Mondes unter der Annahme einer sich nicht mo-
mentan fortpflanzenden Schwerkraft® vor.

2. Herr W. Dyck bringt eine Abbandlung des Herrn
Privatdozenten Dr. Epvarp vox WEpkr: ,Ueber gewisse
Systeme Pfaff'scher Gleichungen® in Vorlage, welche
sich an die in der Februar-Sitzung d. J. mitgetheilte Unter-
suchung anschliesst.

3. Herr C. v. Vorr theilt die Hauptresultate einer in
seinem Laboratorium von Herrn Dr. ALexanper ELLINGER
ausgefithrten Untersuchung: ,Ueber den Nihrwerth des
Antipeptons® mit.

Ueber die Sdcularstérung der Liinge des Mondes
unter der Annahme einer sich nicht momentan
fortpflanzenden Schwerkraft.

Von R. Lehmann-Filhés.

(Efgelanfen 7. Dezember.)

Reitdem Laplace im VII. Capite]l des X. Buches der
Mdéeanique eéleste eine Untersuchung ither die Wirkung einer
Stransmission sueccessive de la pesantenr® mitgetheilt hat,
sind kritische Discussionen des Newton'schen Gravitations-
gesetzes fiir lange Zeit von der Tagesordnung verschwunden.
Erst in neuerer Zeit hat man derartize Fragen, iiber deren
Wichtigkeit wohl kein Streit sein kann, wieder mehr in's
Auge vefasst, indem man einerseits die Folgen einer etwaigen
endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation fiir
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die planetarischen Bewegungen auf Grund verschiedener Hy-
pothesen erortert, andererseits in Erwiignng gezogen hat, ob
die Intensitit der Kraft nicht in einer anderen Form als
Function des Abstandes der sich anziehenden Massentheilchen
gegeben werden muss, als es durch Newton geschehen ist.

Besonders die letztere Frage hat vor etwa einem Jahre
eine sehr bedeutsame Forderung erfahren durch Seeliger’s
Aufsatz ,Ueber das Newton’sche Gravitationsgesetz® (Astr.
Nachrichten Nr. 3273). Eine weitere sehr nmfassende Be-
reicherung der diesen Gegenstand betreffenden Literatur ist
erfolgt durch die soeben erschienene Schrift von Carl Neu-
mann, ,Allgemeine Untersuchungen iiber das Newton’sche
Prineip der Fernwirkungen.® Ueber den Inhalt dieses
hichst wichtigen Werkes gab schon eine ohne Zweifel von
C. Neumann selbst verfasste Anzeige in den , Mitteilungen
der Verlagsbuchhandlung B. G. T'enbner in Leipzig*, 28. Jahr-
gang, Nr. 5 eine vorliufige Orientirung.

Ueber die zuerst genannte Frage, die nach der zeit-
lichen Fortpflanzung der Gravitation, liegt gleichfalls eine
ansehnliche Literatur vor. In dieses Gebiet gehdren auch
die Untersuchungen iiber den Einfluss, welchen z. B. die
relative Geschwindigkeit der sich anziehenden Punkte aunf
Grund des Weber'schen oder Riemann’schen Gesetzes anf die
planetarischen Bewegungen ausiibt. Kine sehr schiitzbare
Zusammenstellung der wichtigsten einschliigigen Arbeiten ist
erst kiirzlich in dem Aufsatze von 3. Oppenheim ,Zur Frage
nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation*,
Jahresbericht iiber das k. k. Akademische Gymnasium in Wien
fiir das Schuljahr 1894--95, gegeben worden.

Die vorhandenen Untersuchungen beziehen sich alle in
erster Linie auf die Bewegung eines Planeten um die Sonue,
und eine Anwendung der fiir diese gefundenen Formeln auf
die Bewegung des Mondes, wie sie 8. Oppenheim auf S. 18
seiner Schrift bei Besprechung der von v. Hepperger in den
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Sitzungsberichten der kais. Akademie der Wissenschaften in
Wien, 1888 veriffentlichten Arbeit , Ueber die ortpflanzungs-
geschwindigkeit der Gravitation® von dessen Ausdruck fiir
die Sicularstorung der Lidnge eines Planeten gemacht hat,
fithrt zu keinem richtigen Resultat.

Der Verfasser der vorliegenden Untersuchung hat bereits
im Jahrve 1884 in Nr. 2630 der Astr. Nachrichten eine
Untersuchung iiber die Bewegung eines Planeten unter der
Annahme einer sich nicht momentan fortpflanzenden Schwer-
kraft verdffentlicht. Die der Rechnung zu Grunde gelegte,
spiater auch von v. IHepperger in Anwendung gebrachte
Hypothese ist die, dass die Gravitation #hnlich wie das Licht
von dem Kraftcentrum ausstrahlt, und dass die Gravitations-
strahlen sich wie die Lichtstrahlen mit constanter Geschwin-
digkeit gradlinig im Raume verbreiten. Bei der Begegnung
mit einem Massenpunkte ist also seit dem Ausgange des he-
treffenden Impulses eine, wenn auch noch so kurze Zeit ver-
gangen, in welcher der anziehende Punkt im Allgemeinen
seinen Ort geiindert hat. Hierdurch entstehen dann Be-
wegungsstorungen gegeniiber dem Fall einer sich momentan
ausbreitenden Kraft, welche eine gewisse Analogie zu den
Aberrationserscheinungen besitzen.

Diese Hypothese ist als eine rein mathematische aufzu-
fassen, indem irgend eine Vorstellung tiber die physikalische
Natur der Gravitation, wie wir sie z. B. bei Laplace finden,
darin nicht ausgesprochen ist.

Die Durchfithrung der erbrterten Hypothese ist nun
jedenfalls eine unvollstindige, so lange sie nicht auf den-
jenigen Himmelskorper, dessen Bewegung uns wegen seiner
grossen Nihe ihre Kigenthiimlichkeiten am deatlichsten er-
kennen Lisst, angewendet ist. Auch unter Zugrundelegung
anderer Hypothesen, z. B, des Weber'schen Gesetzes, ist die
Mondbewegung bisher noch nicht genauer untersucht worden,
offenbar deshalb, weil, wie v. Hepperger am Schlusse seiner
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Abhandlung ganz richtig bemerkt, die Entwickelungen ,in
Folge der krummlinigen Bewegung der Erde und der durch
die Sonne bewirkten Storungen mit grossen Schwierigkeiten
verbunden® sind.

Wenn hier in dieser Richtung ein erster Schrith, der
hoffentlich Nachfolge finden wird, gemacht wird, so ist von
vornherein zu beachten, dass das Verfahren bei der unge-
meinen Complication der Aufgabe nur ein approximatives
sein kann. Auch ist das Thema insofern eingeschriinkt
worden, als vorzugsweise die Sicularstorung der Liinge zum
(egenstande der Untersuchung gemacht wurde, wozu der
Umstand, dass ein Theil der siicularen Beschleunigung des
Mondes durch die Theorie noch nicht erklirt ist, aufzu-
fordern schien. Dass hierbei der Radiusvector und die Linge
auch in allgemeiner Weise untersncht werden mussten, liegt
in der Natur der Sache.

Das Resultat ist ein negatives, da nicht eine Beschleu-
nigung, sondern eine Verzogerung der Mondbewegung ge-
funden wird, deren Betrag nochdazu zu Annahmen iiber
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation nothigte,
welche wenig plausibel erscheinen.

Derartige Rechnungsergebnisse diirfen nach Ansicht des
Verfassers nicht dahin fithren, die Behandlung der betreffen-
den Fragen iiberhaupt aufzugeben. Vielmehr sollte man die
Untersuchungen auf verschiedenen Grundlagen weiterfiihren,
onicht etwa®, wie C. Neumann in der erwihnten Anzeige
seines Buches sagt, ,in der Hoffuung, dass eine solche Theorie
sofort zu physikalisch wichtigen Aufschliissen fiihren werde,
sondern nur in dem DBestreben, den ganzen Kreis der hier-
her gehorigen Vorstellungen zu ordinen, zu erweitern und
vielleicht fiir kiinftigen Gebrauch nutzbar zu machen.
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I. Aufstellung der Differentialgleichungen.

Wir nehmen ein im Raume festes Coordinatensystem an,
in Bezug auf welches der Schwerpunkt der Erde zur Zeit ¢
die Coordinaten &, 1, £, habe. Ein Element dm, der Erd-
masse habe in Bezug auf den Schwerpunkt die Coordinaten
Loy Yoo 3o und den Abstand o, von demselben, so dass

= 4%+ 1)
Das Massenelement der Erde wirkt anziehend auf das
Massenelement dm des Mondes, dessen ganze Masse m heisse.
In Bezug auf das feste Coordinatensystem habe dm die
Coordinaten &'. o, I', in Bezug auf den Schwerpunkt der
Erde z*, y', 2. Der Abstand zwischen dm und dm, heisse 0,
zwischen «m und dem Schwerpunkt der Krde dagegen s,
sodass

= (@' =@ @ = )
= (5 — &= 0 (1 — sy — o)+ (= L 5t

Wenn die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Gra-

2)

vitation fortpflanzt, durch l bezeichnet wird, so ist die Zeit,

zu welcher der auf dm wirkende Impuls von dm, ausging,
gleich £ — 6d, und zn dieser Zeit waren die Coordinaten

von dm,

s
no+uo—w-i"%’?—"°‘-+"ﬁ‘§-“—°ﬁf§"“ —
s B O Bl

Da nun aber jedenfalls 60, d. h. die Zeit, wihrend
welcher die Gravitation die Strecke ¢ durcheilt, eine sehr
kleine Grosse ist, so geniigt es, nur die erste Potenz der-
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selben zu beriicksichtigen, d. h. fiir die Coordinaten von dm,
folgende Werthe anzunehmen :

2 1(& +

;0 &.0 0(3 ‘ (EO(” }0
{50 + o)

7/0 _i_ 1)0_ 0(5 . .(_.(.%t_ _JO_

d (So+ 30)
Lot —00- 3“ —

Der Abstand zwischen dm und dem durch vorstehende
Coordinaten bestimmten Orte von dmy, 1st hiernach

00 d{Sod10) -&.M%) L Ao+ 30)

-6 ]
[9(50+£0) dt 9 (n0-+v0) di 1— ACo+30) At

oder mit Hiilfe von 2)

§ y A (Eg4-x0) 1(no+0) | /oy - A(Co+-30)
d+ 0[@: _go‘&.o)" (ZHO + (' =1y~ l)o)( }O-HO +(C'- Com30) (:)1_;—60 ]7

und hiernach wird die der §-Achse parallele Componente
der von dm, auf dm geiusserten Beschleunigung:

R AR Ah T
B — ——
(mof dt&o+ro) |, d( ’70+1)o « A(Co+30)
]‘H'O & _‘ %) dt 0 =n,-0,) +(E-L Co~3o) dt

oder, wenn auch hier wieder 6%, 6% . .. vernachlissigt werden
und & —§& =2, y' =, =y, I'—{ = 2 gesetat wird:

— I*dm, {£1(3_3@ + :, (E—li- %)

’; ' {( [/
__30.“_3641,0[@:_}0) f §0+10 +(y 1)0>(l io+1)o - (e'=3)" A C(()Z‘I—ao)]}

Wir werden nun zuniichst in diesen Ausdruck die von

dyg dyy dy

der Rotation der Krde herrithrenden Werthe von AT
. 1 ( f

I

Is
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cinsetzen. Bezeichnen wir die Winkelgeschwindigkeiten um
die drei Coordinatenaxen mit ¢y, %, 1,, so ist

dro _—

dt = Zodo 'I”O l)0
(“)0 R
ae = Yo¥o— P03
(1,30

At = Yoo — Zoko
Indem wir beachten, dass
. (QO dyg d3o __
Yoge T Thoar = 0
ist, erhalten wir fiir obige Beschleunigungscomponente fol-
cgenden Werth :

6 d&

. = Xq | a
— IS BT Gy — ) )
..() (‘1/ o )([‘E() _|_ ( — )’]’]0 Lo(g — 1) A&y
o4 o) 4y g ) gy T o) gy
+ 30" (541.“ l%(% Z=y) F (Yo ' = ¢y 2) +30(’/’o!/'—70xl):|}

Um die Einwirkung der ganzen Erde zu erhalten, haben
wir den Ausdruck 3) iiber die ganze Erdmasse m, zu in-
tegriren. Aus 1) und 2) folgt:

O =2 — 22"+ y'Y + 27 3) 1 %

woraus, wenn wir nur noch die Glieder zweiter Ordnung in
Bezug auf die Mondparallaxe mitnehmen:

»1_ ll-—*—] HH ).() -+ I; 1)() +7Z 50 n Qn 7ZUZ+_2_).(-2’3:0_"‘74.1’):'*""130)_2]4)

on 92 2
Wir nehmen nun an, dass die Erde eine aus homogenen
concentrischen Schalen zusammengesetate Kngel ist, so dass

der Schwerpunkt im Mittelpunkt liegt und alle Durchmesser
1895, Math.-phys. Cl. 3. 25
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Haupttrigheitsaxen sind.
Sibzen :

f Yodm, = fl)o dmy,
Iosodmg = 302, iy

sse vom 7. Dezember 1895.

= ‘ﬁo ding==10

= fgo Y, dnig =10

$xs dm, = fl)(j dmy = 3 dm, = 90
fg% dmy, = AU

42
f(x‘ Yy Yt 2 gt dmy = T‘Z Ay,

Wir haben dann nach hekannten

wenn mit A, das Triigheitsmoment der Erde in Bezug aunf

eine durch den Mittelpunkt gehende

Axe

bezeichnet wird.

Mit Hiilfe von 4) erhalten wir hierans folgende Ie-

lationen, in denen nicht iiber Glieder

sichtlich der Mondparallaxe hinansgegangen ist:

(II)I() o
P

1
o [mo -1

ndg PR VI
5'.,‘;+'2 X ) sn (Zﬂlo

n ()l— —1) Af)
4 g2

nag
opin4-l "/

ndy

f gu (10

ro” 5 Ao (o30 Yo Yoo ;..
,,fé” dm, 2]',”,1 o Mg s A0 15 ding 0
@' — 1 ], n (”_‘_3_) 4]
f T dnty == = [mo e |

n(n—3) Ay

y'— _
f sus dmg =" i o

30 2 [ n(n—3) A,,
fé dmo 7[77 + R

lm -+

(' — 1) _af n{n—5) Ay Ay
f = d/no Sa e Sl e
(v ~‘1)0 oyl 7l—5) 110 Ay
f dm, = | Mo 42 2| T opm
(3" — 30)? fv'l")‘ F n(n—5) Ay Ay
j G dmy = — -mo S en

!

opnf2©

zweiter Ordnung hin-

6)
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(' — o) (2'—30) _y n (n—.)) 4|
f S 0 Ay = Wy - - ]

on 7~’11
(' —30) (@' —x) . — 25t . n(n—>5) Ay}
on 07 gy |70 4 2

(2’ — x0) (' — o) __” —5) 4]
o 7(5”' d’”{) Tl” 0 + - 2

(' —x0) xo _ g 1y 4o
f o Ydmy, = z g g

(' —10) o L mdy
f—jn“dmw—xygu@

6)

(' —x0) 30 , . ndg
f Oy =T' & o5

Mit Hilfe dieser Relationen erhiilt man als Integral
von 3):

: f’”“’ - ‘10 9 d& 7

— I* WS + (m, - , 72 de 7)

9 -_Jtﬂo ,’r’ ( f _(I“O ,(77]0 ,is,(_) /100 Y \
')(m" 7"3> 0 4 x rlt dt ik dit 24 (/OO Yol )J

Wir haben hieraus die Componente der bhewegenden
Kraft zu berechnen, welche die Erde anf den ganzen Mond
ausiibt.  Zu diesem Zweck ist der vorstehende Ausdruck 7)
mit dem Massenelement des Mondes zu multipliciren und
iiber die ganze Mondmasse zu integriren. Wir nennen die
veocentrischen Coordinaten des Mondschwerpunktes z, y, #;
die auf diesen Schwerpunkt Dbezogenen Coordinaten des
Massenelementes ¢, Y, 3; den Abstand des letateren vom
Schwerpunkte ¢. Dann ist in 7) einzusetzen

=zt y=y+y &=z-+4,
rr=(z 4+ (g4 (e =42+ +23) + ¢4
i =22y + 22,

et =" 4 '3

&3
ot



380 Sitzung der math-phys. Classe vom 7. Dezember 1895,

Hieraus folgt nach Analogie von 4)

cof=

1,

]

i1 [] 7_11.1'_1;_—{—_]/1)—{—,:1 i

= 2

;ni T

o | 2 lrrtyy+2 5)1
Eh

E 2 4

wobel Glieder von der dritten Ordnung in Bezug auf den
scheinbaren Mondradius vernachliissigt sind.

Man kann hieraus eine Anzahl von Reductionsgleichungen
herleiten, die, vom Vorzeichen der Coordinaten z, y, 3 ab-
gesehen, den Formeln -5) und 6) analog sind, wobel der
Mond, wie vorher die Erde, als eine aus concentrischen homo-
genen Schalen zusammengesetzte INugel angesehen wird,
deren Gesammbmasse m und deren Trigheitsmoment in Be-
zug auf eine durch den Mittelpunkt gehende Axe A heissen
mige.

Durch Integration erhiilt man demnach aus 7):

o [m mo on—l-m‘)A' 0 dz, )
— I mamn T I 8
[P (my B ) 2
Sy mAgmod ().1'( &y (1;,0 (Z_( mAy
_3(””"0*—7 e ) A\Tar TY ¢ d{))_ 2rt (o2~ '/""'/)}

wobel die Producte der Triigheitsmomente vernachlissigh sind.

Dies ist die &-Componente der bewegenden Kraft,
welche die Erde auf den Schwerpunkt des Mondes ausiibt.
Fir den Einfluss der Sonne kommt natiirlich ein dihnliches
Glied hinzu, in welchem wir folgende Bezeichnungen an-
wenden wollen:

Es sei m; die Masse, 4, das auf eine durch den Mittel-
punkt gehende Axe bezogene Triigheitsmoment der Sonue,
welche wir wie Erde und Mond als eine aus homogenen
concentrischen Schalen zusammengesetzte Kugel ansehen.
Die Coordinaten des Schwerpunktes (Mittelpunktes) in Bezug
anf das im Raume feste Coordinatensystem seien &, v,, £,
die geocentrischen Coordinaten desselben Punktes z, v, 2;;
der Abstand der Mittelpunkte von Erde und Sonne heisse 7.
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Die heliocentrischen Coordinaten des Mondmittelpunktes
werden demmach @ — 2, ¥y —y,;, 2 —#,. Der Abstand des
letzteren vom Sonnenmittelpunkte heisse 4. Endlich seien
01y 7y W die Winkelgeschwindiglkeiten der Sonnenrotation
um die drei Coordinatenaxen.

Hiernach wird die Componente der von Erde und Sonue
auf den Mond ausgeiibten bewegenden Kraft, wenn wir fiir
den Augenblick die auf das feste Coordinatensystem bezogenen
Coordinaten des Mondmittelpunktes &, 7, { nennen:

dzg . [m mg < mAgd-mgdY 6 d&
= mamp, — ——0 1 T0)
moe k \ s T T o r2 ) r2 dt
mAg+mgd\ 0 ( d& Ay (Zé‘q)
o (mmo o)t a TV G +o 5
_ mdy f

N
2 7t (o = o)y

A A Az
— * {m‘;g’ (z —z,) + (mml _mdik '"‘—-) -

12 1T

. m[ myANG6 (—a dy A
..3(1;27111 1‘:'21 ) tE ( 1) lt+<J /1)¢Zt+(3_£1)tll)

mAy 0

T o g4 (71 (2' — 2'1) — IA/II (?/ __ .’/1)} 9)

e

Da wir nun die geometrische Bewegung des Mondes zu

2g . aze
untersuchen haben, so muss auch ’f’ gebildet und von ——

A2z .
abgezogen werden, wodurch erhalten wird.
: & dt?

Man findet, wenn ¢, 7, ¥ die Componenten der Winkel-
ceschwindigkeit der Mondrotation bedeuten:

d2 5, . ( mmg mAgt+mgd\ 6 ds
My g = k — x4 |\ mom, — 3 b

m Ay - mg A s dy Ldl
3 ("“”0 2 F it T

mgd 0
Sitel '*,.4(25—4'3/)}
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mym f mo A, 4 m 0 d&
——7&2{—— oty 1_‘_(7”‘0"% _0___L| o) A&

3 ry2 r2 dt
my Ay - + my Ao\ Oy dé& N déy
o (1)107121 Y >1‘14 T + 4 i + 4 dt
1)?0/11 f FE
e ,~14(/1‘1 - lrl’lyl)} 10)

Bildet man nun aus 9) und 10) die Differenz

E_ s _ae
di? di? di??

so erhiilt man eine Gleichung von der Form

d?x m~m 20 ,
et B + =g+ X,

11)
wo
7‘:2’"1 (_1 & H+’/7/1+~41)

A ryd

12)

In dem Ausdracke fiir X, der alle mit 6 multiplicirten

Glieder umfasst, wollen wir fiir die Componenten der abso-

luten Geschwindigkeiten der Sonne constante Werthe an-

nehmen, indem wir setzen

1151 ) dny o A&

= — = , —i a9l

dt Yode U de !

Dies ist allerdings nicht villig streng; denn wenn die

Geschwindigkeitscomponenten des Schwerpunktes des ganzen
Systems die constanten Werthe «, 3, 7 haben, so ist

d& Mg mod.SO e
rli_(+ + - ) Ty de T

my

wo jeder Planet zu beriicksichtigen ist. Setzen wir in X
. d& . . .

einfach —d>t1'= a , so vernachlissigen wir damit entweder
Glieder von der Ordnung der Producte der Planetenmassen
oder von der Ordnung des Quotienten einer Planetenmasse
dividirt durch »* Beide Vernachliissigungen bediirfen keiner
b %

Rechtfertigung.
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Ferner beachten wir, dass

c __ & A A .
Sg=S1 T Xy, N = Yy =6 — 43

F_ o S e

Ss=ste—r,p=y+ty—y,=L+tz—2.

Hiernach findet sich

X —k* (my—m) (1— mA"_*_mOA) a—2m, (1 md, :t"_’a,ﬁ) ’])

wmgr? mm A4

mo Ay -mg g\ 0
+ I, (1 =l 1——}_—‘—9) e

MMy 1y 2

(44

sl

on-!-moA 6dry mAgt+mgA\ 0 dz
e (1 =

mmgr: )2 dt Mg 12 rdt

+ 35 (g — m) (1 B ok mnA) ez 4+ By +72)

moagrd

% (my — m) (1 — ﬂAQi}){°4> s (x 4 + - oy + & '—Z:’)

mnigre 4 dt dt dt

Skim (1 m Ao + ’"OA) Ha dr

mmgr: ) 18 di
e m A4-my A 0(:
+ J];.Qﬁlll (1-—;;;);12 I_C((J/' xX )—f—f))(}/ Jl)_*_/ f—».'l)]

my Ay my A
7.2 my Ay =y Ao
Sl (] Mgy 1y > (e By va)

-1 (my—m) ( 1

+74A e

5}
2

24, 0
_0 (/o"’ - YY)

1t A,

12 A 1 1 f
9 10 (‘14— ,.1'4) (71 31 l;”] 1/1) + 9 ;14 (/15— l“"l .7/)

Durch cyklische Vertauschung innerhalb der drei Buch-
stabengruppen &, y, #; «, £, 7: ¢, ¥ 0 erhilt man aus X
auch die Componenten Y und Z der von der nicht momen-
tanen Yortpflanzung der Gravitation herrithrenden storenden
Kraft.

Die Differentialgleichungen der geocentrischen Bewegung
des Mondes lauten also:

13)
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A2

an TF (m 4 mo) 3 ﬁ + X
d? Y v n
T 2 (- 7”0) a’/ -{_ Y 14)

a2z 0 .
o ~+ B (m - mo) == é? + Z

Wir wevden dieselben jedoch fitr unsere Zwecke trans-
formiren. Zuniichst erhalten wir leicht

da?+dy?+dz? 1):_—1—_3)7(, M + Mg 15
T - — 2k ol i )
. )f(g, dx + a" d:/ -+ —d )—}—QJ(de—l—Ydy-i-Zd,s').

wo 2 m -+ myg

——— die Integrationsconstante ist und die Integrale
als untere Grenze die Osculationsepoche haben.

Ferner gehen die Gleichungen 14)

wde. +1/(I~1/—|— d?z _l_/z'”"lf"”O ( 20 90 ~9'3>
d? & a2z

+@X+yYH422) 16)
Weil nun aber #? = 2% 4~ 4 | 22, also

10 __do?d-dy?+d? | adlc 4y By zdiz
2 drr dr? + di? i

so erhiilt man durch Addition von 15) und 16)

1 d2(r2) 2™ —}— mg R m + mg
LI LS 2 P! 2 T

2 de?
df(alj'dera"der,’(u)+( 9"+Ja;/'+z )
4+ 2 f(Xda + Ydy + Zdz) + X +yY + 22)

Betrachten wir allein die durch die endliche Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit der Gravitation hervorgebrachte Storung,
so erhalten wir, wenn 0 jene Storung andeutet:
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12()f31)+h2m+mn( §7) 17)

di2
a._ Q0 ) 00
"()j‘ -~(7x+a—~(ll/+a (Zp)—{—()( 4 +Jar,+”‘“)
+2f(Xda -+ Ydy+4 Zda) + X+ yY +22)

Mit Ricksicht auf die Bedentung von £ lisst sich in-
dessen diese Gleichung noch auf eine andere Form bringen.

0]
9 g ¢
Da bis zu den Gliedern von der Ordnung - incl.
te) 7.1.j

lo| w

)14

11 l1+"1+7/7/1+~~1_1 i

(x ’1+'/7/1+~~1
r? 22!
so ist
._):[.12;);, 1 S 1 7_2_+ (T’1+7/'/1+""1)
- 2 2 ryt
k2m
r1

()f a" dr + ?) dy —}— S 24 ) einen Beitrag liefert:

: (20
oder, da das Glied ' weder zu ()(r 3 ) noch zu

0 P 3 (roy +yy4z202 13
- ‘ et

o ry
Hieraus ergiebt sich

30 Imy l @y Ay 25 S ,J

5o = rd ! .2
dx "y E %1

Q)
e}

D

(

Q0
und analog uud
oy

Ferner:

20 20 20 22 _ 50
o iy gy tes = =20

Mit Riicksicht auf das Spiitere sollen hier an Stelle der
geocentrischen Coordinaten @, y,, &,, r; der Sonne die auf
den Schwerpunkt des Systems Erde-Mond bezogenen Sonnen-
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coordinaten xz,, y,, 2,, r, eingefiilhrt werden. Man findet
sofort:

n
= ———— .
@y =2 + m == myg

= q 18
Y ‘/°+1n-{-mo y 8)
2 N=bZ -z
L ot m + g
. . = m 1 .
Bezeichnen wir den Factor — -, der etwa _ betriigt,
m - my 81

durch ¢ und vernachliissigen €%, & . ., so finden wir

(g “”’1| (ot yyot22* __ 1’2]
B 2

79 7ot 2 re?
1 k2m,y l‘) wrg Fyyo 27y e 15 (wag + yyo I ::0)3 R
rg ) 2 I'(,4 2 )'U“ y
9.() _ kP |, wwg o+ yae + 22 x
3 ) B Ty g
v To | rot 7
4 72’"1 ’2 ’n 46 wigFyyo 229 15(rrg -y, Yo s wo)?
To 7ot 7"

(@] a0
Analog aa und o

Wie man sieht sind die mit & behafteten Glieder von
einer hoheren Ordnung als die letzten, welche wir bei der
Entwickelung noch beriicksichtigen wollten, weshalb wir
innerhalb der festgesetzten Genanigkeitsgrenze haben :

- Ty ).04 9 "02

0 752?"1 [3, (rroty Yo+ 229)? ’-0)2 12 J
- 2

e ry rot To

20 B2y [ erg 4 yye+ 220 x
- = 5 sy — - 2l

Hiernach darf man also in der Stérungsfunction und
ihren Ableitungen die geocentrischen Coordinaten der Sonne
durch die auf den Schwerpunkt des Systems lrde-Mond be-
zogenen (barycentrischen) Sonnencoordinaten ersetzen.
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Wir fiihren nun ein

Z =7 cos 8 cos A Zoy == 7 €08 3 c0s g
y==7rcos fsink 1Yo = 7o €OS B sin 4,
g=rsinfl &g == 1o sin 3,

wo 2 und 8 die geocentrische Linge und Breite des Mondes,
%, und 3, die barycentrische Linge und Breite der Sonne
sind. Es ergiebt sich

.9 2

A 4’"‘ ; 5 [3cos?f — 2 4 Bcos? B cos (24— 214y)
0
4 3 sin 23 sin 2 B, cos (A —~ Ag) ],

wo bereits die zweite Potenz der Sonnenbreite 3, vernach-

lissigt ist. Da jedoch die Storungsfunction schon einen
starken Verkleinerungsfactor hat, so werden wir hier auch
das Quadrat der Mondbreite sowie das Product der Breiten
von Sonne und Mond vernachlissigen, so dass einfach

(s L " [1 -+ 3 cos (24 — 22)). 19)
Da
QL0 a0 20 N
5= (lx+ (ZJ+ cZ +3 (Z;L(,-*—ayo ’Z-'/0+a:‘, dzpg=d R
und
on 20 2L 20 20 -
e (zx0+9y_() dj)/o +a (Z‘O a]‘ (Z7o+ 3/0 (ZAO,

so nimmt Gleichung 17) folgende Gestalt an:

J? (7 IS)

m—l—m . 20 ..
0 4 gt gy — po0— 24 f (2 a5 A

+ zj(mzx +Ydy+Zde) @ X+yY+eZ)

oder, da

o)
v
)

=B T4 B cos (24— 220)],
0

2

W
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e L {”’+”’“ 21+ Seos (24 — >/10]} ror
%faﬂ+-; m04-4w
{a ddr, + a;“ Q80 4 4 2 . drodr + 3 a' drydl
+a S drgdrg + 4= i’; dr aonM- dh (57+m" A, 62
+ a? L ahydr, + 52 2 iy, } 20)

+2((Xde 4 Ydy + Zdz) + (2X +yY + 27)
Die beiden ersten Gleichungen 14) geben

e 20

H/dtzy(’ —( Ja,)‘|'(xy—“Jx\)
20

a/'Jf_(xlr-?/‘\)

ady —ydx
dl

r¥cos*f Z; = Const. 4 [‘g/o dt -}—J‘(x Y — yX) di,

wo die Integrationen von der Osculationsepoche heginnen.

d i
Da nun r* cos* 8 ap 50 hat man

Hinsichtlich der von der endlichen Geschwindigkeit der
Gravitation herriihrenden Stoérung hat man demnach

: 50
7% cos® 3 dl(t} +- 2 {;; rcos 30 (reosf)

—of%%a14 [@y—yx)ar

Mit Vernachlissigung der zweiten Potenz der Mond-
breite kann man diese Gleichung schreiben
o (07 (H o 2 (2 20 20
ol oo+ (G20 45500 S dryet S 00 )
—I—fo—yA)dt 21)
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Eine scharfe Integration der Gleichungen 20) und 21)
miisste natiirlich durch abwechselnde Anniherungen er-
folgen.

Die in den entwickelten Gleichungen auftretenden par-
tiellen ersten und zweiten Differentialquotienten der Storungs-
function 2sind innerhalb der festgesetzten Genanigkeitsgrenzen
die folgenden:

o0 3 2.

il — P qa, )

57 =3 k¥, ;3 Sin (24 — 24))
282 3 r? .
3, T % Iy it [143cos (24 —24,)]
20 3 2oL
i, = -} . Tt o3 sin (24— 214))

2t0 3 r . . B
o 3 Ie* m, vt (14 3cos (24— 22)
o0 9 2. . )
or, — oy By 7 Sim (22 —21))
0t 72
aye, =t 3 kw14 3cos (24 — 24))]
' ' 22)

Q0 9 e 5

i — e an (2 —

L T3 L2, pt S0 (24— 24))

20 4 Slem, T sin 20— 22)

drd iy ‘ 13 (ad =y

20 . 2 SO

2i0s, = -+ Skrmy ~ cos (24— 21))
N0 72
g = 3k, 73 008 (24 —24)

020 . roo. 5 .

Sia; = 3 k2, ;s (24 —24)
20 2 5 .
5E = Skt 3 €08 (24 —24) J

Ferner ergiebt sich auns 13) und den analogen Ausdriicken
fiir ¥ und 2t
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e X4y Y4-22=2k%m,— m) (1 — m‘j}‘z:—’:l"fi) Sez-By+ve)

12— 1) (1 o lo+mOA> O edey-ydy, +-sdzy

mmgr: Jr? di
{
_ opp (] — m Ay + n~10AV 0 (Z;
MM re vt

mAy 4 m A

— I2am, ( e —-) j_, (ax + By -+ y2)

mmy A%

+ 7;211l1<1—T°A‘+"Z'A°) (x4 By + y2)

Mo Wy 1y

0o
W)
o

) m. y+my A\ o,
+ 3% ’"1(1 Tt —14\7 —Zx-yY, —22)

X [ (o — )+ # g — ) +7 (e — )]
— 32, (1 ”I()A—*—NHAO), L@zt yy )

g my 1y
>< (axl + I))_/l + /‘1)
1z 1110 i ,
B TS i) URGRITARINCEEED

oy (i — )]

xY — yX =L (my — m) (1 — ’—”A"_*_j"A) ? ay — Bz

mmgrs

+ T, ( _ Z’l‘il_‘*’_"f'_{i) Z,I)—-’ (ay — Px)

mm, A2

24) — k%m, (1 _ Mo dymy AO) r”.) (ay — Bx)
%

Moy 1y
—+ %2 (my — m) ( 1-—
Eem <1 mAO+mOA) g wdy —yde
iy _ -

mAdg+mg A\ 6 xdy, —yda,
m g3 ) 2 dt

m g r? r2 dt
. mAmy A 3 .
— 3lem, (1 ) 5 Gy — ) [e@— )

+ﬂ(.’/—y1\+/‘z—z1)]
mod4-myAy\ 6 , 5
- 3]”'2"”’1 <1—%,(;,‘“1;5’1‘[ O) et (wy,—y=x,) (cx+3y,+72,)
l

ke e (e —g2) —y (12 — Yyl
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Z A :
.0)4[x (l,l! '—g)o'g>_?/(2()z—l,l’o7)]
IL A1

2 g (31 r 4) l:x(wlxl__([)1;:1)_y(zl‘ﬁ”l_ '/'1.7/1 ']

24, 0
+—2 4[3:(1/)]90—%3)——?/(/12—Ufly)]

XdzA Yy Zde =T m,-m) ( 1-’"jf3;;”,’,gil) O edw+piytyiz)

—Im (1 mAy+my 4
1

mmy A2

) ;), (adz+pBdy +ydz)

4 o 1(1_'210:11'*‘711111 )_0;2 (adx_{_ﬁd!/_}_;adz)

Mg my 1y

+7.2(m ?11)(1 on-l-moA)/) dadr +dydydzdz,
VAT a TN cbibosdo B Mo

mangr 2 dt
o _mAg+mg A\ 6 det 4 dy? +dz2
+ k*m (1 ming 12 r2 di
. [ mAgtmgA\ 4
+ 3k mg—m) \1 - m"m ';-(2) ) Sr{ez+By+ye)
0
. mAgtmgd\ 6 , adr Ty +zdz
25) - 37;2(1;10—711)(1- e 7._._3__)],3 R LA

— 3Km (1 _’ﬁAof“l?{of!‘) ! ({Zr) 1t

nmgr?

_i-:}].':“ml(1—7"‘4”‘""“' )Ji() dr-z,dx -y, dy-2,dz)

mang A2
Xle(@—z)+ s y—y)+7(e—2)]

a2 mOAl.*.mlA.)
3k ml<l i ) (@, dz+y,dy+z,dz)

X (cx, +P./1+/"l\
+7‘2”(A’/ +A0’/0+A1(11) (yd:—zdg/)

(Aot L ) (da s

2 4

7._20 (A1/ +AO7/0

2

+A'“) (xdy—ydx)

7v .(1
9 10( T 41) [%(yl(ZZ— 21(13/)

+ 0 (e dw—adz) + 1y (7 dy—y,da)]
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II. Die Stoérungen der Planetenbewegung.

In den Differentialgleichunger 20) und 21) treten die
Storungen dry und 94, auf, d. h. die von der endlichen Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation herrithrenden Sti-
rungen des Abstandes der Sonne von dem Schwerpunkte des
Systems Xrde-Mond und der auf diesen Punkt bezogenen
Sonnenlinge. Diese Storungen sind natiirlich identisch mit
denen der heliocentrischen Coordinaten jenes Schwerpunktes.
Zur Berechnung dieser lassen sich die bereits entwickelten
Differentialgleichungen nach einer entsprechenden Verein-
fachung benutzen. Setzen wir nitmlich in 9) und 10) m, = 0,
so erhalten wir die Bewegung der Masse m in Bezug auf
-die Centralmasse my,. Ist diese Masse ein System von Massen-
punkten, so sind diese im Schwerpunkt vereinigt zn denken.

d& dy
dt — 7 dt
constant sind. Hierbel sind offenbar Glieder von der Ord-

dé,
0= wo o, By

=f71 E /1
dt

Fiir diese setzen wir
nung der Masse m vernachliissigt, welche wir als ansser-
ordentlich klein im Verhiiltniss zu m, betrachten. Wir
werden deshally iiberhaupt Glieder mit dem Factor m weg-
lassen.

Hiernach wird

d& dr
de =«
dy 5 dy
i i dt
dc dz

=TT

Unter Mitnahme der Hauptglieder erhalten wir somit:

A2z [ Ny 0o 0 . N Y 1

12 0. 0 _Q L 1A P O LA R :
qit h LT e —Omog (extBytye) =, (702 1/10‘1/31
A5, k2
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Die Subtraction ergiebt

d2z

F T + E* (mg m) o= —120m, °, =
1:20 Ay
+ 3120mg (ex + By + 72) 5+

53 (Lo — U y)
Uunter dem Centralkrper wollen wir jetzt die Sonne
verstehen, so dass mig =1 gesetzt werden kann.
Setzen wir

X=—k?‘0 —i—37020(ax+ﬂj+/f)’4—{— 20,110(/03-1/'0!0

Y=kt ﬁ 3120 (axBy+ye) L+ 2”);40(4,0%%3) 26)
Z=—]”'261.2'+37520(“”"*‘14}!/'*"75);1_1" o,4 (i 6y — o)

so werden die Differentialgleichungen der heliocentrischen
Bewegung:

122 > =
i“, + B (14 m) a=X
A2y

g TR0+ m)"%= ¥
12z 2
Eug + k2 (1 + 7"’) ','.3 =

Do
-~1
~—

Aus diesen Gleichungen folgt in bekannter Weise, wenn

12 (1 - m)
@

eine Integrationsconstante bedeutet,

122 2 22 92 -2 , . i,

( +'((I'1]:'2'+d L (i_k@—l—]—(l(—j——-m—):?j(ﬁdx—i—lt7y+Zl7£),
wo von der Osculationsepoche an zu integriren ist.

Ferner folgt aus 27)

rdx 2 zd?z k2 -
rd l+g/l;lt2y+ d 1 (l;}_m)=xk+yY—{—.€Z;

mithin, weil

1 @) __daAdyprtdE Baodydiy—4-z 41-
1 T+ iz

2 dez dt?
1895, Math.-phys. Cl. 8. 26



394 Sitzung der math.-phys. Classe vom 7. Dezember 1895.

ergeben die obigen Gleichungen durch Addition
! (?{](l):) 7.2(1?;.{—3)2) + kiﬂj— m) _ QJ(X(].L‘ 4+ Y(?y + Zd2)
+ @ X4 yY 4+ 22).

Bezeichnet d# die von der endlichen Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Gravitation herrithrende Storung des
Radiusvectors, so ergiebt vorstehende Gleichung:

L e+ m) B = ‘)f(}x(ZJ,—l— Ydy + Zd2)

4 @X 4 Yy +22) 28)
Wir suchen zweitens eine Gleichung, welche die Storung
der in der zy-Xbene gezithlten wahren Linge 1 giebt.
Man hat aus 27)

wd2y —yd2e
T =Y =y X;

also, wenn man von der Oscalationsepoche an integrirt und
fiir diese Parameter und Neigung der Bahn gegen die zy-
Ebene mit p und ¢ bezeichnet,

”“Z'?/d—; yee _ o Vp (14 m)cosi —}—f(xY—- yX)dt.

Setzt man zur Abkiirzung die Projection von » auf die
zy-Ebene gleich o, so hat man also
O =k Vp (L m) - cosi —}—f(:cY—yX) at.

Fiir die Storung oA hat man demmnach die Differential-
gleichung

doi dl . . o
e palt, ()g:f(\xY——yl\)(H.

Da nun d¢ von der Ordnung der Grisse 6 ist, so kann
marn statt -' den ungestérten Werth

VP (1A m)

TR
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einsetzen, so dass

80)_ |2k Uz@g_t"i) cos i (07) + %, f @Y —yX)dt. 29)
Da
ot =z + ot =1t — 2%,
s0 1st

odo=1rdr — zdz.

Man wird demmnach auch dz zu berechnen haben. Aus
der dritten Gleichung 27) ergiebt sich sofort

Oz 1 p2 (1 4 m) ‘S,ﬁ =35 (1 -+ m) Z(T,ir) + 7. 30)

dt?
Wir wenden uns zuniichst zu der Storungsgleichung
fiiv dr. Man findet

Xdz 4 Ydy+ Zdz =—"0 (edw 4+ By + ydz)

+ 3000 («z + By + 76)
+ "0 gy (yde — 2dy)
+ to(zdz—zde)+ i (zdy—ydz)]
Nun ist, wenn £ die Knotenliinge, ¢ die Neigung der
Bahn gegen die zy- Kbene, p den Parameter bedeutet,

ydz —zdy=LVp(l + m)sinisin  d¢
zda—ade=—1LVpQl ——};_mj sm i cos 2 dt
zdy —yde=EVp(l + m) cosidt,
s0 dass
Xdz+ Ydy -+ Zde = — ’)” (adz+fdy + ydz)
+ 3120 (e By +72) %

B304,V p oL .
-+ —2—);2 L pysinisin Q—y,sinicos O

+ W, cosi]di.

26*
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Bezeichnen wir die Rotationsgeschwindigkeit der Sonne
mit w,, die Neigung und Knotenliinge des Sonneniiquators
in Bezug auf die zy - Ebene mit J; und K, so ist

g = wysinJgsin K
Yo == — Wy sin J cos I,

W= wycosdy,
wodurch die letzte Klammergrosse wird
wg [sin Jy sin i cos (J; — Q) - cos J, cos ] = v, cos Ny,

wenn IV, die Neigung des Sonneniiquators gegen die Planeten-
bahn bezeichnet. Hierdurch wird

Xdz 4 Ydy +- Zde = — ! ” 5 (adz - fdy 4 ydz)
4 3k20 (ex 4 By + "z) SN —2 120 Ayw, Vp cos N, ;i
Nun ist
fu(?::r-{—ﬂ:iy—{- ydz __ax +/n/+/ ‘4 Of(ux 4 By + 72) (1];

mithin

t
f(X(h'—l— Ydy+ Zdz)y -k*0 “'+ﬂ'/+7‘+7 2()Jn((¢,c+,,J+q,~)
Shts Ls04 “0-1/2*)('”” N, J

a2y cTot Aot
+7‘ - -7'03_ T

wo die Integrale als untere Grenze die Osculationsepoche
t =0 haben, und z,, ¥y, 2o, #o filr diese Zeit gelten,
Ist ¢ das Argument der Breite, so findet man leicht
ax 4 By -+ yz =r(c' cosu 4 £’ sin w),
wo wie in A. N. 2063
« =acos Q3+ fsin

= — asincosi 4 [Fcos Qcosi 4 ysini.
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Da ferner v = v -~ w, wenn v die wahre Anomalie, w
den Bogenabstand des Perihels vom Knoten hedeutet, so ist
auch

ax + By + ye =r(«" cosv - " sinv),
WO

a’ = ca'cosew -+ f'sinow

Y = —a'sin w4 £ cos w.

Demnach ist
f(ax + By 72 ‘,%' . “”fcos . (Z—? + ﬁ"f“’i“ 4 ';I_)

Diese Integrationen sind leicht auszufiihren.

Da nimlich dr =1 1/7141;-_"1 esinvdt, wo e die Ex-

centricitit bedeutet, so ist

Jpa—
¥ M 1 PR
fco; L‘Q;:-e].i/ Lot sm L Zt———JﬂklndeL--——cob9
i 2 2 4p
» 7 9
lem(—'— ]/Hm = COS-U f(l —cos2v)dv= (°L—~m°z)

Mithin
J‘(ax—i—ﬁy—}-yz)(:; = —fl—) (" cos2v+pB“sin2¢—23"v)+Const.
Endlich st
.J’J_f _ 1 f{hv
rt k‘l/p (t+m) 71) Vl +m

f(l—]— + 2¢cosv 4+ -?00521')dv

f\] +ecosv)dv

I pr, Vl -+ m

= Sl [(1 - c;) v 2esinv 4 cngin 2L‘] -t Const.
761)3 Vl -+ m &
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Hiernach wird
f(l\dxﬁ—l’dj—}—/d,,) — 2 a" cos v -{;ﬂ_"siny
—7‘4;’)‘3( ‘ cos 203" sin 20 -23v)

(=3)

. , e
+2esmv4 i sin2v

2 ()Ao Wg cos NO

+ - ‘)1)..

31) g s v + B sinvg
+ 120 5

L fe 2
(a"cos 2uatR3sin 2vg+2p3"¢,)

i dgopean [(145)%
2 K)

‘)1;-
4+ 2esin vy + sln2L0]

Tn 28) tritt auch die Grosse zX - yY - 27 auf. Wir
finden leicht

- L ozaptttpfy vz
e X+ yY -2 =2k0 £

32)
I uo . -
— 9J2p® cosrt Bl siny

.

Setzt man nun 31) und 32) in 28) ein, so ergiebt sich

d? (rdn)

(S Ik
g B (T )’ r ”c

(a”cos 2v+4"sin 20—9/“’
1:26 Aywg cos Ny
2 -
—i—?esin’l'—}—f1 sin 2v

+ 0,

wo
" " M
a’ecosryg+pf"sinvy | 12
C=2jrpcommntflsiny,
70" 2])
k20 Ay wg cos Ny
»?

(rc cos 203" sIn 20— 28" vy)

[ <1 -+ ’2“>L0 + 2esin vy, - cf sin 21;0‘
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Setzen wir ferner

D=l (s )

v
0]\20440(0() cos N()

F =000 :
Y Aymgcos Ny ¢ )
V= . 2200 COF
F= 2p ((ﬂ P 2
k20
Yo e i
o 2p “

so nimmt die Differentialgleichung fiir d» folgende Gestalt an

d%(ror) 2 rér
T —+ % (1 4 m) ¥

= (C+4 Dv -+ Fesinv 4 Fesin 2v 4+ Gecos 2.

Der Umstand, dass diese Differentialgleichung auf der
rechten Seite nur die Variable v enthiilt, ist ein Fingerzeig,
dass man diese vortheilhaft als unabhiingige Variable ge-
brauchen kann.

Mit Zugrundelegung der fiir die ungestorte Bewegung
geltenden Gleichungen

33)

1v -V 5 (] 4
OO 4 A0 N B N R L P
dt r2 dt P
d2r E2(14-m)ecosv -
T r2 v ¥ = 14ccosv
erbiilt man, wenn man 1 4 m=1... setzt,
a2(rdr)y  d%r drddr | d*dr
Tde (“,d T2 T
(‘(Osz 2k2esinvddr Bpd2sr 2kesinvddr
o 2 dy (1* dv? 8 dv )
L—p da2ér ercosy o L2p (d2or . )
((w sl s
Setzt man dies in 33) ein, so ergiebt sich
d2or S 3 ¢+ De Foorey 34)
do? -+ 21-)( / v 4 flesimt 34)

4 Fesin 2v + Gecos 2v) = V.
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Das allgemeine Integral dieser Gleichung lantet

dr = ¢, sin v -k ¢, cos v + sin v § cos v Welv
— cosv [ sinv Wdv. 35)

" Die Berechnung dieses Ausdruckes erfordert folgende
Integrationen :

fr3 cosvdv j‘,.s sinvdv

S cos vde Jrdesinvdo
fr3sinv cos vdv fsinede

f?"“‘ sin 2v cosvdv j"ra sin 2vsinvde
fr“ cos 2t cosvdu fr'"’ cos 2v sin vdv.

Diese Integrale lassen sich meist ohne grosse Miilie in
geschlossener Form erhalten, niimlich
f?“ cosvdv=a*}1 — (1 — )smf— sin 2 I — cyt‘
(7t = mittlere Bewegung, JY = exc. Anomalie.)

jﬂ sinv cosvde = a® (1 — ¢?)

) 1 by
ecos I — 7 008 2K \

. 2p 72
3 b vl — 2L 2 . -
fr sin 2v cosvdv = = |V log nat » — 2pr + —2-|

J"r" cos 2v cos vdv—%e—l,;f ) 2a3V1 — ¢ <4—“c‘+ 3(,4>]'

6 ad B — 2 4 et

TS e2(1 — “2) ut—}——e(;—]/l—cz(l—-4~+ .
—PVi-e (1 —";) sin2 I

. [
f?‘s sinvdv = 2 2
2e

) sin 17

f? vsinvdv = Jc (v —a?V1—e2- i)
f? sin? vdv = M (2F —sin 2 E)
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3
J"ra sin 2v sin vdv == 260 —¢%)° {(_{_ z_ c) I — (1—e?)*

e? e e

+(1—e2)sinE+§sin2E]

3
2

f? cos2vsinvdv ——2272 cos 9u+ (acosﬂ—}-1 log nat r)

Die Benutzung dieser Ausdriicke wiirde aber eine wenig
iibersichtliche Form fiir die Stérung J» ergeben, und wir
zichen es deshalb vor, die Integrale nach Potenzen von e
zu entwickeln, wobel wir nur die Anfangsglieder zu kennen
brauchen.

Da 7> =p3(1 — 3ecosv...) ist, so findet man leicht

f1~3 cos vdv = p? [—— 2- ev 4 sinv — % esin 2v. ]
.3 dv == vain v 3 .2 8 3 9.,
r3vcosvdv—p vsmv+cosv~zev —evsin 2v-—§ec052t..

. 1
frf‘ sin v cos vdv =p3{—%cos 2v —[—%e cos v -+ 4 ¢ cos 3v..}

fr“stucosuiv p[ ; (m,—%cos?a-i- cc052c+—ecob4t ]
P P oy (01 1. 3
#3 cos 2v cos vdv =P g sinv +-6-sm 3v—zcv

3 . 3 .
—_— ) ——— dv.,.
4 ¢sin 2v 15 ¢ 50 dv ]

f7'3 sin vdv = p3 [—— cos v 4 %c cos 2v. ‘I

X T 3 .
fr“v sinvdv = pB [sm v—vcosv—zesin 21‘4—%07; cos2v..

. 1. . .
f}'3sxn2 vdv =p3[—zsm2v 4+ %v — ‘Z’—esm L'—I—»l~csm3v

f1‘3si112vsi11 vd’u=p3[%sinv—%sin 3(‘-—%61.7 -+ e\m 4v..

5 1
fﬁ cos 2v sin vdv = p? I_E cos v — %cos 3v + ——ccm {v.

(IS T e I e O T
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In einigen dieser Integrale tritt v ausserhalb des Sinus
und Cosinus auf; diese Glieder sind in dem zweiten und
siebenten Integrale allerdings nicht vollstiindig angegeben,
jedoch sind sie deshalb nicht von Bedeutung, weil sie mit
hoheren Potenzen von ¢ multiplicirt sind und ausserdem
periodische Factoren haben; v tritt in diesen nur in der ersten
Potenz auf. Dagegen {ritt ¢* nur in dem zweiten Integrale
auf, und zwar ohne periodischen Factor. Die Vernach-

Lissigung von ¢?, ¢ .. . ist daher Dberechtigt, da die wich-
tigsten der siicularen Glieder mitheriicksichtigt sind.
Nun ist

; . Cy. . 3. ]
dr e sinv+e,cos t'—i—»],?p lsml'fr cosvdv—cos vj}‘ sinvduy

Dy . ) .
+]_,1 {sm v 13vcosvdv— cos 'v\fa'g’vsnwdv}
v
Ie g .
—!—] Sowin e yrd¥sin v cos vde
— cos v j‘r“ sin?vde) b
IFey. Y
+l"“p {sm v fr*‘ sin 2v cos vdv
2
— cos v [r¥sin 2v sin vd v}
(]
—{—]', win v \f; cos 2v cos vdv
— €08 l?‘f‘r cos 2 sin '1'(?1:}
d. h. mit Vernachlissigung von ¢?, ¢ .. ..

Ca? Da?

0r = ¢ sinv + ¢y cos v - ],-}— v 306)
SAC 2cvkm v— (3 D ¥ ev cos 1 3 D”zm“ i
b , O i N T i S
2 2" T k2 2 l.~2) b T
1 Fa2 . 1 (a2
— sin 2v — — s Qv
5 7 ¢sin e e cos 2

Die Constanten ¢; und ¢, hat man gemiiss der Bedingung
zu bestimmen, dass fiir die Osculationsepoche, d. h. fiir £ =0,

ddr 0 or 5
sowohl d# als auch Tt verschwinden miissen.  Wenn wir
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die mit e multiplicirten Glieder bei dieser Bestimmung, welche
durchaus nicht die fiusserste Schiirfe beaunspracht, vernach-
lissigen, so haben wir mit Riicksicht anf die Relation

_(l or _dé r 7_1/];
dt ~ dv 72

folgende Bedingungsgleichungen:

¢, sin vy + ¢, cos vy 4 ;‘; (C+ Dv,) =0

. 2
€, €OS Uy — €, Sih vy + ;1—2 D = 0,
Woraus
2 .
0, = — ;iz [(C 4 Duy) sin vy 4 D cos v,]
v
2 3
€y = — 72 [(C 4+ Du,) cos vy — D sin ]

Es ist zweckmiissig, an dieser Stelle eine kurze Er-
wigung fiiber die Coefficienten C, D, E, I, G anzustellen.
In diesen tritt neben den Grissen «” und 3 auch der Co-

. Ay . . .
efficient - 0])'9 auf, in welchem A, das Triigheitsmoment der

Sonne, w©, die Rotationsgeschwindigkeit derselben, p den
Parameter der Planetenbahn bedeutet. Obgleich nun das
Trigheitsmoment des Sonnenkirpers unbekannt ist, so knnen

. 0 2 .
wir doch annehmen, dass es kleiner als by I ist, wenn R,

den Radius der Sonne hedeutet, deren Masse wir, wie bhereits
frither gesagt, gleich 1 gesetzt haben. Hieraus ergiebt sich

0®o

A . . . :
nun, dass == ein ausserordentlich kleiner Bruchtheil der

Geschwindigkeit eines Planeten, z. B. der Krde, sein muss,
withrend «” und " entweder von derselben Ordnung wie
diese Geschwindigkeit, oder doch wenigstens merkliche Bruch-
theile derselben sind. Wir werden deshalb mit vollem Rechte

. . Apw g
alle Glieder mit dem Factor —07—0 vernachliissigen, wodurch
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unsere Constanten werden, wenn nur die erste Potenz von ¢
mitberiicksichtigt wird:

27» I20e

(a cos vy -+ B”sin vy) 4 . (" cos 2,
—+ B¥sin 2v, — 28" vy)

k20
D S —“— 0/)“’

E=0 37)
k26 4.,

et 2a B
-2

G= _Z:)_oau
2a

Es wird ibrigens erlaubt sein, in C das zweite Glied
gegen das erste zu vernachlissigen, so dass

L (a cos v, - B sin v,). 38)

Hiernach erhilt man fiir die soehen bestimmten Inte-
grationsconstanten :

ey = — 2af (a” cos vy 4 3* sin vy) sin v,
= —afl(«’sin2v, — 3" cos2v, + ) 19)
g =—2a8 (a" cos v, + 8" sin l‘o) oS vy '
= — af (a cos 2v, 4 3" sinv, + «”

Setzt man diese Werthe in den Ausdruck 36) fiir d»
ein, so erhilt man
0r=2a0(c" cosvy+3"sinvy) — af (e’ sin2vy— 3" cos 2vg+ ) sinv
—af(a" cos2vB"sin2v+-a") cosv
6
40) +afs’ev

—3af (a" cos vy+ 5" sin vy) evsinv

+ 1 abfB"esin 2v + (1) afa'e cos 2v

-~ % afB"e*v cos v

3 3
= afp"e*v? sin v.
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Dieser Ausdruck ist formell vollstindig ausreichend, wenn
auch in den Coefficientern kleine Glieder den Hauptgliedern
gegeniiber vernachlissigt sind.

Wir wenden uns jetzt zn der Gleichung 29), welche
die Storung der Linge in der zy-Ebene giebt. Wir setzen
fest, dass fiir die Osculationsepoche die Bahnebene mit der

- Ebene zusammenfillt, also ¢ =0, 2=0, o=1r ist.
Allmiklich werden ¢ und # von 0 verschiedene Werthe
annehmen, deren zweite Potenzen und Producte mit Storungs-
grissen wir jedoch vernachliissigen wollen. Wir werden des-
halb durchweg o =1, do = 0dr, cosi==1 setzen, und Glei-
chung 29) wird, wenn man die Planetenmasse der Sonnen-
masse gegeniiber vernachlissigt:

Wi e 2k V% + f(u — yX) dt.

Da aber

doi __ dsh LVp
At~ dv 2

1

so geht diese Gleichung iiber in

(113} (‘) >

=24 f(xy yX) di. A1)
Wir haben nach 26)

2Y — yX =" (ay — pa) - E04owy

212
Nun ist
Z = (cos 2 cos § — sin u sin &3 cos 1)
y =1 (cos u sin & -+ sin u cos § cos 1),

mithin, wenn man

cosi=1,
u=v- w,
Q—*—-(U:Il

setut,
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2Y — yXN=—I*0 (— asin Il + f cos II) GOS8

7. 20 1101/0
o2

- 120 (acos IT-}- g sin 1) — i 4
Zur Abkiirzung wollen wir schreiben
acos I 4 3 sin 1l = ' l o
— ¢ sin I + f cos 1 == 3" s )
Vernachlissigen wir wie bei der Berechnung von d7» das
villig bedeutungslose mit A, multiplicirte Glied, so ist

1 . Ji\ . ]»?’0 hlll v = [’)’“' CO-’:‘ 1—'

.
Das Integral [(zY — yX) dt lisst sich zwar mit Leich-

tigkeit streng berechnen, da

*sin v Vp
J = df = = log nat »

r el cos

wo ¢ den Excentricititswinkel bedeutet.

Wir zichen jedoch auch an dieser Stelle eine Jnt-
wickelung nach den Potenzen von ¢ vor, von denen wir
iihrigens, mit Vernachlissigung unwesentlicher Glieder, nur
die erste beibebalten.

Wir finden
f(l Y—yX)ydt= —1 Va0 (" cos v -+ ,’“’ sin v)

+kVao s (a”’ cos 2v 4= 3" sin 2v)

—I-LVaO—""’- )
— 1,

WO

H=—7Vab («" cos e - B sin vy)
+kVab Z a'' eos 2vy 4 B sin 2v) 4+ & Vat' /‘}”’ :
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Iis wird auch hier geniigen, nur das Hauptglied zu he-
viicksichtigen, d. h. zu setzen:
H=—1Va0(«" cosvy 4 £ sin vy). 43
Ferner findet man mit analogen Vernachlissigungen
aus 40):
§r N . . . .
26 (" cosvy+ " sinvy) — 6 («" sin 2vo— " cos 2vy+3") sinw
-0 {a”cos2vy+fB"sin 20+ ) cosv
(a cos 2y + B sin 2¢,
2
+3 a"yecos2v
() i E Y il 9]
— (" sin 2v — 3" cos 2y
2 ) .
+3 #")esin2v
+0p"cu
= 30(c" cosvy+ 3" sinvy) evsinv

1
+ 08" v cos v
3 6 { o X1} 2 = [}
-, 0« cosvy+ 3 sineg) e*esin 2v
S £3”e*v?sin v,
Hiernach ergiebt sich dann nach 41)
=—0|(da" — ") cos vy 4+ (45" — ") sin vy
+ 0 [2a"sin2vy — 28" cos 2v, 28" — F ] sine
4+ 60 [2a¢” cos 2vy + 28" sin 2v, + 2a” — a“*] cosv
-+ 0 l e" cos 2vy+ B4 sin 2 vo—}— ! + l ccos2v
. 1.
+ 6 [a”sm 2vy—p“cos2vy+ 3" + i ;}“’
R f) 13“ /))lll B
9 (43" — ] ev

4+ 66 [a" cos vy 4 B sin vy ev sin v

iy
dv

w1 w l

esin2v
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— % 63" ¢*v cos v
+ 36 [a"cos vy 4 B¥sin vy €*v sin 2v
+ —g 03" ¢*v? sin v,
Die Integration dieser Gleichung giebt:
0l =K —0[(4da" — a"")cosvy + (48" — p"")sin vyl e
+ 02 (a” cos 2vy + "sin 2vg) 4~ 2" — "' sinv
— ]2 (a"sin' 2vy 4 B cos 2v,) + 28" — B""'] cos v
-+ ‘ﬁ [a“ cos 2vg - 3" sin 2044 —g— o' - i a’“-] esin 2v
— % lAa” sin 2vy — 3% cos 2vy 4 —z—{f“ -+ l— [)’”’—] ecos 2v
41) -+ g 68" c¢*vsinv
— 66 [a”cos vy + F7sinvg| ev cos v
— % 0 [a”cos vy 4 B"siuvy] e*v cos 20
— % 083" e*v® cos v
— i 0 (48" — B") e
Fir K findet man das Hauptglied :
K=10[(da"” — a"'}cos vy -}- (43" — £} sin vy] v,
— 6[2(«"cos 2vy -+ B"sin 2vy) + 2" — a''] sin v,
+ 0 [2(a«"sin 2vy — B¥cos 2vy) 4 23" — BT cos v,
oder reducirt
K6 [(4&” —a' = ") cosvg+ (4" Fat — "y sinv, ] 4D)

Wenn es sich um eine genaue numerische Berechnung
von 07 und 02 handelte, so wiirde der Umstand, dass in den
Gleichungen 40), 44), 45) von allen Coefficienten nur die
Haupttheile beriicksichtigt sind, in’s Gewicht fallen. Es
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wiire in diesem Falle z. B. vollig illusorisch, rein periodische
Glieder mit sin 2v und cos 2v noch mitzunehmen, da diese
mit ¢ multiplicirt sind, wihrend in den Coefficienten von
sinv und cos v, sowie in den constanten Gliedern e vernach-
liissigh ist. Hs ist aber wohl zu beachten, dass es sich hier
gar nicht um eine zahlenmiissige Summation der Stérungs-
glieder, sondern nur um die Feststellung ihrer Form und
eine ungefihre Bestimmung der Einzelbetrige handelt, wes-
halb die hier vorgenommenen Vernachlissigungen als durch-
aus zweckmiissig anzusehen sind.

Wiinscht man aus irgend welchem Grunde eine weitere
Entwickelung der Coefficienten, so ist dieselbe nach der vor-
getragenen Methode mit Leichtigkeit zu erlangen.

Der Vollstiindigkeit wegen wollen wir noch die Stérung
senkrecht zur Bahnebene erdrtern, obgleich dieselbe im Fol-
genden keine Beriicksichtigung finden wird. Die Storungs-
arisse ist hier 2, also, wenn wir Glieder von der Ordnung 6°
sowie anch A4, vernachliissigen, nach 26) und 27)

a2z Y z

(n.;j -'}' k (1 + Hl) ;5 =

Diese Gleichung soll in dhnlicher Weise wie die Dif-

ferentialgleichung 33) umgeformt werden. Es ist niimlich
a2z - I2p (d:2 (_;—) z r *)

w= 7w \a Ty Ty

20 7
k*0 o

mithin wird die Gleichung, wenn man zur Abkiirzung
Z=s 46
= )
setat,

d%s o 0y -
t‘zﬁ‘l—s—'—"p"). 4:1)

Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet:
(e e 0y 8y )
s —c'sinv+¢” cosv— P sinv | rcosvdv—+ p COST | 7sin vdv.

1895. Math.-phys. Cl. 3. 27
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Nun st
) 17
reosvdo =L (v — )
4 €os ¢
* ?)
Jr sinvdv =~ log nat r,
mithin
. oy . D\ 6y
s—¢'sinv+e’cosv— ysm('(v See )+ “cosvlog nabtr. 48
(4 cos ¢ 4

Entwickelt man nach Potenzen von ¢, so lauten die
Anfangsglieder

. oy .
s=c'simv -+ c"cosv— 0y 2—7 cvsin v,
Da fiir die Osculationsepoche = 0
ds
s=10 und ;° =0,
dv
50 ergiebt sich geniihert
¢ =Oysinv,, ¢ = 0y cos v,

also mit dem mehrfach erdrterten heschriinkten Genanigkeits-
grade der Coefficienten :

: )y :
s=4H0ycos(v —vy) — 0y /_)’ ev sin i, 49)

Ist der Planet, dessen Storangen hier berechnet sind,
von einem Trabanten begleitet, so gelten die Stsrungswerthe
fiir den Schwerpunkt des Systems.

Die hier berechneten Storungsgrossen dr und 04 werden
in den folgenden Entwickelungen, in denen allerdings nur
die Hauptglieder Beriicksichtigung finden, unter der Bezeich-
nung dr, und dZ; anftreten.
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III. Die Bewegung des Mondes.

Wir haben die Gleichungen 20) und 21) zuerst in der
Weise zu integriren, dass wir die Glieder von der Ordnung
der Excentricititen, Neigungen und der Sonnenstdrungen
des Mondes vernachlissigen. Die Differentialgleichung 20)
wird alsdann

285r i ]
e L 50)

as a3
=9 [(Xdz + Ydy + Zd2) + @X + y Y 4 22),
wo a, die halbe grosse Axe der von der Sonne beschriebenen

Elipse ist, und « die mittlere Entfernung des Mondes vom
Erdmittelpankt bedeutet.

Gleichung 21) wird alsdann

2030 iy

e 200y —|—f(xY— yX) dt,

il . : .
(_t die mittlere Winkelbewegung n des

oder, weun man fiir i

Mondes setzt,
Qo4 ) ! . }
a W=—2andr—{—f(x¥—y}x)dt. 51)

Fiir die auftretenden Kraftcomponenten sind dann natiir-
lich unter demselben Gesichtspunkte nur die Hauptglieder
auszuwiihlen.

Man findet, wenn [ und /, die mittleren Lingen von
Mond und Sonne, n, die mittlere Bewegung der Sonne be-
deutet,

e X+yY+zZ 0(¢2{2112(acosl—|—(3si11 l)- -gn';’(acosll—i—ﬂsin 1)

— Suifwcos (2L—1,) + Bsin (21— 1)] + 2n2n,a, sin (zl—zl)}

27*
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Ndz+ Yo dy—+7Zdz
dt

O« ni[esin (21 — 1) — B cos (21 — 1))} 4 n*n,a, (cos |, —1)
+ mn e _*_ 1:2 (111/1 Agipe + A“/: )}

2
my

0u211[n‘3(asinl Beosl) En?(asinll Beosl,)

Y —yX=0a? {112 (asinl —  cosl) —-2 n; (eesinly — B eosl))
§-w'§ asin (21 —1) — fcos (20 —1 n*n a, cos (I, — 1
2 1 1 171 3 )
n 12 ( Ay -+ Agyy Ay

T ]

my 43

[(de-i—Y(lerZdz):() a*n{— n(acosl+psinl) +§nl(a cosl+@3sinl,)
3 m 3 g :
S5 n" e fecos(21--1) 4 Bsin (21 —1))]-- ?:_f‘ﬁ asin(/, - 7)}

&

+ S ht+ 5 C,

w0
5 I n Ay 4 AOV’/'O . Aqypy \ 2o
h=208an i cnda 4 < ( o el H2a)
(= —20an {—— n (e cos IO 4 Bsin [@) - 3 1, (acos 10
+ Bsinl©) — 2 L_”I l acos (219 — IO 4 Bsin (21O — O) ‘

—m
n2n 0) >

-+ ;1-1—— g, sin ({9 —1 )} 52b)

wenn /@ und I fiir die Osculationsepoche ¢=10 gelten.

Einige der hier auftretenden Glieder, die sich unmittel-
bar -aus den Formeln fiir die Kraftcomponenten ergaben,
konnten {iibrigens -ihrer Kleinheit wegen hier fortgelassen
werden.

Setzen wir noch

so erhalten wir aus 50)
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“(S,' +1»20r="fa {372 (n— "‘1) (ecosl, 4 Bsinl,)

egalf;;l hic [acos(‘)l 1)+ Bsin(21—1,)]

—{—;"'—~”—q sin (1— /)} +hitC.

Um diese Gleichung zu integriren, beachten wir, dass
die Differentialgleichung
d2y

CErty=" acos(2x + ) + X Bisin(Zem 4 bi) +ha 4 C,

in welcher die a;, by, a;, Biy #:y 4; sowie b und C gegebene
Constanten bedeuten, das allgemeine Integral hat

Y == CO8 VT 0 vax—}—z

cos(/ x4+ a,)

+37., 0 sm(?x—}—b)—f—z 45,

v

wo ¢, und ¢, die Integrationsconstanten sind.
Dies auf die Differentialgleichung fiir d0» angewandt

giebt
dr==ccosvi+cysinvt 4 36an, :l;—?nﬂ: (ecos i, + fsinl;)
3 n? (dn—ny) . Qo3 (s
—_ —2 fa (_2_71 _*-)';1‘) [17:_ @ n_’_n zj [a COS(Z l—71)—|—ﬂ>1n(2l*71)]
Lo n2nt L It
F208aa, (12— nq) [#2 — (0 —ny)?) sin (I—1y) + + »2 54)
Um die Constanten ¢, und ¢, zu bestimmen bedenke
man, dass fiir die Osculationsepoche ¢ =0 auch dr und —— (M'
verschwinden. Hieraus erhilt man
¢, =-—30an, Z_‘,‘:—M,‘ (et cos B0 4 Bsin 1)

e ___’_1_(%?11"1) o (©0) 7(0) 27(0) 10
—i—z()a(‘)n_”)[i_ —Bne [acos(Zl I )—i—p’sm( 10 7(0y]
—9 nin? ©) __ 7o) C

o W f o T — (0 — )2 ]sm (! {*N — 2
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=30ant —(ln -”"_3- (e sin IO — f cos 1)
— B ORI g sin 200 — 10) — Bsin (219 — 1)

1f[1'~—(2n ny)2| B
h

) M O JOy —
20aa, s L ({ 1)

Den gefundenen Werth 54) von dr haben wir nun in
die Gleichung 51) einzusetzen. Bei der hier innegehaltenen
Genauigkeit ergab sich

f(xY——yX)thz %f(de—i— Ydy+ Zdz),

so dass

(—l(-;s—t;i-—:— ?cl cos ;'1—2(-702 sinvi—nb(ecosl 4 fsinl)

_% 0 n, EL, n‘ (a cosl, 4 f#sin ()

— S I O (oo (20-1) + fsin (21-1,)

SR e rUL U R P e T e
Die Integration ergiebt

0k = ——% e sinvt - i’: €y o8Vt — 0 (esinl — 3 cos )

9, (n—any)? e
L I i VA — B cos
59 w5 (asinl, — B cos 1))

3 onj 11n?4-8ni—Gnn, 9 o
20(2n~n,) 2 3.2 —}—3;1-—4)111 [ sm( l Zl) feos(21- “]

6n2ny  Buyt-2n

T iy —n)? 3n—2n U (l1 —

Lo 3nt4-2n . O 3ni4-2n o
“9a” An(nt— 2n)' _;'2n(n?—2ng) A 55)

Die neue Integrationsconstante ¢; ist so zu bestimmen,
dass fiir die Osculationsepoche ¢ = 0 auch dA =0 wird.
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Die Gleichungen 54) und 55) geben eine ungefdhre
Vorstellung von den durch die endliche Geschwindigkeit der
Gravitation hedingten Storungen der Mondbewegung., Will
man die Anniherang weiter treiben, so fragt es sich, was
fiir Storungsglieder ein derartiges Interesse beansprachen,
dass 1hre schiirfere Entwickelung der Mithe lohnt. Offenbar
ist es nur die Sicularstérung der Linge, die, falls tiberhaupt
vorhanden, mit der Zeit merklich werden konnte; wir wer-
den uns deshalb auch nur angelegen sein lassen, diese ge-
nauer kennen zu lernen.

Die fiir dr und 024 gefundenen Werthe 54) und 55)
haben wir nun zur Berechnung der indirecten Glieder in
den vollstiindigen Differentialgleichungen 20) und 21) zu
verwenden.

Wir haben uns schon {iberzeugt, dass der Unterschied
der geocenirischen und barycentrischen Sonnencoordinaten
fiir uns bedeatungslos ist, weshalb wir, um nicht jetzt die
Bezeichnungen zu #ndern, statt des in 20) und 21) auf-
tretenden Index O iberall den Index 1 schreiben.

Setzen wir fiir den Radiusvector des Mondes den Werth

r=a [l 3 fcos (ut )], 56)
so wird
1 1 1 a3
BT BT (1 o I"‘)

=553 ficos it + 1)

Dies haben wir in die rechte Seite von 20) einzusetzen;
12 my

fiir geniigt es aber #} zu setzen, da Glieder mit diesem

kletnen Factor, welche ausserdem mit der Excentricitit der
Erdbahn multiplicivt sind, vollig unbedentend sind.
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Gleichung 20) nimmt hiernach folgende Gestalt an

d*(rdvr)

O 1 (nt-2m3) (r0r) =2 f (Xdz+Ydy+Zde)y+ (@ X+yY+27)

4 [3n2 2 frcos (lit+b)+6nfcos (Q1-21)]«dr

57) — Gt atsin(21-21,)0%~ 50 a2 14+3cos(21-21,)]
+6ntatsin(21~21)) 04,

ddry

111542f[1+0005()l-" 2 ll)]

+:577fu,J[1+ cos (21— ‘)I)J'“’()f — 99} ((‘Jsm()l 97)

z-;nfa'zfsin(-zz—‘zz,yza’xl

4111

— Ony a® f[H—J cos(QZ—le)]%t%’ -+ 9nia® [5111 2 5—221)‘7:104,
o S L § e 1

— 6t [sin@U—20) 2, 0r  —Gnia® [cos(2-20)dh, 07

(8

N 9 . 3 e e
+9 )1;(¢2fsm (21—21,) dA, ”"?' - On;ulfcos(?. [-21)d1 02,

Wie man sieht, sind in dieser Gleichung die Producte
der Coefficienten f; der Mondungleichheiten, sowie deren
Producte mit der Erdbahnexentricitit sowie Quadrat ete.
der letzteren znm Theil bereits vernachlissigt. In den mit
ni multiplicirten Gliedern sollen auch die ersten Potenzen
dieser Grossen vernachliissigt werden, soweit dies noch nicht
geschehen ist.

Auf der rechten Seite von Gl. 21) setzen wir

Jo=1+ 25 gicos (At + b)),

also

‘;i‘——;;—i—}_, ;cos (Mt by,

wodurch, wenn man noch mit

1

. }}2 ‘ 1—2 2 ficos (A t - by)

e

multiplicirt:
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ddd___2n 5N 207 i A lf X
e a2(767) Z(g,/., 2nf;)cos l,t+b,)—}-r2 (Y —yX)dt

20 220 20 20
f(a 51 97+ 0y, ar, 0" +a/‘.a}§;‘)"1)‘"=
oder, indem man in den von £ abhiingigen Gliedern die
Oxcentricititen cte. vernachlissigt

dds 2"( Or) — 512(_/,7, 2nfeos(hit+b;) + f(xY ~yX)dt

dr
— 3t [sin@1—21)° -—371',3fcos(2l—'211)<)'/.

58) —}-%nffbm @1—21)% 4 :,mzfcos(w—zz,)a).,

Wir betrachten zuerst die Gleichung 58). Um die

v . . .. ddi 4.
Siicularglieder in 04 zu erhalten, haben wir in > die

nicht periodischen der Zeit ¢ proportionalen Glieder aufzu-
suchen. Ein solches Glied tritt zuniichst m ——i—’;(rd‘r) auf,
weshalb die Nenbestimmung dieser Grosse aus 57) noth-
wendig ist. In den anderen Gliedern von 58), in denen die
Grossen dr, 04, dr,, d4; durchweg mit Verkleinerungs-
factoren behaftet sind, kann man die schon bekannten An-
nitherungen verwenden.
Um das betreffende Glied aus
—-2(—57-2(/,%—912]”) cos (At 4 0y)
zu erhalten, hat man in d» nur die Glieder von der Form
t cos (A;t 4 Const.) oder ¢sin (4;¢ -+ Const.) zu beriicksichtigen.
Da derartige Glieder aber in 54) nicht vorhanden sind, so
ist fiir unsern Zweck
ar

_-g 9" L(J,l — 2nf;) cos (At b)) =0
zu setzen.
In dem Gliede

5 f (@Y—yX)di=, Ll, — 2% cos (1t -+ b,-)J' f (@Y —y X)dt
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miissen zuerst die in 2Y — yX anftretenden constanten
Glieder bestimmt werden. Bezeichnet man durch II und II|
die Lingen des Mond- und Sonnenperigiiums, so sind die
hier in Betracht kommenden Werthe von 4:;¢ - b;, d. h. die
Argumente der bedeutendsten Ungleichheiten der Mond-
bewegung, die folgenden:

;Z j ;[11 } (Mittelpunktsgleichung)
I —21, 4 1 (Evection)

21— 21, (Variation)

I, — I, (jihrliche Gleichung).

Wird der der jihrlichen Gleichung entsprechende Werth
von f; mit f5 bezeichuet, so erhiillt man nach weithiufigen
Rechnungen als constantes Glied in 2Y —yX den Werth

1 k2

o [ — 5 e ( 1) (sin 11—  cos 11,)
NS ( w4 Aoy __ Avyn ”2) l

T2 a oyt

in welchem freilich das mittelste Glied, da es von der Ord-
nung nje, resp. # f; ist, ansgelassen wird.

Glieder von der Form ¢sin (4; ¢ -1 Coust.) oder

. .1 ,

¢ cos (A;¢ -+ Const.), welche gleichfalls in ﬁf(xY —yX)d!
der Zeit ¢ propovtionale unperiodische Glieder erzengen
konnten, sind in Y — y X nicht vorhanden, so dass fiir
unsere Zwecke
1 : Emn  1k2mgfe
;_._;f(xY—yX}dt—G @ T3 RNE )(asm]l—,uosﬂ)

k2 (Avyp - Ayyp A\ ¢
+ . ( 'V 0'/0__,_;/1)'

at

oder geniigend genau

. - 12 2 ( Ay 4+ Agp, )\
}%J‘(Jvl—‘?jx\)(u 0\ hi + 72 (fl'/“l‘_'n'/)_/ili/_l)‘[.

a* wyt
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Die vier letzten in 58) auftretenden Glieder ergeben bei

der hier festgesetzten Genauigkeitsgrenze kein siculares Glied.
Die Differentialgleichung fiir d4 lautet demnach

ddi [ K2 _!_7,: (‘ﬂ.""_‘im 4“/’ ) lt 59)

dt

=2 +0|

«t

wo fiir (rdr) nur das der Zeit plopmtlonale unperiodische
Glied einzusetzen ist.

Wir wenden uns nunmehr zu der Gleichung 57}, um
das soeben genannte Glied zn bestimmen. Dasselbe wird
offenbar hervorgebracht durch ein avalog gestaltetes Glied

auf der rechten Seite von 57).

Xda+ Ydy+Zdz
dt

zu untersuchen. Die mithsame und langwierige Entwicke-
lung, welche hier nicht vorgefithrt werden soll, ergab als

Zuniichst it das constante Glied in 2°

constanten Theil

12
om0 |y (f; — g5) — 2y 4 )] | esin 11, — Beos 11,
A(, ()0

+ 2E*mn*0 4 k*a*n0 (— - (.,O‘wj—f— cosJ 4 A(: 2 cos Jl)
1

——273011 nzp],

Wo 0, 0y, ©, die Rotutionsgeschwindigkeiten von Mond, Erde
und Sonne, oJ, J;, J, die mittleren Neignngswinkel der be-
treffenden Aequatoren gegen die Ebene der Mondbahn be-
denten. Aus bereits errterten Griinden kann das erste
Glied fortgelassen werden.

Mit ausschliesslicher Riicksicht auf das entwickelte Glied
haben wir also

ZJ(XJ;E + Ydy 4 Zdz) = 2a*n6 ' 2m

12 (Ao cosd + Agwgcos Ty | Ajwycos.Jy o Ay
i e
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Indess lisst sich dieser Ausdruck mit Ritcksicht auf die
Veriinderlichkeit der Lage der Mondbahn noch vereinfachen.
Es ist niimlich leicht zu erkennen, dass die mittleren Nei-
gungen der Aequatoren gegen die Mondbahn wenig von den
Neigungen der Aequatoren gegen die Ekliptik abweichen; die
Cosinusse werden von den Cosinussen der zuletzt genannten
Neigungen nur um Grossen von der Ordnung des Quadrates
der Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik verschieden
sein.  Hiernach ist zu selzen:

wcosJ =, wycosJ, =y, w0, cosJ =,
woraus

QJ‘(X(M—{—Y(Zy—}»Z(Z.’d:) 2 a2n 0[ mn+ (41/;—}—1101/0 4111/r ) \[

at
Hinsichtlich eines der Zeit proportionalen Gliedes ist ferner
e X+ yYHeld=

DCS"'lCiChCll mit Hulfe der gefundenen angenitherten
(=l o bl
S t{)]_‘ll]]g.\‘ werthe

[30% 2 fycos (2t -1 b)) -+ Gnfcos (20— 20) | adr =10
Gnia*sin (21 —21,) 02 =0
Suta* |14 8 cos (20 — 21,) ‘5“= 0

bniatsin (21— 21)) 021 0.

H

In 57) folgen nun zehn Integrale, von denen wir sofort
diejenigen vier, welche dr; enthalten, fortlassen diirfen, da
sie nar Glieder von der Ordnung nje, ergeben. Bs ist dem-
nach zu untersuchen, ob die iibrig bleibenden sechs Integrale
unter dem Integralzeichen Constanten enthalten, welche
innerhalb wnserer Genauigkeitsgrenze liegen. Das ist, wie
man leicht erkennt, nicht der Fall, weshalb diese Integrale
simmtlich == 0 zu sefzen sind.
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Die Gleichung 57) lautet demnach:

ZQ '," or 9 - 3
P 4t — 208 (rr)

_-f)a2}20l ””7+ :)( y A Agys Al’/l }L‘

at

also mit ausschliesslicher Riicksicht auf das siiculare Glied:

2

e 2a*n 9 ‘7{’3 n + k2 (A:/; + dowo Ay ,,.1‘)'] ‘

n?—2n3 a? 2 at a,t

Setzt man dies in 59) ein, so erhiilt man

Ao 3ntd-2ni | K2ma (A y -+ -{— Adoyo 4 z,ui>'J
=Sty | Bar g v A,
dt n:—2n} o oa? oy
mithin
S 3ni-t-2n2 12mn 2 [ Ap4-Agy, - {111p1 2
= 2(n:—2n3) 0‘ a2 + 2 at agt *. 60)

Dies ist also die Siicularstorung der Mondl'}inge, deren
Werth sich, wie der Vergleich mit 52a) und 55) zeigt, durch
eine erste Berticksichtigung der indirecten Glieder auf den
rechten Seiten der Differentialgleichungen nicht gelndert
hat. Wie das Vorzeichen von 0% zeigh, hat man es nicht
mit einer Beschleunigung, sondern mit einer Verzogerung der
Bewegung des Mondes zu thun, und dieses Resultat wiirde
auch Bestand behalten, wenn man durch weiter getriebene
Approximationen, die auf Grund des Vorhergehenden prin-
cipiell einfach, in der Ausfithrung aber #Husserst complicirt
sein werden, den Werth von J7 noch schiirfer bhestimmen
wollte.

Die genaue numerische Berechnung von d/ ist auch
abgesehen von dem unbekannten Factor # wegen der Unbe-
kanntschaft mit den Triigheitsmomenten 4, 4,, A, nicht
moglich.

Nennen wir die Radien von Mond, Lrde und Sonne
s Qg 04, 80 kinnen wir setzen
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2
A ==¢"me
5
2
Ay = o3mye,
b}
2
4, =75 O My &,

wo die Factoren &, ¢, ¢ vermuthlich ichte Briiche sind,
da die betreffenden Korper hochst wahrscheinlich nach dem
Mittelpunkte zu an Dichtigkeit zunehmen.

Man kann hiernach 62 unter folgender Form darstellen:

2 111) N )
o 31 ( am 1 [o\2y
l=—>"—"" . —"— 031 (‘ to.e
e ("1)2 my -+ m 5 i 5 \a "
61)
s L gl oo, L e s ai B s g
5 m 1 AU R TR | a \n Ca @]

Nehmen wir an, dass die Geschwindigkeit der Gravi-
tation das G -fache der Lichtgeschwindigkeit ist, welche fiir
die Zeiteinheit des mittleren Sonnentages in planetrischer

. : : . 86400
Litngeneinheit ausgedriickt betriigt, so ergiebt sich fiir

497.78

¢ tropische Jahrhunderte
) 925772" [ i
0L = — S <1 + 0.000004 ¢ 4 0.1118 ¢,— 0.0008 &
oder, wenn man die ganz unmerklichen Glieder vernach-
lissigt,

a 25709'32" [

07 = — I 40,1118,

Um die Sicularstorung der Linge des Mondes auf ein
ertriigliches Maass herabzudriicken, miisste man daher der
Geschwindigkeit der Gravitation einen immensen Werth bei-
legen, vielleicht das Millionfache der Lichtgeschwindigkeit.



