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Von zwei Tetraédern, welche einander zugleich
eingeschrieben und umschrieben sind.

Von Gustav Bauer.

(Eingelaufen 9. August.)
1. ]“' seien A LCD wd AL C D" zwel Tetraider
(== 1, 2,35, 4) die Coordinaten eines Punktes im  Raun,
w; die (,()(mhnuton ciner Ebene in Bezug auf das 1'¢ Tetradder,
xi, uy die Coordinaten desselben Punktes, resp. derselben Khene
in Bezug aut das 2t Tetraider, so hat man bekanntlich die

Transformationsgleichungen

reay=anw  un x4 g o ey (F=1,2,3.4) 1)
Oy ==y Uy g Uy e ag ity -b g ey (P=1,2,3,4)  2)
wo dic ag die Coefficienten der Elemente g der Determinante

(hyy (lyg (g Uy

41 o My Oy

sind.  Nun ist aber der Coefficient «; i den ersten Gleich-
ungen bis auf eimen constanten Faktor die Distanz der iten
Seitenehbene des 2tn Tetradders von der Aten Eeke des ersten.
Geht also die it Seitencbene des 2tn Tetraéders durch die
ite Bcke des ersten, (i =1, 2,3, 4), so muss

(lyy == Ugg == (lgq == (1, = () 3)
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sein. Wir wollen 4, B, C, D die 1te, 2t 3to 4t Fele, mit-
hin auch die diesen Ecken gegeniiberliegenden Seiten die 1'¢,
ate Bte fte Seitenfliiche des 1ten Tetraiders nennen und analog
dic Ecken und Seitenfliichen des 2t Tetradders bezeichnen;
dann ist durch die Gleichungen 3) festgesetzt, dass die Ebene
L7 D dureh die KEcke 4, A" C7 D" durch B, A" B D’ durch
Cund A" L C" durch D geht.

2. PFerner ist der Coefficient a, in den Gleichungen 2)
bis aut einen constanten Faktor gleich der Distanz der it
Feke des 2ten Tetradders von der Alen Seitenfliiche des 1ten,
Machen wir also die Bedingung, dass die it* Fcke des 2%n Tetra-
dders i der itn Seitenfliiche des ersten liege, (i=1,2,3,4),
SO muss sein

Oy = Ogp = Qgg = a,, = 0. 4)

Indem wir diese Annahme 111:1(:]1(‘11, setzen wir fest, dass
die Ecke A" in der Ebene BC D, ' in ACD, O in ADBD
und /)" in A IO liege. Die beiden Tetraéder sind dann eiman-
der zugleich eingeschrichen und umschriehen und zwar haben
sie die besondere Lage zu einander, dass je drei Seitenfliichen
des 2ten Tetradders. welche dureh die drei Keken einer Seiten-
fliche des 1t Tetraéders gehen (z. B. A, B, '), sich in cinem
Punkt (D) derselben Seitenfliiche schneiden.

Ein solches Tetraéderpaar bilden, wie bekannt, irgend vier
Punkte einer Rammeurve 3t Ord. und die Osculationsebenen
der Curve an diesen Punkten.

3. Man sollte nun glauben, dass wenn zu den 8 Beding-
ungen 3) und 4) noch zwei Beken des 2t Tetraiders in den
hetreffenden Ebenen des 1ten Tetraiders willkiirlich gegeben
werden (4 Bedingungen idiquivalent) oder zwel seiner Seiten-
Hichen durch die entsprechenden Feken des 1tn Tetraiders
das 2% Tetraider vollkommen hestimmt wiire,  Diess ist aber.
nicht der Fall; denn die 8 Bedingungen 3) und 4) sind nicht
unabhiingig von einander und gelten nur fiir 7 Bedingungen.
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In der That werden die Gleichungen 4) unter Beriicksichtigung
der Gleichungen 3)

Ugo o las __ __ 4 (yg gy llyy 1 o Ga s 4
- o | — k) L]
(log (g gy Ugy thyg gy Qyp Oy oy
414
o e P

(lgg (hyq Ugy

und man sicht sofort, dass die drei ersten Gleichungen durch
Multiplication die vierte geben. '

IHat man also die erste Ebene des 2ter Tetraéders dureh A
gehend und ebenso die zweite Ebene durch /3 gehend willkiirlich
angenommen, so schneiden sich die Durchschnittslinien dieser
Ishenen mit der Ebene A 2 C in dem Punkie I, und ebenso ihre
Durchschnittslinien mit der Ebene A B 1) in dem Punkte (.
Ausserdem schneidet die erste Ebene durch A die Ebene A €' D
noch in einer Geraden g und die zweite Kbene durch &3 schneidet
die lihene B2 C' D in einer Geraden /i; auf’ der Geraden gy muss
der Punkt 3" liegen, auf der Geraden /i der Punkt A°. Diese
Punkte werden ausgeschnitten durch die dritte Seitenebene des
2ten Tetraiders, die durch €' 0 hindurchgehen muss, aber unbe-
stimmt bleibt, oder auch durch die vierte Seitenebene, welche
durch D wnd €7 hindurchgehen muss. Damit also das 2t¢ Tetra-
tder ganz bestimmt sel, muss ausser den zwel Ebenen durch
A und I3 noch die Stellung der dritten Ebene um eine hiedurch
bestimmte Gerade gegeben sein, oder was dasselbe ist, ausser
den zwei lcken D7, €7 muss noch eine dritte Ecke auf einer
durch die Annahme von 1 und " bestimmten Geraden gegeben
werden,  Dreht sich die dritte Seitenfliiche um €' D', so dreht
sich zugleich die vierte Seitenfliiche um D € und der Dnrch-
schnitt dieser beiden Ebenen A" I gleitet hiebei an den vier
Geraden ¢, b, C' D", D " hin. Diese vier Geraden gehiren also
zu der einen Regelschaar eines 1'l'ypm‘boh>ids das von A" I
beschrieben wird.  Die 8 Ecken der zwei Tetraéder liegen auf
diesem Hyperboloid.
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4. Diese chen hesprochene Abhiingigkeit zwischen den
8 Bedingungen 3) und 4) ist iibrigens, wie ich nachtriiglich
gefunden, schon vor langer Zeit von Moebius hemerkt worden.
In einer kleinen Schrift, betitelt: ,Ianu von zwei dreiseitigen
Pyramiden eine jede in Bezug auf die andere um- und einge-
schrieben zugleich heissen?® 1) bemerkt Mocbius zuniichst, dass
die Forderung paradox erscheine, dass aber das Paradoxe der
Forderung verschwinde, wenn die Spitzen der einen auch in
den erweiterten Seitenfifichen der andern liegen konnen. Dann
fithrt er fort: ,Heissen niimlich A, 3, ¢, D die vier Spitzen
der einen und I, G, H, J die vier Spitzen der andern Pyramide,
so liisst sich darthun, dass die acht hierzu erforderlichen Be-
dingungen:

D Ain GHJ V) Fin BCD
) Bin HJ L VI) (¢ in €D A
I ¢ in JF G VID Hin DADB

IVy Din I'GH VIII) J in A DBC

sehr wolil neben einander bestelien kénnen und itherdies noch,
dass jede dieser acht Bedingungen eine Folge der sichen iibrigen
ist.* Hieraut gibt er den Beweis dieses Satzes mittelst seines
barycentrischen Calciils.

5. Diese Darlegung von Moebius erfordert aber ecine sehr
wesentliche Ergiinzung; denn nach dem Wortlaut der Schrift
scheint Moebius angenommen zu haben, dass zwei Tetraéder,
welche einander zugleich eingeschrieben und wmschrieben sind,
immer die von ihm aufgestellten 8 Bedingungen, (welche mit
den Bedingungen 3) und 4) zusammenfallen), erfiillen miissen.
Diess ist jedoch keineswegs der Fall; denn halten wir die
4 Bedingungen 3) und ihre dort gegebene Auslegung fest, so
konnen wir die Beken A°, B, 7, D' des 2ten Tetradders
noch beliebig auf die Seitenfliichen des 1t» Tetraiders ver-
theilen. s iindern sich dabei die Bedinguugen 4) und wir

) Crelle’s Jonrn. 1828. Bd. 3 p. 273278, und Ges. Werke 1
p. 439,



G. Bauer: Uecber zwei Tetraider. 563

erhalten damit verschiedene Typen fiir solche Tetraiderpaare,
je nachdem unter den ag, welche verschwinden sollen, zwei,
ciner oder keiner aus der ersten Diagonalreithe des Systems
dor «

(yy Uyg gy Uyy

gy (gp Chog Chgy
() (gp (g3 Ugy
gy Uyg yg gy
entnommen ist.?)  Vertauschen wir die Bedingungen 4) in

ap="0, ap=0, =0, a,=0 b)
so haben wir den 2" Typus; vertauschen wir sie in

d— 0 G s =0 =10 e =10 6)
so haben wir einen 3fn Typus; ersetzen wir sie aber durch

P —_ — — iyl

=0, =10, a,=0, a,=0 7)
so haben wir einen 4" Typus.

Hichei ist zu bemerken, dass sich der Typus nicht iindert,
wenn man dieselben zwei Zahlen zugleich in den ersten und
in den zweiten Indices vertauscht.

Diese Typen sind geometrisch deutlich von etnander ge-
schieden dadurch, dass es in dem Typus II nur noch zweimal,
beim Typus I nur emmal, beim Typus IV gar nicht vor-
lkommt, dass die durch drei Iicken des 1t Tetraiders hindurch-
gehenden Ebenen des 2" Tetraéders sich in der Ebene dieser
drei Keken sehneiden.

Gelten z. B. die Bedingungen 5), so liegt A" in B C D,
I'in ACD, ("in ABC und )’ in der dritten Ebene A I D,

Die in A" zusammenstossenden Seitenfliichen A" ¢ D', A" I’ 1),

) Drei a aus der Diagonalreihe = 0 gesetzt, erfordern natiirlich
als vierte Bedingang, dass auch das vierte Element der Dingonalreihe
= 0 gesetzt werde, und man hat dann den 1ten Typus,
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A B (7 gehen vesp. durch B, O, D; die in [ zusammen-
stossenden B C" D, A D', A" I (7 gehen durch A, C, D;
hingegen die in € zusammenstossenden Seitenfliichen gehen
resp. durch A, B3, D; die in 1)° zusimmenstossenden resp. durch
A, B, C.

Diese Typen H—IV unterscheiden sich ferner von dem
ersten Typus sehr wesentlich dadurch, dass die 8 Bedingungen,
welche die zwel Tetraéder erfiillen miissen, von einander
unabhiingig sind, also fiir volle acht Bedingungen
zithlen (mit einer sogleich zu besprechenden Ausnahme).  Gibt
man mithin zwei Seitenfliichen (oder zwei Ecken) des zweiten
Tetraéders, so ist letzteres bestimmt. Die Berechnung der
tibrigen Elemente fithrt auf cine quadratische Gleichung. s
¢ibt mithin in allen diesen Fillen je nach der Wahl der zwei
ersten Elemente im  allgemeinen zwei reelle Lisungen oder
var keine.

D

6. Ein bemerkenswerther Ausnahmefall des Typus 1V
ergiebt sich, wenn die vier verschwindenden o« symmetrisch zu
der Hauptdiagonale des Systems der a liegen. Dieser Typus V
2
)

ist mithin durch die Bedingungen

1112= ”, a2 — ()

. y Ugy =10, = 0 H)

charakterisiert.  Zu diesem Typus gehirt also auch der Fall,
wenn die vier a der zweiten Diagonale des Systems der a ver-
schwinden, nitmlich

o 0, ayg=10, ag5=0, = (),

= 3 Uy

welche dureh Vertauschung der Zahlen 2 und 4 aus den Be-
dingungen 8) sich ergeben.

In diesem Falle besteht nimlich, wie beim Typus I, cine
Abhiingigkeit zwischen den 3 Bedingungen, sodass sie nur fiir
7 Bedingungen ziihlen.

Man findet niimlich leicht, dass, wenn die 4 Gleichungen
3) gelten, die Gleichung hesteht

— X C
(tyg Uyt Uyy (g == dtyy g+ (1,5 ayg 9)
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Da nun in unserm Problem «,,, a,,, a4, @,; nicht Null sein
kinnen, so folgt, dass von den Bedingungen 8) dic eine cine
Folge der drei andern ist.

Fs tritt also auch hier, wie ber Typus I, der Fall ein,
dass wenn von dem 2t" Tetraéder entweder zwel Ecken oder
zwel Seitenfliichen gegeben sind, die Bestimmung des 2tn Tetra-
éders noch unendlich viele Lisungen zuliisst, indem man die
dritte Ecke noch auf einer gewissen Geraden willkiirlich wiihlen
kann, oder auch die Stellung einer dritten Seitenfliiche um eine
gewisse Gerade.

7. Dieser Fall hat auch noch das bemerkenswerthe, dass
alle vier Kcken des 2" Tetradders innerhalb der Dreieckseiten
des ersten Tetraéders fallen kinnen, sodass also das zweite
Tetraéder ganz innerhally des ersten liegt (was bei dem Typus I
offenbar nicht moglich ist).

Nimmt man z. B. fiir den Punkt A" den Schwerpunkt der
zweiten Seitenfliiche A O D, fiiv 557 den Schwerpunkt der ersten
Seitenfliiche 4 "D, womit die zwel ersten Bedingungen 8)
erftillt sind; nehmen wir ferner die Ecke D) als Anfangspunkt
der Coordinaten, die Kauten 0 A, D DB, D C als Axen der z,
der y und der 2 an und sind «, b, ¢ die Liingen dieser Kanten,
so findet man als Ort des Punktes € (2" y &) in der vierten
Seitentliiche A4 I3 (' gelegen, die Gerade

und als Ort des Punktes D' (2”4 2") in der dritten Seiten-
fliiche A I3 D gelegen, die zur vorigen parallele Gerade

w

”:O, AV(;,+‘[/ ‘.%:U

« b =
Die zwei Punkte (7, D sind dann ferner durch die Gleich-
ungen an einander gebunden

1897, Sitzungsb. d. math.-phys. CL 24
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older auch

’ o (l ’ 73 ])
¥&a"=5, Yty =g5.
— =i

Bewegt sich €7 innerhallh des Dreiecks o B3O, so bewegt
sich anch D" inuerhalb des Dreiecks A 5D, Die Mitten der
beiden Geraden, soweit sie in den Seiten des Tetradders selbst
Liegen, sind solche eutsprechende Punkte €7, 1.



