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Ueber diejenigen Flichen, auf demen zwei Schaaren geoditi-
scher Linien ein conjugirtes System bilden.

Von A. Voss in Miinchen.
(Eingelaufen 8. Mars.)

Von Liouville rithrt bekanntlich der Satz her, dass
von zwei Schaaren reeller geodiitischer Linien auf einer Fliche
(mit Ausnahme der developpabelen Flichen) kein orthogonales
System gebildet werden kann. Dagegen ist meines Wissens
die Frage bisher nicht erortert worden, unter welchen Um-
stiinden zwei Schaaren geodiitischer Curven auf einer Fliche
ein conjugirtes System bilden konnen. Eine niihere
Untersuchung derselben, aus der im folgenden einige Resul-
tate mitgetheilt werden sollen, zeigt, dass die Bestimmung
dieser Flichen mit derjenigen der Flichen constanter Kriim-
mung eng zusammenhiingt. Dabei ist indessen der Fall
reeller geoditischer Linien vorausgesetzt; lisst man auch
imaginiire Systeme zu, so ergeben sich noch andere Los-
ungen, wie die im folgenden besprochenen; so z. B. wiirden
auf allen Minimalflichen die Minimalcurven selbst ein solches
System bilden. Andererseits mag im vornherein der Fall
der Developpabelen ausgeschlossen sein; aunf ihnen bilden die
Erzeugenden mit jeder Schaar geodiitischer Curven ein
solches System.

Wird eine krumme Fliche zn der Kugel mit dem Radius
Eins in diejenige Beziehung versetzt, welche man als
sphiirische Abbildung derselben auf die Kugel bezeichnet, so
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wird im allgemeinen der Winkel @ zwischen den Parameter-
linien u = const, v = const, in der Abbildung nicht erhalten
bleiben. In Bezug hierauf kann man den folgenden, auch
leicht aus geometrischen Betrachtungen ableitbaren Satz auf-
stellen:

Der Cosinus des Winkels @ unter dew sich
irgend zwei Richtungen auf der Fliche schneiden,
bleibt bei sphirischer Abbildung (bis aufs Vor-
zeichen) in den folgenden drei Fillen ungeindert:

Erstens, wenn die Fliiche eine Minimalfliche
oder eine Kugel ist;

zweitens, wenn die beiden Richtungen zu einan-
der conjugirt sind;

drittens, wenn dieselben invers conjugirt sind.

Unter der invers conjugirten Richtung zu einer ge-
gebenen verstehe ich dabei diejenige, nach welcher die Kriim-
mung des Normalschnittes ebenso gross ist, wie nach der
conjugirten, oder welche mit einem der Hauptschnitte den-
selben Winkel bildet, wie die conjugirte Richtung. Die
Doppelstrahlen der conjugirten Beziehung, d. b. die (in
negativ gekrimmten Theilen der Fliche reellen) Haupttan-
wenten sind invers conjugirt; umgekehrt sind die symmetrisch
zu den Hauptschnitten gelegenen conjugirten Richtungen die
(auf positiv gekriimmten Flichentheilen reellen) Doppel-
strahlen der invers conjugirten Beziehung. Auf den Minimal-
fliichen insbesondere stehen invers conjugirte Richtungen zu
einander senkrecht, auf der Kugel sind sie unbestimmt.

Bezeichnet man durch X, Y, Z die Richtungscosinus der
Normale eines Punctes x, y, z der Fliche, durch e, f, g die
Coefficienten des Liingenelementes

ds? = e du® + 2 fdudv + gdv?,
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durch E, F, G die Ausdriicke?!)
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setzt man ferner

o=Veg—13,
f de de
) oy = — e g

so sind die Bedingungen fiir ein aus conjugirten Curven ge-
bildetes System geodiitischer Linien u == const, v = const

2) F=o, A, =0, C=o.

Durch Integration der Gaussischen Differentialgleich-
ungen zwischen den E, G, F, e, g, f erhilt man leicht:

3) E=V"_U,
g

a=1]/2v,
e

1) Bei Anwendung dieser Bezeichnung wird die invers con
Jjugirte Beziehung zwischen zwei Richtungen du, dv; du’, dv’ durch
die Bedingung

(Eg —2Ff+4 Ge) (E dudu’ 4 F (du dv’ 4 dv du’) + G dv dv*)
=2(EG — F?) (edudu’ 4 f(dudv' 4 dv du’) - g dv dv’)

ausgedriickt.
1883. Math.-phys. CL. 1. 7
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in welchen Gleichungen U resp. V willkiirliche Functionen
von u, resp. v bedeuten, die jedoch ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit gleich der Einheit gewiihlt werden konnen,
wie im folgenden geschehen soll. Aus den Gleichungen 3)
ergiebt sich alsdann:

N R R

G +G)+E) =1

XoX oYY ama_ _ f _ .
dudv ' duadv " quadv Vge - )

mithin wird das Lingenelement auf der Kugel gegeben durch
den Ausdruck:

5) d3? = du? - dv® — 2 A dudv.

Das liefert den folgenden Satz:

1) Beidersphiirischen Abbildung einer Fliche,
auf der zwei Schaaren reeller geoditischer
Curven ein conjugirtes System bilden, gehen
dieselben in ein System iquidistanter Curven
auf der Kugel iiber.

Umgekehrt lisst sich leicht beweisen:

2) Finden fiir eine Fliche die Gleichungen

au

N 1/% 1/
6) F=o, 9E §~=o, 30'/;——-0,
v :

stutt, so ist dieselbe bezogen auf zwei geodii-
tische Schaaren, die ein conjugirtes System
bilden.

Bekanntlich werden alle reellen Eintheilungen der Kugel-
fliiche in dquidistante Systeme durch die Abbildung der Haupt-
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tangentencurven der Fliichen constanter negativer Kriimmung
— 1 auf die Kugel gewonnen. Man kann daher die Bestim-
mung der Flichen, auf denen zwei geoditische Schaaren ein
conjugirtes System bilden, durch folgenden Satz mit dem
Problem der Flichen constanter Kriimmung in Verbindung
setzen.

3) Einer jeden Eintheilung der Kugel inzwei
Schaaren #quidistanter Curven entspricht eine
Klasse von Flichen der genannten Eigenschaft,
gebildet von allendenjenigen, deren conjugirte
Parameterlinien auf der Kugel das gegebene
System durch Abbildung erzeugen.

Unter Voraussetzung der Gleichung (5) miissen nimlich
fiir jede Fliiche, die zu den iiquidistanten Curven der Kegel
in der so eben bezeichneten Beziehung steht, und fiir welche
I' = o ist, die Gleichungen

- -5 Jp— — (39X X
7) —gl-ll/l—l’=l/e(ﬂ+la—v')|
o — ,—(3X X
—aVITE=vi(50+5,)
nebst den entsprechenden fiir y und z stattfinden. Vermige

der Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (7) aber
erhilt man

ay_e"_awg
v~ au !
Vg _3iVe
2u v

welche Gleichungen mit den Bedingungen geoditischer Para-
meter A; =0, C=o0 iibereinkommen; ausserdem ist aber
den Gleichungen (7) zufolge F = o, so duass die Curven auch
ein conjugirtes System bilden. Setzt man nun

7‘
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so wird
aM
Z (1 + l) == E '
M
LA+ =5,

wo M eine Function ist, die durch die partielle Differential-
gleichung

0 S

characterisirt ist, withrend 4 der Differentialgleichung

321 A 2L34 .
sy T1—manay T M =0
gentigt. Unter der Voraussetzung, dass M eine Losung der
Gleichung (8) ist, ergeben sich daher aus (7) durch Quadratur
die Coordinaten x, y, z der gesuchten Flichen.

Es sei hier der Fall hervorgehoben, wo

zi=t &

wird; d. h. wo die Flichen durch das conjugirte System der
geodiitischen Linien in unendlich kleine Rhomben getheilt
werden. Fiir z= — { sind die Krimmungslinien gegeben
durch u- v =const; sie theilen die Fliche in unendlich
kleine Quadrate, und die Form des Liingenelementes

ds? = e (du? 4 dv? — 2 A du dv)

zeigt, dass die Abbildung auf die Kugel eine conforme ist.
In der That wird die Fliche eine Minimalfliche;
gleichzeitig aber miissen, wie leicht zu zeigen ist, sowohl M
als auch 4 Functionen von u— v sein. Hat man sonach
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alle Minimalfliichen der verlangten Art bestimmt, so ergeben
sich alle Flichen positiver Kriimmung, fiir welche

r

Z=4

ausfiillt, durch folgenden Satz:

4) Einer jeden Minimalfliche der genannten
Art ist adjungirt eine zu demselben Systeme
iquidistanter Curven auf der Kugel gehdrige
solche Fliche positiver Krimmung, welche
durch Quadratur gefunden wird; und umgekehrt
ist auch zu jeder Fliche der letzteren Art eine
bestimmte Minimalfliiche adjungirt, so dass die
adjungirte Beziehung eine reciproke ist.

Von weiteren Betrachtungen die sich hieran schliessen,
mag hier endlich noch die Bestimmung derjenigen Rota-
tionsflichen erwiihnt werden, auf denen zwei geoditische
Schaaren conjugirt sind.

Setzt man die Gleichungen der Rotationsfliche in der
Form

X = g cos ¢,

y=esing,

z=1(e),
voraus, betrachtet also ¢ und ¢ als Functionen von u und v,
so wird nach Satz 2) die Bestimmung dieser Flichen zuriick-
geftihrt auf die Integration der Gleichungen (6). Auf diesem
Wege erhiilt man, wenn

1 1 .
f\='e,', B=e’;(1‘-l”f")u

LLE o Y
ef 7 T T 14

p =

gesetzt wird, durch Integration der Integrabilitiitshedingungen
des Problems
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% _ 3«/))’_ 2\,

3 =P1 w(; =1 (e)
wo ¥ und y Functionen von u resp. v sind, welche der
Gleichung

1) 1—AW+)+Byipr=o

geniigen miissen. Eine vollstindigere Behandlung der Gleich-
ungen (9) und (10) zeigt, dass @ und x Constanten sein
miissen. Simmtliche Rotationsflichen der bezeich-
neten Art sind daher durch die die beiden willkiir-
lichen Constanten a und b enthaltende Differential-
gleichung

a?) [ h? 14t/ 2ath?

(1—(,—,) "z-)=( i ) 9
characterisirt, welche fiir f im allgemeinen ein elliptisches
Integral liefert. Unter denselben befinden sich (dem Falle
a =" entsprechend) auch solche der vorhin erwiihnten Art,
welche durch die geoditischen Curven in Rhomben getheilt
werden; adjungirt sind denselben die windschiefen Minimal-
flichen.
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