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276

Herr G. Bauer bespricht und legt eine Abhandlung des
correspondirenden Mitgliedes A. Brill in Tibingen vor:

,Ueber rationale Curven und Regelflichen.*

Durch algebraische Untersuchungen wurde ich zu einigen
merkwiirdigen Eigenschaften der rationalen ebenen und rium-
lichen Curven sowie der windschiefen Flichen vom Geschlechte
Null gefiihrt, iiber welche ich eine Mittheilung der hohen
Classe vorzulegen mich beehre.

Wiewohl die Untersuchungen sich auf eine beliebige
Anzahl von Formen beziehen, so will ich doch der An-
schaulichkeit wegen an die Theorie der Raymcurven
ankniipfen.

Sind x, y, z rechtwinklige Coordinaten, und hat man
vier rationale ganze Funktionen n. Grades von einer Grisse 4:
fA)=ag A" +a, A" +....}a,

@A) =by A4 Db, A4 .. b,

UA)=co b4, A ... +c,

M) =d, A 1 .. -4,
so stellen die Gleichungen:

xtyrz:l=f@):p@R): ) :x(2)
die Coordinaten einer ,rationalen'* Raumcurve dar, deren
Punkte den Werthen des Parameters 4 einzeln zugeordnet
sind. Die Bedingung:

ux4vy4+wz41=0
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reprisentirt, wenn man sich fiir x, y, z die Werthe einge-
setzt denkt, eine im Raum veriinderliche Ebene, niimlich die
dem Curvenpunkte mit dem Werthe A zugehorige Schmie-
gungsebene.

Ebenso wie durch ihre Punktcoordinaten kann man
eine Raumcurve auch durch die Coordinaten u, v, w ihrer
Schmiegungsebenen darstellen, welche gleichfalls rationalen
Funktionen von 2 proportional sind.

Eine Raumcurve n. Ordnung C, sei durch die ihren
Punktcoordinaten proportionalen ganzen Funktionen f, @, . . .
in der obigen Form gegeben, eine andere p'* Classe C* durch
vier ihren Ebenencoordinaten proportionale ganze Funktionen
p- Ordnung a (), . ... d (u) eines Parameters pu:

urviw:l=a (1) : 8 (u):y(p): 0 (p),

a(p)=py " +p, " H o Py

B)=qo#* + ¢, 1"+ .o F Qs

yW)y=rou®r Pt 441y

O(u)=s, i+ s, 1> 4. ...+ s,.
Die Gleichung:

ux+4vy4+wz-+41=0,
oder ausgefiihrt:

FAw)=a@f@)+ 8@ o@) + 7)) ¢ A+ )z (=0,
driickt dann aus, dass der Punkt (1) der Curve C, auf der
Ebene (1) der Curve C* gelegen ist. Und zwar ordnen sich
jedem Punkte (1) von C, diejenigen p Punkte () von CP zu,
welche den p von (2) aus an C* moglichen Schmiegungs-
ebenen entsprechen, und umgekehrt gehiren zu jeder Ebene (u)
n Punkte (). — Wenn nun aber fiir besonders beschaffene
Funktionen a (u), # (). . .der Faktor A—pu aus der ganzen
Funktion F (Au) rational sich ausscheiden liisst, so entspricht
einem jeden Punkte (4) der C, eindeutig eine bestimmte Schmie-
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gungsebene, also einer der p Punkte (u), so dass in diesem
Falle die beiden Curven C, und C® eindeutig auf einander
bezogen sind.

Solche Funktionen a (u), 8 (u), . . ., welche dies leisten,
miissen die Gleichung:

FA)=e@f@) +80 R g +7(7-) v+ @) =0
identisch erfiillen.  Dieselbe liisst sich in die folgenden

n—p + 1 linearen Gleichungen fiir die 4 (p + 1) homogenen
Coeficienten py, pyy - - - Qg - - - zerfillen:

= poit + qobo ot + sedo
—l%a‘i“‘lobx‘}'ftﬁ +"0d1+l’|“u+‘hlm+rxcu+ﬂldo it
= potat-. +piag . + paot-. l

Die Coefficienten p, q, ... sind hierdurch im Allge-
meinen bestimmt, wenn:
n+p+l1=4(p+1)—1
ist, d. h. fiir:

n—2
e Br

Wenn also die ganze Zahl n — 2 durch 3 theilbar ist.

<o gibt es zu einer rationalen Raumcurve n. Ordnung C, im
N

Allgemeinen eine bestimmte Raumcurve von der p ( 2 5 ) ‘
Classe, welche jener sich cindeutig in der Weise cuordnet,
dass jede ihrer Schmicgungscbenen durch den ihr entsprech-
enden Punkt der C, geht. Ist jedoch n— 1, bezw. n durch
3 theilbar, so giebt es noch ein einfach, bezw. doppelt un-

—; L (bezw.—g-) 5

Classe, die chen dasselbe leisten. Ausser diesen giebt es dann
noch Systeme von (unzerfillbaren) Curven hoherer Ordnung
der bezeichneten Art. Denn ausser den gefundenen Funk-

o n
endliches System von Raumeurven der
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tionen a(u), 8 (1), . ... niedrigster Ordnung existiren noch
solche hoherer Ordnung, welche die Gleichungen (1) be-
friedigen, jedoch eine grissere Anzahl von unbestimmten
Coefficienten enthalten.

So giebt es zu einer rationalen Curve 5. Ordnung ausser
dem Ebenenbiischel, welches die vierfach schneidende Sehne
der Curve zur Axe hat, noch ein dreifach unendliches
System von Kegeln zweiter Ordnung, deren Tangentialebenen
einzeln ein rational zerfillbares Schnittpunktsystem mit der
Curve besitzen; zu einer rationalen Curve 6. Ordnung giebt
es ausser einem ebensolchen oo®-System von Kegeln noch
ein o *-System von rationalen Curven 3. Classe u. s. w.

Diese Classencurven lassen sich nun aber umgekehrt zu
einer linearen Construction der Raumecurve C, verwenden.

—2 . 3
Im Falle erstlich, dasss eine ganze Zahl ist, exi-

3

tsirt ausser jener Curve niedrigster (2: 2) Classe noch

n+1

ein o *-System von Curven o " Classe, fiir welche die

Funktionen « (x), 8 (1), . . . die Gleichungen (1) erfiillen.

Nimmt man zu der Curve C™5° irgend zwei dieses Systems,
so schneiden sich ensprechende Ebenen dieser drei abwickel-
baren Flichen in einem Punkte der Curve n. Ordnung.
Ueberhaupt wird eine Curve von der Ordnung p +4q +r
durch den Punkt erzeugt, in welchem sich entsprechende
Ebenen von drei rationalen abwickelbaren Flichen der p.,
., 1. Classe, die eindeutig auf einander bezogen sind, schnei-
den. In unserem Falle ist in der That:?!)
n—2 n

1
i
— 2 tor
3

Classe , so sondert sich eine Gerade aus

1) Benutzt man statt der Curve L
E,-}i!'"
3

Classe ecine dritte

Curve der Schaar
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Den Fiillen, wo i 3— und :; eine ganze Zahl ist, ent-
sprechen in analoger Weise die Zerlegungen:
_g n-'1 n+42
Y R o
n
n=3- 4,

deren geometrische Bedeutung ersichtlich ist.

Dic allgemeine rationale Raumcurve n. Ordnung lisst
sich also durch den Schnitt entsprechender Ebenen von drei

eindeutiq auf einander bezog rationalen Curven niederer
3 e n n—2n—1n—1n+42 )
Classe K (“o K= 3 bezw. A MR Raie o t

ergeugen.

Die Ruumcurve n. Ordnung ist nicht mehr die ,ullge-
meine, sondern besitzt weniger als 4 n wesentliche Constante,
wenn an Stelle jener erzeugenden Curven solche von hiherer,
bezw. niederer Classe treten. Es geschieht dies in der Weise,
dass die Determinanten derjenigen Matrices aus den Coeffi-
cienten der Formen f(2), ¢ (). ..., aus denen die Coefficienten
in den Gleichungen jener Curven sich zusammensetzen, ver-
schwinden. So ist fiir n =6, wo im Allgemeinen eine oc®
Schaar von Kegeln 2. Ordnung existirt, deren Tangential-
ebenen durch entsprechende Punkte der C, hindurchgehen,
die Bedingung dafiir, dass bereits ein Gebilde niederer Ord-
nung der angegebenen Art existirt, also die Bedingung fiir
eine fiinffach schneidende Sehne der rationalen Raumcurve
6. Ordnung, die folgende Gleichung:

dem erzeugten Gebilde in der Weise aus, dass fiir einen gewissen
Werth des Parameters die drei entsprechenden Ebenen in dieser
Geraden sich schneiden.
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agbycad, 0 0 00
a, b, e, d, a5 b, c,dy
agbyeydya; bye d, |
a4 by cg dg ay by g dy
a, b, e, d, ag by ¢y dy
a; by ¢, dga, b,c, d,
ag by g dg ag by cg d,
0 0 00 agbgegdg
und die Curve entsteht, wenn dieselbe erfiillt ist, aus dem
Durchschnitt entsprechender Ebenen eines Ebenenbiischels,
eines Kegels und einer Curve dritter Classe, indem von der
Kegelschaar des allgemeinen Falles jenes Ebenenbiischel sich
absondert.

Indem man die Classencurven, aus denen die gegebene
Ordnungscurve entsteht, ihrerseits aus solchen niederer Ord-
nung erzeugt, u.s.w., kommt man schliesslich auf n Punkt-
reihen, bezw. Ebenenbiischel, aus denen sich durch passende
Lage und Anordnung der Construction jede rationale Raum-
curve n. Ordnung herstellen lisst.

Eine Eigenschaft der Curve (p+ q+r)*" Ordnung, die
in der angegebenen Weise durch den Schnitt entsprechender
Ebenen von Curven p, q, r*r Classe entsteht, ist die, dass
sie (wie unten bewiesen wird) die abwickelbare Fliche p.
Classe C* in denjenigen p’ - q - r Punkten (p’ ist die Ord-
nung der C*) bertihrt, in welchen eine gerade Erzeugende
der Letzteren durch® den ihr entsprechenden Punkt der
Cp4q+r hindurchgeht.

1) Die #thnlich gestaltete Bedingungsgleichung fiir das Auftreten
eines dreifachen Punktes bei einer ebenen rationalen Curve 4. Ord-
nung findet man in dem Werke: ,Ueber Apolaritiit und rationale
Curven® von Franz Meyer (S. 184) aufgestellt, wo auch die Ge-
sichtspunkte fir die Bildung anderer derartiger Bedingungen in den
Coefficienten der conjugirten Formen entwickelt sind.
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Das oben aufgestellte algebraische Problem ergiebt, auf
eine andere Variabelnzahl angewandt, einige neue Siitze fiir
ebene Curven und windschiefe Flichen.

Wenn man in zwei Gleichungen vom p. und q. Grad:
0=P+AP, + 2P, 4.... P, =11
0=Q4+2Q +22Q+.... 1Q =K

die Coefficienten P, Q als lineare Funktionen von zwei, resp.
drei, nicht homogenen Variabeln x, y (x,y,z) ansieht, so
stellen dieselben zwei eindeutig auf einander bezogene ebene
Classencurven (resp. abwickelbare Fliichen) dar, und der
Schnittpunkt (die Schnittgerade) entsprechender Geraden (Ebe-
nen) beschreibt eine ebene Curve (windschiefe Fliche) von
der Ordnung n=p -+ q. Dies ist bekannt,’) ebenso wie,
dass die erzeugte ebene Curve von der Curve p** Classe,
wenn letztere von der Ordnung p’ ist, in denjenigen p - ¢’
Punkten bertihrt wird, in denen entsprechende Punkte beider
Curven zusammenfallen.

Dass aber umgekehrt zu jeder rationalen ebenen
Curve, wenn n ungerade ist, im Allgemeinen immer eine
n—+41

2

Curve von der Classe

(und, wenn n gerade ist, ein

1 ter v i : .
o -System von Curven - Classe) existirt, mit deren Hilfe

jene Construction moglich ist, ergiebt sich aus Betrachtungen,
die den oben fiir Raumcurven angestellten fast wortlich nach-
zubilden sind.

Der ,,allgemeine** Fall, d. h. das Gebilde mit der grossten
Constantenzahl, lisst sich aber auch durch eine Abzihlung
der durch die Construction eingefiihrten Constanten ermit-
teln, und ich gehe hierauf um so lieber mit einigen
Worten ein, als hierbei die windschiefen Flichen mit um-
fasst werden.

_T) ii;ne, Zur Theorie der ebeden Curven u. 5. w. Math.
Annalen, Band 2, Seite 547.
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Ist in den obigen Gleichungen:
=0, K=0
¢ > p, 0o kann man, nachdem durch eine lineare Transfor-
mation von 4 vier Constante in den Ausdriicken P in Zahlen-
werthe verwandelt worden sind, I mit einer ganzen Funktion
M vom (q — p)*" Grad multipliciren und zu K zufiigen.
Durch passende Wahl der Constanten in /M lassen sich dann
p—q + 1 Constante des Ausdrucks:
K+ MII,
der an die Stelle von K gesetzt werden kann, ohne dass sich
das Resultat der Elimination von A indert, in Zahlenwerthe
verwandeln.  Alsdann befinden sich, je nachdem die P, Q
zwei oder drei Variable enthalten, noch
A=3(p+D+30+D—4—@—p+1)
=4p42q+41
=2n+42p+41
beziehungsweise :
B=4(p+1)+44(q+1)—4—(q—p+1)
=5p+3q+3
=3n+42p+4-3
Constante in der Schlussgleichung, von denen sie eine homo-
gene Funktion sein wird.
Hier ist, wegen q < p, fiir n gerade:?)

.-
p<l 9
und fiir n ungerade:

1) Nur fiir den Fall, dass p=q= % 'isc, gestaltet sich die

obige Abzihlung etwas anders, weil ebensowohl an die Stelle von I wie
an die von K eine-lineare Combination von K und /I gesetzt werden
kann, wodurch die Zahlen werden:

A=38n; B=4n-2
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Der grosste Werth, den die Zahlen A und B annehmen
kinnen, entspricht im ersteren Kalle dem Werth:

_n—1
p . 2 1
woraus sich ergiebt :
. A =3n; B=4n+ 2,
die gleichen Werthe, wie sie dem Falle p=q= -121— ent-

sprechen (s. d. letzte Anmerkung unter dem Text).

Was zuniichst A angeht, so ist der erbaltene Maximal-
werth in der That gleich der Anzahl der in einer allgemeinen
rationalen ebenen Curve n. Ordnung homogen enthaltenen
Constanten.  Nach dem Vorstehenden lisst sich dieselbe
durch den Schnitt entsprechender Tungenten von zwei ratio-
nalen eindeutig auf cinander bezogenen Curven von den

n—1

<

1, .
und Z‘——;— - (bczw.l‘— und :—) linear con-

Classen S
struiren. Wie im Falle der Raumcurven bedarf es specieller
projectivischer Eigenschaften (des Verschwindens gewisser
Combinanten von drei biniiren Formen), wenn die Con-
struction aus niederen (und andererseits hoheren) Classen-
curven erfolgen soll. So ordnet sich einer rationalen ebenen
Curve 5. Ordnung im Allgemeinen ein bestimmter ihr ein-
deutig in der angegebenen Weise entsprechender Klassen-
Kegelschnitt zu, dessen Gleichung (in einer aus dem Vorher-
gehenden verstindlichen Bezeichnung) lautet wie folgt:
[ xpe? yu* p* xpeyu p o x y 1
[ 8 by g 0 0 00 0 0
[a, b e, a5 by ¢g 0 0 0
[ a, b, ¢, a, b ¢ a5 by e,
0= | ng by ¢ a, by ¢, n, b, c
a, b, ¢, a3 by c5 a; by ¢y
a, by, ¢, a, b, ¢, a, by ¢,
Oay, |y efigy b, o,
| 0.0 0 0 u, by ¢y
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Das Verschwinden der Determinanten der Matrix aus
den letzten 7 Horizontal- und 6 Verticalreihen der obigen
Determinante reducirt die obige Gleichung auf die eines
Strahlbtischels. Dieses, mit einer rationalen Curve vierter
Ordnung combinirt, ermdglicht wieder die Construction der
Curve 5. Ordnung, welche dann einen vierfachen Punkt im
Scheitel des Biischels erhiilt.

Durch den oben angefithrten um 1 verminderten Maxi-
malwerth der Zahl B, also die Zahl 4n 1, ist andererseits die
Anzahl der in einer allgemeinen rationalen windschicfen
Fliche n. Ordnung enthaltenen wesentlichen Constanten aus-
gedriickt. Denn offenbar kann jede solche Fliche durch
Elimination aus zwei Gleichungen von der Form IT=0,
K =10 hergestellt werden — man beziehe z. B. nur zwei
Kegel eindeutig auf einander, die von den durch irgend
einen Raumpunkt und die Geraden der Fliche gelegten
Ebenen umhiillt werden — und da nach Obigem die wind-
schiefe Fliche mit der griossten Constantenzahl dem Fall

n—1 n+1 n .
p= g g=—j ,bezw.p—q——2- entspricht, so

liefert die diesem Fall entsprechende Zahl B die Anzahl der
homogen in der ,allgemeinen* Regelfliche auftretenden Con-
stanten. Zugleich hat man eine Construction dieser Fliche
aus dem Schnitt entprechender Ebenen zweier rationalen

n—1 n n+41 n Y\ ten
Raumecurven von der 5 (bez.?) und 5 (bez. ?)

Classe,’) und es bedarf projectivischer Eigenthiimlichkeiten,
wenn die Construction aus solchen von niederer (und hisherer)
Ordnung moglich sein soll.

1) Die Existenz dieser Raumcurven oder vielmebr der ihnen
dualistisch entsprechenden Ordnungscurven auf der allgemeinen ratio-
nalen Regelfliche n. Ordnung war schon Clebsch bekannt, der auf
sie durch die Abbildung der Fliche auf eine Ebene gefiihrt worden
war. Math, Ann, V. S. 1.

[1885. Math.-phys. Cl. 2.] 19
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Auch hier sind wieder die erzeugenden Gebilde mit dem
erzeugten durch Beriithrungseigenschaften verbunden:

Die Regelfidiche (R), die aus einer Curve (/) und einer
Curve (K) durch den Schnitt entsprechender Ebenen entsteht,
wird nicht nur von den Tangenten dieser Curven beriihrt,
sondern ist den Letzteren eingeschrieben, in dem Sinne, dass
die Schmiegungsebenen der Curven Tangentialebenen der
Fliche sind.

Man fiihrt den Nachweis dieser und der oben er-
wiihnten entsprechenden Eigenschaften fiir die ebenen und
Raumcurven durch Differentiation der Gleichungen IT= 0,
K =0, durch welche die beweglichen Schmiegungsebenen
der Curven (IT) und (K) repriisentirt werden. Fiir einen
dem Punkte 4 benachbarten Punkt der windschiefen Fliche (R),
deren Gleichung durch die Resultante R=0 von /1 und K
dargestellt wird, hat man:

oIl oIl oIl
ax gy dy by, det ndl—-O

ZI:(IXJ- d)-}— (]/+»—~d1.__.0

. (2)

wiihrend 7ugle1ch

dx+"Rd +"—lﬁdz_o
ist. Eliminirt man d4 aus den beiden ersten Gleichungen,
so erhiilt man links einen Ausdruck, welcher nach Einsetzung
des Werthes 4 der differenzirten Resultante proportional
sein muss:

aK{ + d +a, } an{axd + + }

El
— {aRdx-}—aRdy—{-—R(h } ... (3)

wo nun der Factor M durch eine Rechnung, die ich hier
iibergehe , gleich einer der (p + q—2) — reihigen Unter-
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determinanten 2. Ordnung der Determinante R gefunden
wird, nimlich:

Man bemerkt in dieser eleganten Identitit leicht den
zusammenfassenden Ausdruck bekannter Siitze {iber die Re=
sultante. Zugleich geht aus derselben, wie iibrigens auch
schon aus den @Gleichungen (2), hervor, dass fiir einen Werth
von X, y, z, fiir welchen zugleich:

olII
“...... H=0’3_2.=0'K=0
ist, in welchem also die Tangente an die Curve (IT) die
entsprechende Erzeugende der Fliche (R) trifft, die partiellen
Differentialquotienten von R nach den Variabeln denen vor.
I proportional werden, d. h., dass an dieser Stelle die
Schmiegungsebene von (I7) A Tangentialebene der Fliche ist.

Man hiitte den Satz auch aus seinem dualistischen Ge-
genbild, das eines Beweises nicht bedarf, erschliessen konnen.

Der entsprechende Satz fiir ebene Curven, dessen oben
gedacht wurde, ist durch das Vorstehende mithewiesen,
wenn man allenthalben die Glieder unterdriickt, welche die
Variable z enthalten. — Hinsichtlich - der Raumcurven be-
darf es einer geringen Modification, die darin besteht, dass
die Gleichung P=0 einer dritten Schmiegungsebene einzu-
fiithren und zu differenziren ist. Aus den Gleichungen (2),
(4) und den analogen in P ergiebt sich zugleich die behauptete
Eigenschaft.

19*



