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Uber die allgemeinste rdumliche Anordnung
gerader Linien zu scheinbaren Dreiecksnetzen.

Von Robert Sauer in Miinchen.

Vorgelest von S. Finsterwalder in der Sitzung am 15. Juni 1927,

Man denke sich auf einem Zylindroid 2% Frzeugende, welche

jeweils den Winkel = miteinander einschliefien und unter denen
2n

die beiden Torsallinien des Zylindroids enthalten sind, durch diinne
Stibchen dargestellt. Die 2n Ebenen durch die 27 Stibchen und
die Doppellinie des Zylindroids bestimmen 2n unendlich ferne
Geraden. Bei jeder Projektion, deren Zentrum irgend ein Punkt
einer dieser unendlich fernen Geraden ist, zeigt der Parallelriss
des Stabmodells auf irgend einer Bildtafel folgende merkwiirdige
Konfiguration

Die 2» Bildgeraden schneiden sich im allgemeinen zu
je dreien und bilden dadurch ein Dreiecksnetz, bei dem in
jedem Knotenpunkt im allgemeinen 6 Dreiecke zusammen-
treffen. Das gesamte Netz wird umhiillt von einer Steiner-
schen Kurve (dreispitzige Hypozykloide) oder einer dazu
affinen Kurve (vgl. Figur 1).

Diese Beobachtungen bildeten den Anlass, das Problem der
»Dreiecksnetze, auf welches S, Finsterwalder!) schon vor lingerer
Zeit hingewiesen hatte, allgemein zu untersuchen.?) s zeigte sich,
daB die Tangenten jeder beliebigen ebenen Kurve 3. Klasse zu

1) 8. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flichendefor-
mation®, Jahresbericht der Mathematikervereinigung 6, 1899, p. 52 und 71.

?) H. Graf und R. Sauer, ,Uber dreifache Geradensysteme in der
Ebene, welche Dreiecksnetze bilden®, Sitzungsberichte der bayer. Akad. d.
Wiss,, 1924, p. 119 usw. R. Sauer, ,Die Raumeinteilungen, welche durch
Ebenen erzeugt werden, von denen je vier sich in einem I'unkt schneiden®,
Sitzungsberichte der bayer. Akad. d. Wiss., 1925, p. 41 usw.
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einem Dreiecksnetz angeordnet werden kinnen und dak man auf
diese Weise zu den allgemeinsten von geraden Linien gebildeten
Dreiecksnetzen gelangt.
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Figur 1

Einer Anregung des Herrn Geheimrates 3. Finsterwalder
folgend, untersuche ich in der vorliegenden Avrbeit die allge-
meinsten ridumlichen Geradenanordnungen, welche ebenso wie die
Erzengenden des Zylindroids die Eigenschaft haben, bestindig als
Dreiecksnetz zu erscheinen, wenn das Projektionszentrum O lings
einer vorgegebenen Geraden p sich bewegt. Die riumlichen Ge-
radenanordnungen dieser Art werde ich als ,scheinbare Drei-
ecksnetze hinsichtlich der Geraden p* bezeichnen.

§ L

Lineare Erzeugungsweise der scheinbaren Dreiecksnetze.

Wenn man irgend ein ebenes Dreiecksnetz von einem aufier-
halb der Netzebene gelegenen Zentrum O aus projiziert und in
jeder der projizierenden Ebenen irgend eine nicht durch O gehende
beliebige Gerade annimmt, so erhiilt man die allgemeinste Geraden-
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anordnung, welche von einem Punkte aus als ebenes Dreiecksnetz
erscheint. Da die siimtlichen Geraden eines ebenen Dreiecksnetzes
eine Kurve 3. Klasse umbhiillen, sind die von O ausgehenden
projizierenden Kbenen Tangentialebenen eines Kegels 3. Klasse.
Der geometrische Ort der Punkte, von denen aus gesehen drei
windschiefe Gerade sich zu schneiden scheinen, ist die durch die
drei windschiefen Geraden bestimmte Regelfliche 2. Grades.!)
Daher ist die Forderung, dati die Geraden einer ridumlichen Kon-
fiouration von einem Punkte O aus als Dreiecksnetz erscheinen
sollen, gleichbedeutend mit der Bedingung, daf das Projektions-
zentrum O allen jenen Regelfliichen 2. Grades gemeinsam ist,
welehe durch je drei sich scheinbar schneidende windschiefe Ge-
rade der Anordnung festgelegt sind.

Ich verlange jetzt weiter, dafi die Geradenanordnung nicht
nur aus O, sondern aus jedem Punkte einer durch O gelegten
vorgegebenen Geraden p als Dreiecksnetz gesehen wird. Es miissen
sich dann die Geraden zu Tripeln zusammenfassen lassen, welche
mit der gegebenen Geraden p jedesmal einer Regelfliiche 2. Grades
als gleichartige Krzeugende angehiren oder, wie ich kurz sagen
will; mit p  hyperboloidisch* liegen.

Geradenanordnungen dieser Art lassen sich durch folgende
lineare Erzeugnungsweise herstellen:

Figur 2
) Bemerkung: Dem in O liegenden Auge erscheinen drei wind-
schiefe Gerade nur dann als sich schneidend, wenn ihre drei Schnittpunkte
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In der Ebene ¢ (Figur 2) liege ein beliebiges ebenes Drei-
ecksnetz gezeichnet vor. Von O aus wird dieses Dreiecksnetz durch
eine Reihe von Ebenen projiziert. p ist eine vorgegebene durch O
gehende Gerade, d' und d” sind zwei zueinander windschiefe Ge-
rade, welche die Gerade p schneiden ohne den Punkt O zu treffen,
sonst aber beliebig sind.

Jede der projizierenden Ebenen «; wird von den beiden Ge-
raden d" und d” in zwei Punkten A;und A; geschnitten. Wenn
man nun in jeder Ebene «; die Verbindungslinie a; der beiden
Schnittpunkte A; und A; zieht, so erhilt man eine rinmliche
Greradenanordnung der verlangten Art.

Zum Beweise greifen wir irgend einen Knotenpunkt ¢ des
in der Ebene ¢ vorliegenden Dreiecksnetzes heraus. In dem Strahl
q schneiden sich drei projizierende Ebenen «, a,, a, Jede der
drei zugehorigen Geraden a,, a,, a, schneidet sowohl ¢ als auch
konstruktionsgemiiy d” wnd d”. D. h. ¢, a,, ¢, sind Krzeugende

Art, q, &', d” Krzeugende 2. Art einer herrelﬂache 2. Grades,
Da nun aber die Gerade p ebenfalls alle drei Geraden ¢, d, d”
trifft, so ist p selbst eine Krzeugende 1. Art der niimlichen Regel-
fliiche 2. Grades, liegt also mit «,, a,, a, hyperboloidisch. Da der
Punkt ¢, von dem wir ausgegangen sind, ein ganz beliebiger
Knotenpunkt des Netzes war, so folgt, daB stets drei Gerade a;
welche von O aus gesehen sich zu schneiden scheinen, diese Migen-
schaft fiir jedes Projektionszentrum auf p beibehalten. Die Geraden
a; bilden also in der Tat ein scheinbares Dreiecksnetz hinsichtlich
der Geraden p. Die angegebenen riumlichen Konstruktionen sind
lediglich mit Hilfe des Lineals ausfiihrbar. Das ndmliche gilt fiir
die als Grundlage dienende Krzeugungsweise der allgemeinsten
ebenen Dreiecksnetze, welche in der schon zitierten friiheren
Arbeit') ausfithrlich dargelegt wurde.

Ich werde nun zeigen, dafi die nach der vorhergehen-
den Angabe konstruierten Geradenanordnungen die

auf einer von O ausgehenden Halbgeraden gelegen sind. Diese Beschriin-
kung soll jedoch hier nicht eingefithrt werden, sondern ich werde stets drei
windschiefe Gerade als ,scheinbar sich schneidend® bezeichnen, wenn sie
eine durch das Projektionszentrum O gehende Vollgerade (,Sehstrahl®) in
irgcend welchen drel Punkten trefien.

1) . Graf und R. Sauer, Sitzungsberichte der bayer., Akad. d. Wiss,,
1924, p. 119 usw.
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allgemeinsten hinsichtlich p scheinbaren Dreiecks-
netze iiberhaupt sind.

Die allgemeinsten scheinbaren Dreiecksnetze hinsichtlich der
Geraden p projizieren sich nach ihrer Definition aus irgend einem
Punkte O auf der Geraden p als Dreiecksnetz, d. h. die von O aus-
gehenden projizierenden Ibenen schneiden eine beliebige nicht
durch O gehende Ebene ¢ nach den Geraden eines ehenen Dyei-
ecksnetzes. Dieses Dretecksnetz und damit die in O sich schnei-
denden projizierenden Ebenen denken wir uns vorgegeben.

Der Sehstrahl von O nach irgend einem Knotenpunkt des in
¢ angenommenen ebenen Dreiecksnetzes wird stets von drei Ge-
raden des noch unbekannten scheinbaren Drelecksnetzes geschnitten
und diese drei Geraden liegen zu der Geraden p hyperboloidisch.
Dadurch ist jedem Sehstrahl von O nach den Knotenpunkten des
ebenen Dreiecksnetzes eine Regelfliche 2. Grades zugeordnet. Alle
diese Regelfliichen 2. Grades haben die Gerade p als gemeinsame
Lrzeugende 1. Art. Um die Allgemeinheit der vorher auseinander-
gesetzten Krzeugungsweise festzustellen, muf lediglich gezeigt
werden, dafy alle erwihnten Regelflichen 2. Grades noch zwei
Erzeugende d', d” der 2. Art miteinander gemeinsam haben, dal
sie also ein Biindel von Regelflichen 2. Grades bilden, dessen
Grundkurve eine in drei gerade Linien p, d', d” zerfallende Raum-
kurve 3. Ordnung ist.

s selen @, b, ¢ drei Gerade

( des in ¢ liegenden ebenen Drei-
) SN ecksnetzes, welche ein Maschen-
| ‘q‘ P o N L 4]
Zg ~ dreieck bilden (vgl. Figur 3).
Ry Die zugehorigen Geraden des
s ) -
i scheinbaren Dreiecksnetzes sind
~ i % . .
}\” \ mibt @, b, ¢ bezeichnet. 0, ¢, p
/—, . ; und ¢, a, p bestimmen die beiden
i | b Je- .
Y IR g r Regelflichen 2. Grades, welche
e 1 J
™~ T den Sehstrahlen ¢, g, zugeord-
7 . . .
€ net sind. Den beiden Regelflichen
Figur 3

sind zwel Krzeugende 2. Art
gemeinsam, nimlich die beiden geraden Linien, welche sowohl p als
auch a, b, ¢ treffen. Offenbar aber sind die niimlichen heiden Linien
auch lirzeugende der Regelfliiche 2. Grades, welche durch «,
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und p bestimmt ist und zu dem Sehstrabl g, gehort. Indem man
von dem ersten Mascheadreieck zu den benachbarten iibergeht,
folgt immer wieder durch den niimlichen Schlug, dak alle neun
hinzutretenden Regelfliichen 2. Grades nicht nur p, sondern noch
zwel die Gerade p schneidende Linien d’, d” als gemeinsame
Erzeugende besitzen miissen, w. z. bew. w.

Die beiden Geraden d', d” konnen reell, imaginiir oder zu-
sammenfallend sein.

Wenn die Geraden d’, d” imaginiir oder zusammenfallend
sind, d. h. wenn sie eine elliptische oder parabolische lineare
Kongruenz bestimmen, so ergeben sich die Strahlen der Geraden-
anordnung durch folgende lineare Konstruktionen:

Die Kongruenz, welche durch p und drei nicht hyperboloidisch
liegende Gerade des scheinbaren Dreiecksnetzes vorgegeben ist,
bestimmt in zwei etwa durch p gelegten beliebigen Ebenen eine
kollineare Bezichung. Jede der projizierenden Ebenen «; schneidet
die beiden kollinear bezogenen Ebenen nach zwei Punktreihen,
die im allgemeinen sich nicht kollinear entsprechen, sondern ledig-
lich ein Paar zugeordneter Punkte besitzen. Die Verbindungslinie
dieser beiden Punkte ist der in der betreffenden Ebene «; liegende
Strahl des scheinbaren Dreiecksnetzes.

Die Frage nach den allgemeinsten scheinbaren Dreiecksnetzen
Liuft im wesentlichen auf die Frage nach den allgemeinsten ebenen
Dreiecksnetzen hinaus; In Figur 4 wird daher ein allgemeines
ebenes Dreiecksnetz gezeigt, dessen Gerade eine singularitiiten-
freie Kurve 3. Klasse umhiillen. Figur 4 ist ebenso wie Figur 1
der schon wiederholt zitierten Arbeit iiber ebene Dreiecksnetze
entnommen.

Zusammenfassung:

Die allgemeinsten scheinbaren Dreiecksnetbze,
d. h. die allgemeinsten riiumlichen Geradenanord-
nungen, welche aus allen Punkten einer Geraden p
als Dreiecksnetze projiziert werden, ergeben sich
durch folgende lineare Konstruktion:

In einer beliebigen Kbene ¢ wird ein beliebiges
ebenes Dreiecksnetz gezeichnet. Dieses wird aus
einem aufierhalb ¢ auf der Geraden p liegenden be-
liebigen Punkt O projiziert. In jeder der projizie-
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renden Ebenen erhilt man eine Gerade des schein-
baren Dreiecksnetzes, wenn man die beiden Punkte
verhindet, in denen die projizierende Xbene von

\ \

\_\\ \\ \ \\\\

Figur 4

zwei festen windschiefen Geraden d', d” geschnitten
wird, d', d” miissen p treffen, ohne O zu enthalten,
und kénnen im iéibrigen beliebig — reell, Imaginiir
oder zusammenfallend — angenommen werden.

g 2.

Zusammenhang mit der Theorie der Regelflichen 6. Grades.

Die scheinbaren Dreiecksnetze, deren lineare Erzeugung ich
im vorigen Paragraphen besprochen habe, kinnen durch Unter-
teilung des in & angenommenen ebenen Dreiecksnetzes beliebig
verfeinert werden.
Alle Geraden der Konfiguvation liegen auf
einer Regelfliche 6. Grades.
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Um dies zu beweisen, hat man die Anzahl der Erzeugenden
der Regelfliiche festzustellen, welche eine beliebige Gerade g schnei-
den: Durch g und die beiden auf Seite 168 eingefiilirten Geraden
d’, d” als BErzeugende 1. Art ist eine Regelfliche 2. Grades de-
fintert. Alle Erzeugenden 2. Art dieser Regelfliiche werden von O
aus durch einen Kegel 2. Klasse projiziert. Die projizierenden
Ebenen aus O nach den Geraden des in e gezeichneten ebenen
Dreiecksnetzes umhiillen nach Seite 167 einen Kegel 3. Klasse. Jede
die vorgegebene Gerade g treffende Krzeugende der Regelfliiche,
die von den Geraden des scheinbaren Dreiecksnetzes gebildet
wird, muBl sowohl in einer Tangentialebene des Kegels 2. Klasse
als auch in einer Tangentialebene des Kegels 3. Klasse 1iegen.
Umgekehrt enthillt jede gemeinsame Tangentialebene beider Kegel
eine die vorgegebene Gerade g schneidende Krzeugende, niimlich
die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte der gemeinsamen
Tangentialebene mit den Geraden d, ¢”. Da nun die beiden
Kegel 6 gemeinsame Tangentialebenen Dbesitzen, folgt unmittelbar
die Richtigkeit der Behauptung.

Die hier besprochenen Regelflichen 6. Grades sind keines-
wegs die allgemeinen Regelflichen 6. Grades.!) Sie haben die
hetden Geraden d', d” als dreifache Linien, in denen sich
je drei Méntel der Regelfliche durchsetzen. In jedem Punkt P
der Geraden d’ oder d” schneiden sich niimlich drei Tangential-
ebenen des Kegels 3. Klasse und in jeder dieser drei KEbenen
liegt eine von .P ausgehende Krzeugende der Regelfliche 6. Grades.

Ebenso gehen durch jeden Punkt der Geraden p drei Tan-
gentialebenen des Kegels 3. Klasse. Die zugehorigen Erzeugenden
der Regelfiiiche 6. Grades fallen jedesmal mit p selbst zusammen,
weil p die Geraden " und d” schueidet. Die Gerade p ist also
selbst eine Krzeugende der Regelfliche 6. Grades und
zwar eine dreifach zihlende Krzeugende. In p durchsetzen
" sich ebenso wie in den Linien d" und d”, welche keine Erzeu-
genden der Regelfliche sind, je drei Mintel der Regelfliiche.

Ist umgekehrt eine Regelfliche 6. Grades mit einer drei-
fachen Erzeugenden p und zwel dreifachen Linien d', d” vorge-
geben, so wird aus jedem Puukt O der Geraden p die Regelfliiche

1) V. Snyder, Amer. J. of math. 25 (1903}, p.59, 85, 261; 27 (1905), p.77,173"
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nach Absonderung der dreiTangentialebenen von O durch einen Kegel
3. Klasse projiziert und die Erzeugenden der Regelfliche sind die
Verbindungslinien der Punkte, in denen die Tangentialebenen des
erwihnten Kegels 3. Klasse von den dreifachen Linien d', d” ge-
schnitten werden. Man kommt also unmittelbar zu der Erzeu-
gungsweise des § 1 zuriick und sieht daraus, dak die Erzeugenden
jeder Regelfliiche 6. Grades mit einer dreifach zihlenden
Erzeugenden p und zwei dreifachen Linien d" und d” zu
einem hinsichtlich p scheinbarenDreiecksnetz angeordnet
werden kdnnen.

Riickt das Projektionszentrum O in einen der beiden Schnitt-
punkte von p mit d’ und d” hinein, so artet das durch Projektion
auf eine beliebige Ebene entstehende ebene Dreiecksnetz in ein
dreifach ziihlendes Strahlenbiischel aus.

Zusammenfassung:

Die beliebig dicht aufeinander folgenden Ge-
raden, welche von allen Punkten einer Geraden p
aus als Dreiecksnetz projiziert werden, liegen auf
einer Regelfliche 6. Grades, welche die Gerade p
als dreifach zihlende Erzeugende hat und aulier-
dem zwel windschiefe Linien d', d”, welche die
Gerade p schneiden, als dreifache Linien besitzt.

Umgekehrt lassen sich Erzeugende einer jeden
Regelfliche 6. Grades, welche eine dreifache
Erzeugende p und zwei dreifache Linien d, d”
besitzt, so anordnen, daB sie von jedem Punkte
der Erzeugenden p aus als Dreiecksnetz erscheinen.

§ 3.
Spezialisierung fiir Regelflichen 4. Grades.

In der Erzeugungsweise des § 1 sind die beiden reellen oder
imaginiiren Geraden d’, d” beliebig angenommen. Liegt nun etwa
d’ in einer Tangentialebene a’ des projizierenden Kegels 3. Klasse,
so gehtrt zu dieser Ebene o’ nicht wie zu den iibrigen projizie-
renden Ebenen eine Gerade der erzeugten Regelfliche, sondern

das ganze Strahlenbiischel, dessen Scheitel der Schnittpunkt von
Sitzgsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1927, 12
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p mit @” ist. Es ist hierbei gleichgiiltig, ob die Ebene a’ eine
beliebige Tangentialebene des Kegels 3. Klasse ist oder eine jener
diskreten ausgezeichneten projizierenden Ebenen durch eine Netz-
gerade des in der Ebene ¢ vorgegebenen Dreiecksnetzes. Die Regel-
fliche 6. Grades zerfiillt in ein Strahlenbiischel und in eine Regel-
fliche 5. Grades, welche d” als dreifache Linie, d als Doppellinie
und p als zweifach ziihlende Erzeugende hat. Auf diese Regel-
flichen 5. Grades lassen sich unmittelbar die Ergebnisse
des § 2 sinngemiili tibertragen.

Wenn sowohl d als auch d” in einer Tangentialebene o’
bezw. a” des projizierenden Kegels 3. Klasse angenommen werden,
so sondern sich von der Regelfliche 6. Grades zwei Strahlen-
biischel ab, welche in den Ebenen o' bezw. «” gelegen sind und
als Scheitel die Schnittpunkte von p mit d” hezw. 4 haben.
Die iibrig bleibende Regelfliiche 4. Grades!) hat ¢ und d” als
Doppellinien, wihrend p nicht mehr eine ausgezeichnete, son-
dern eine einfache Erzeugende ist.

Es gilt auch hier wiederum die Umkehrung, nimlich der
folgende Satz:

Die Erzeugenden einer jeden Regelfliche 4. Grades mit
2 Doppeliinien kénnen so angeordnet werden, dafi sie von
allen Punkten einer beliebig vorgegebenen Erzeugenden
der Regelfliche aus als Dreiecksnetz erscheinen.

Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, hat man
lediglich zu bedenken, daB von jedem Punkt der Regelfliiche aus
die Hrzeugenden durch einen Kegel 3. Klasse projiziert werden.
Man kann daher jede vorgegebene Regelfliiche 4. Grades mit 2
Doppellinien durch die in § 1 auseinandergesetzte Erzeugungs-
weise entstanden denken, wohei fiir p noch eine beliebige Kr-
zeugende der Regelfliche gewihlt werden darf.

Da bei den Regelflichen 4. Grades die Erzeugende p auf der
Fliiche in keiner Weise ausgezeichnet ist, liegt die Vermutung
nahe, daB die gewonnenen Ergebnisse noch eine Erweiterung zu-
lassen, die bhei den vorher behandelten Regelfliichen 5. und 6.
Grades nicht méglich war, weil dort p eine singulire Erzeugende

) R. Sturm, Liniengeometrie 1, p. 52—61;
K. Rohn, Math. Annalen 28 (1884) p. 281 308;
W. Dyck, Katalog math. und math.-phys. Modelle usw., 1892, p. 275.
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ist. Um dies festzustellen, gebe ich zunichst eine analytische
Darstellung der scheinbaren Dreiecksnetze, deren Geraden auf
allgemeinen Regelflichen 4. Grades mit zwei Doppellinien liegen :

Die allgemeinen Regelflichen 4. Grades mit zwei Doppel-
linien sind vom Geschlecht 1.

A. Harnack!) hat gezeigt, daf bei Einfithrung elliptischer
Funktionen die Parameterdarstellung so normiert werden kann,
dafi auf Grund des Abelschen Theorems fiir die Parameter ¢; von
vier hyperboloidisch liegenden Krzeugenden die notwendige und
hinreichende Bedingung gilt

‘2412 = 0 (mod. w, ®).

=1
w, o' sind die Perioden der Regelfliiche, d. h. jedem Parameter ¢
ist eine Krzeugende eindeutig zugeordnet, dagegen gehiren zu
jeder Krzeugenden unbegrenzt viele Parameterwerte

t=1t,4+mw+m o (m, m' ganze Zahlen).

In ganz analoger Weise, wie dies bei den ebenen Dreiecksnetzen
=4

der Fall ist, liegt in der Kongruenz ¥ ¢ = 0 unmittelbar die
1

i

gesuchte Anordnung der geraden Linien enthalten:

Wir denken uns vier hyperboloidisch liegende Erzeugende
einer Regelfliche 4. Grades vom Geschlecht 1 vorgegeben. Zwischen
ihren Parametern muf die Kongruenz erfiillt sein

ay+ by + ¢y + dy, — 0.

Durch den Ansatz

a, = a, + hdi,

by = by + id2,

e =1¢, + kA1,

(Z/ = (ZO —+ Z‘J/l,
wobei %, ¢, &, | die Reihe der ganzen positiven und negativen
Zahlen durchlaufen sollen und A2 eine beliebige Konstante be-
deutet, sind vier diskrete Folgen von Erzeugenden auf der gege-
benen Regelfliche bestimmt.

Y A. Harnack, Math. Ann. 18 (1878), p. 49; ferner vergleiche:
L. Rouyer, Ann. fac. se. Toulouse (2) 2 (1900), p. 163;
M. Laguerre, J. de math. pures et appliquées (2) 2 (1870), p. 193.
12*
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Man kann nun fiir die Gerade p, d. 1. der Ort der Projek-
tionszentren eines scheinbaren Dreiecksnetzes, irgend eine Kr-
zeugende aus einem der vier Systeme wihlen, z. B. die Erzeu-
gende d; fiir I = [,. Dann stellen die drei iibrigen Systeme eine
Geradenanordnung dar, welche aus jedem Punkt der Geraden p
als Dreiecksnetz projiziert wird. Denn zu irgend welchen zwei
Erzeugenden aus zwei verschiedenen Systemen, z. B. zu a; und
b;, gibt es vermdge der aus der Kongruenz 2'# 0 folgenden
Beziehung h4+i+ k= —1,,
welche fiir ganze Zahlen befriedigt werden muB, stets eine und
nur eine Erzeugende ¢, des dritten Systems, die mit p und den
beiden Erzeugenden ax und b; hyperboloidisch liegt. Der geome-
trische Ort der Projektionszentren ist sonach in keiner Weise
ausgezeichnet, wie dies bei den Regelfliichen 6. Grades der Fall ist.

DaB man umgekehrt jedes auf einer nicht rationalen Regel-
fliche 4. Grades liegende scheinbare Dreiecksnetz auf die ange-
gebene Weise darstellen kaun, liBt sich leicht zeigen. Die Para-
meter der Geraden p und irgend eines Tripels sich scheinbar
schneidender Geraden kinnen fiir d, und a,, b, ¢, eingesetzt werden.
Nach § 1 ist dann das scheinbare Dreiecksnetz eindeutig bestimmt,
sobald noch eine weitere Gerade mit dem Parameter a, vorge-
geben ist, welche mit den Krzeugenden b, und ¢, in der Projektion
ein Maschendreieck bildet. Aus dem Parameter a, dieser Geraden
berechnet sich die Konstante 41 = a, — a,.

Indem man 47 unterteilt, erhilt man die entsprechenden
Verfeinerungen des vorgegebenen scheinbaren Dreiecksnetzes.

Setzt man a, = by —— ¢, = d, = 0, so gehen die vier Systeme
der Geradenanordnung ineinander iiber. Es existiert jetzt in der
vorgegebenen Folge von diskreten Geraden zu irgend welchen
drei Erzeugenden stets eine vierte dazu hyperboloidisch liegende
Gerade. Wenn man eine beliebhige Hrzeugende der aus einer
endlichen oder unendlichen Anzahl von Linien bestehenden Folge
als Gerade p auswihlt, so werden von jedem Punkt dieser Er-
zeugenden p aus die simtlichen ibrigen Erzeugenden der Folge
als Dreieclsnetz projiziert. Beim Forbschreiten des Projektions-
zentrums O lings einer Erzeugenden der Folge bleibt das schein-
bare Dreiecksnetz bestiindig erhalten, d. h. es scheinen sich fort-
wihrend die niimlichen Tripel von Erzeugenden zu schneiden.
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Bewegt sich dagegen das Projektionszentrum O auf der Regelfliiche
ganz beliebig, so projizieren sich die Erzeugenden im allgemeinen
nicht als Drelecksnetz, sondern nur dann, wenn O wiederum auf
irgend eine Erzeugende der Geradenanordnung zu liegen kommt.
Beim Ubergang des Punktes O von einer Erzeugenden der Folge
zu einer anderen indern sich jeweils die Tripel der sich scheinbar
schneidenden Erzeugenden; irgend welche drei Erzeugende, welche
sich fiir die neue Lage von O als scheinbar schneidend erweisen,
haben diese Eigenschaft bei der fritheren Lage von O nicht und
umgekehrt. Je mehr man die Geradenanordnung des scheinbaren
Dreiecksnetzes verfeinert, umso grofer wird die Menge der Pro-
jektionszentren O, von denen aus ein Dreiecksnetz gesehen wird.

Zusammenfassung:

Auf jeder allgemeinen Regelfliche 4. Grades
mit zwei reellen oder imaginiiren Doppellinien
lassen sich auf unbegrenzt viele Arten vier beliebig
unterteilbare Systeme von diskret aufeinanderfol-
genden Erzeugenden so angeben, daf von jedem
Punkt irgend einer Erzeugenden eines der vier Sy-
steme aus die Brzeugenden deriibrigen drei Systeme
als Dreiecksnetz projiziert werden. Umgekehrt liegt
jede Geradenanordnung der verlangten Art auf
einer allgemeinen Regelfliche 4. Grades mit zwel
Doppellinien oder einer Ausartung.

Eslifit sich stets erreichen, dafi die vier Systeme
miteinander zusammenfallen. Dann werden von
jedem Punkt irgend einer Erzeugenden der Anord-
nung aus die sdmtlichen iibrigen Erzeugenden der
Anordnung als Dreiecksnetz projiziert.

Durch fortgesetzte Unterteilung ergeben sich
scheinbareDreiecksnetze,derenProjektionszentren
iber die ganze Regelfliche 4. Grades dicht aus-
gebreitet sind.
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§ 4.
Ausartungen.

Die analytischen Bemerkungen des § 3 beziehen sich zu-

niichst lediglich auf die allgemeine Regelfliche 4. Grades, welche
vom Geschlecht 1 und demnach durch elliptische Funktionen eines
Parameters rational darstellbar ist. Auf die zahlreichen Ausartungen
will ich nicht austiihrlich eingehen. Ich beschrinke mich darauf,
einige typische Beispiele anzufiithren:

1.

[ &)

Der projizierende Kegel 3. Klasse ist rational.

d" und d” werden in zwei gewdhnlichen Tmntrentmlebenon
angenommen. Das scheinbare Dreiecksnetz liegt auf einer ra-
tionalen Regelfliiche 4. Grades, deren Doppelkurve 3. Ordnung
zerfallen ist in die beiden windschiefen Geraden d', d” und
eine dritte Gerade g. Diese ist die Verbindungslinie der beiden
Punkte, in denen d’ und 4" die singulire Tangentialebene des
Kegels 3. Klasse treffen.

. Der projizierende Kegel 3. Klasse ist rational. Nimmt man

d" in einer gewdhulichen, d” in der singuliren Tangentialebene
an, so wird in der gewdhnlichen Tangentialebene ein Strahlen-
biischel, in der singuliren Tangentialebene ein doppelt zihlendes
Strahlenbiischel ausgeschieden. Als Rest bleibt eine allgemeine
Regelfliche 3. Grades und zwar ergeben sich die drei Typen
derselben, je nachdem der projizierende Kegel 3. Klasse eine
isolierte oder eine nicht isolierte Doppeltangentialebene oder
eine Wendetangentialebene besitat.

Durch Zusammenfassen der Regelfliche 3. Grades mit dem
einen Strahlenbiischel in der singuléren Tangentialebene gelangt
man zu einer zerfallenden Regelfiiche 4. Grades. Man erhiilt
so eine Geradenanordnung, welche von jedem Punkt einer Ge-
raden der Anordnung aus als ebenes Dreiecksnetz erscheint.
Dieses Dreiecksnetz wird gebildet entweder von den Tangenten
einer rationalen Kurve 3. Klasse, wenn das Projektionszentrum
auf einer Geraden des Strahlenbiischels liegt, oder von den
Tangenten eines Kegelschnitts und den Geraden eines Biischels,
wenn das Projektionszentrum auf einer Erzeugenden der Regel-
fliche 3. Grades angenommen wird.
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Die Erzeugendenanordnung auf dem Zylindroid, von der ich
in der Einlettung ausgegangen bin, erscheint so, zusammen-
genommen mit dem ebenfalls in der Kinleitung erwiihnten un-
endlich fernen Strahlenbiischel, als ein sehr spezieller Fall einer
allgemeinen Anordnungsmiglichkeit:

Die Evzeugenden jeder Regelfliche 3., Grades
und die Strahlen eines Biischels, dessen Scheitel
ein beliebiger Punkt der Doppellinie ist und dessen
Ebene die gerade Leitlinie der Regelfliche ent-
hiilt, lassen sich stets so anordnen, daf von jedem
Punkt einer der ausgewiihlten Linien aus die iib-
rigen Linien der Konfiguration als Dreiecksnetz
erscheinen.

. Der projizierende Kegel 3. Klasse zerfiillt in einen Kegel 2. Klasse

und in ein Ebenenbiischel. Nimmt man d' und d" in zwei
Tangentialebenen des Kegels 2. Klasse an, so ergibt sich eine
Geradenanordnung, welche aus zwei Scharen von Krzeugenden
erster Art zweier Regelflichen 2. Grades besteht, die zwei
Erzeugende zweiter Art d', d” gemeinsam haben. Von jedem
Punkt einer beliebigen Erzengenden der Geradenanordnung aus
werden die iibrigen Erzeugenden als ebenes Dreiecksnetz proji-
ziert, welches von den Tangenten eines Kegelschnitts und den
Strahlen eines Biischels gebildet wird.

Ein einfaches Beispiel dieser Art mit imaginéiren Doppellinien
erhilt man auf folgende Weise:

Auf zwei koaxialen Drehzylindern wird durch Ebenen durch
die Achse, welche nach gleichen Winkeln aufeinanderfolgen,
eine Reihe von Krzeugenden ausgeschnitten. Denkt man sich
diese Hrzeugenden als elastische Fiden an zwel zu der Achse
der Zylinder senkrechten Ebenen befestigt, so erhiilt man stets
el scheinbares Dreiecksnetz, wenn man die beiden Ebenen
um die Achse der Zylinder gegeneinander verdreht. Die Mantel-
linien der Zylinder gehen dabei iber in zwel Regelscharen auf
zwel koaxialen Drehhyperboloiden.

. Der projizierende Kegel 3. Klasse zerfiillt in drei Ebenenbiischel.

&', d" sind heliebige Gerade. Anstelle der Regelfliche 6. Grades
treten drei Systeme von Erzeugenden erster Art dreier Regel-
fliichen 2. Grades, welche eine Erzeugende p erster Art und zwel
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Erzeugende d’, d” zweiter Art gemeinsam haben. Von jedem
auf p liegenden Zentrum O aus wird die Geradenanordnung als
ebenes Dreiecksnetz projiziert, welches von drei Strahlenbiischeln
mit nicht in gerader Linie liegenden Scheiteln gebildet wird.

Wenn insbesondere die beiden Geraden d’, d” in zwei Ebenen
a’, a” von zwelen der drei vorgegebenen Ebenenbiischeln liegen,
so bleibt nach Absonderung der zwei in @’ und a” auftretenden
Strahlenbiischel eine zerfallende Regelfliche 4. Grades iibrig,
welche aus einer Schar von Erzeugenden einer Regelfliiche
2. Grades besteht und aus zwei Strahlenbiischeln, deren Scheitel
auf d° bzw. d” liegen. Von jedem Punkt irgend einer Geraden
der Anordnung aus projizieren sich die {iibrigen Geraden als
ebenes Dreiecksnetz, welches entweder von drei Strahlenbiischeln
mit nicht in gerader Linie liegenden Scheiteln oder von den
Strahlen eines Biischels und den Tangenten eines Kegelschnitts
gebildet wird.

Durch Zerfallen der Regelfliche 2. Grades in zwel Strahlen-
biischel gelangt man zu einem besonders einfachen scheinbaren
Dreiecksnetz, welches von vier Strahlenbiischeln gebildet wird:
Die Scheitel der vier Biischel bilden die Ecken, die Ebenen
der Biischel die Seitenfiichen eines Tetraeders. Von jedem
Punkt eines Strahls eines der vier Biischel sieht man die Strahlen
der itbrigen drei Biischel als Dreiecksnetz, dessen umhiillende
Kurve 3. Klasse in dreil Punkte ausgeartet ist. Zwei windschiefe
Kanten des Tetraeders sind ausgezeichnet; in ihnen schneiden
sich je zwel Strahlenbiischel. Ein Modell dieser Geradenanord-
nung liBt sich leicht herstellen, indem man etwa aus einem
ebenen Dreiecksnetz, welches von drei Strahlenbiischeln erzeugt
wird, deren Scheitel ein gleichseitiges Dreieck bilden, ein
Strahlenbiischel herausgreift und in die vier Seitendreiecke eines
regulidren Tetraeders einzeichnet in der Weise, daB sich auf
zwei windschiefen Tetraederkanten jeweils entsprechende Strahlen
zweiler Biischel schneiden.
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Schlussbemerkungen.

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, dak die in §1
auseinandergesetzte lineare Krzeugungsweise zu einer einfachen
mechanischen Herstellung und einer mechanischen De-
formation der scheinbaren Dreiecksnetze mit zwei reellen
mehrfachen Linien d’, d” fithrt:

In einem allgemeinen ebenen Dreiecksnetz betrachtet man die
Netzgeraden als elastische Fiden, welche an zwei starren Geraden
in der Ebene des Dreiecksnetzes befestigt sind. Wenn man dann
die beiden starren Geraden aus ihrer gemeinsamen Ebene heraus-
nimmt und auf ganz beliebige Weise im Raume gegeneinander
bewegt, so bilden bei diesem kontinuierlichen Prozefy die unend-
lich verlingert gedachten elastischen Féden fortwihrend Erzeu-
gende eines scheinbaren Dreiecksnetzes. Die sidmtlichen durch
diese stetige mechanische Deformation auseinander hervorgehenden
rdumlichen Geradenanordnungen sind zueinander affin. Je nach-
dem keine, eine oder die heiden starren Geraden zugleich Tan-
genten der Umhillenden des vorgegebenen ebenen Dreiecksnetzes
sind, erhilt man Regelflichen 6., 5. oder 4. Grades.

Bei den Regelflichen 6. Grades wird die dreifach ziihlende
Erzeugende p, auf der die Projektionszentren O liegen, durch
einen elastischen Faden dargestellt, welcher diejenigen Punkte
der beiden starren Geraden verbindet, die urspriinglich in der
Ebene des gegebenen Dreiecksnetzes im Schnittpunkt der beiden
starren Geraden gelegen waren.

Wenn die beiden zugrundegelegten starren Geraden Netz-
geraden eines die Ebene einfach iiberdeckenden ebenen Dreiecks-
netzes sind, wenn also die drei Geradensysteme des ebenen Drei-
ecksnetzes miteinander identisch sind, so erhilt man die auf Seite176
besprochenen speziellen scheinbaren Dreiecksnetze auf Regelflichen
4. Grades; von jedem Punkte eines der elastischen Fiden aus
werden dann die séimtlichen iibrigen elastischen Fiden als Drei-
ecksnetz projiziert.

Die Regelflichen 6., 5. oder 4. Grades arten in ebene
Kurven 6., 5. oder 4. Klasse aus, wenn die beiden starren
Geraden sich schneiden.
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Ein besonders einfaches Beispiel eines auf einer rationalen
Regelfliiche 4. Grades liegenden scheinbaren Dreiecksnetzes bietet
nach einer Bemerkung des Herrn Geheimrates Finsterwalder die
Fliche, welche durch Bewegung einer Strecke entsteht, deren End-
punkte auf zwei windschiefen Geraden gleiten. Die Verteilung der
Knotenpunkte auf den beiden windschiefen Geraden geschieht
nach der Sinustunktion. Der Winkel zwischen je zwei aufeinander-
folgenden Geraden der Anordnung ist konstant. Die Regelfliche
besitzt eine unendlich ferne isolierte doppelte Erzeugende. Die
Projektion der Geradenanordnung von einem Punkte irgend einer
der Geraden aus ist projektiv zu dem ebenen Dreiecksnetz . der
Steinerschen Kurve, wihrend die Normalprojektion in Richtung
des gemeinsamen Lotes der beiden Doppellinien die Tangenten
einer Astroide liefert. Die Geraden des scheinbaren Dreiecksnetzes
lassen sich zu windschiefen Vierseiten anordnmen, deren Kcken
abwechselnd auf den beiden Doppellinien liegen.

Wenn man die FuBpunkte der numerierten Erzeugenden
auf einer der beiden Doppellinien zyklisch vertauscht und die
nach der gelinderten Numerierung entsprechenden Punkte ver-
bindet, so ergeben sich jedesmal von neuem scheinbare Dreiecks-
netze auf rationalen Regelflichen 4. Grades. Die Projektionen
sind wiederum zur Steinerschen Kurve projektiv, die Erzeugenden
lassen sich jedoch nicht mehr zu windschiefen Vierseiten zusammen-
fassen, wohl aber zu windschiefen Polygonen mit anderer Seitenzahl.
Die durch die angegebene zyklische Vertauschung hervorgehenden
Flichen sind also keineswegs zueinander projektiv. Ganz analog
liegen die Verhiltnisse, wenn die Knotenpunktverteilung auf den
windschiefen Doppellinien aus einem ebenen Dreiecksnetz ent-
nommen ist, das nicht von einer zur Steinerschen projek-
tiven Kurve, sondern von einer allgemeinen Kurve 3. Klasse
umhiillt wird.

DaB bei der zyklischen Vertauschung stets wieder scheinbare
Dreiecksnetze entstehen, folgt aus dem Satze: Die Knoten-
punktanordnungen auf den simtlichen Geraden eines gegebenen
ebenen Dreiecksnetzes bzw. ihre Unterteilungen konnen projektiv
aufeinander bezogen werden. Die zyklischen Vertauschungen
fithren daher im wesentlichen zum gleichen Ergebnis, als wenn
man bei der mechanischen Erzeugung anstelle der zwer urspriing-
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lich als starr angenommenen Geraden zwei andere Netzgerade
treten liBt. :

Falls die Gerade p der Projektionszentren unendlich fern liegt,
kann man die ganze Geradenanordnung um eine mit ihr starr
verbundene, zu p ,senkrechte® Drehachse rotieren lassen und
erhiilt dabei fiir eine zur Drehachse senkrechte Projektionsrichtung
als Parallelri fortwiihrend ein ebenes Drelecksnetz.

Ferner bemerke ich noch, daB die scheinbaren Dreiecksnetze
auch einer dualen Deutung fihig sind: Jede Ebene durch p
schneidet die iibrigen Erzeugenden nach einer Punktkonfiguration,
welche zu der Anordnung der Geraden eines ebenen Dreiecks-
netzes reziprok ist, d. h. die Punkte liegen zu dreien auf geraden
Linien. Bei irgend welchen Kollineationen und Korrelationen des
Raumes behalten die scheinbaren Dreiecksnetze ihre Eigen-
schaft bei.



