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Uber Flichen, auf denen sich unendlichkleine Kurven
ohne Gestaltsinderung in allen Richtungen
verschieben lassen.

Von Sebastian Finsterwalder,

Vorgetragen in der Sitzung am 14. Mai 1927.

In der Ebene und auf der Kugel lassen sich Kurven von
endlicher Ausdehnung nach allen Richtungen verschieben und
um irgend einen Punkt drehen, ohne dabei ihre Gestalt zu ver-
indern. Auf dem Drehzylinder ist die Beweglichkeit einer solchen
Kurve bereits auf die Verschiebbarkeit nach allen Richtungen
eingeschrinkt, da die Drehung durch die Verschiebung bereits
mithestimmt ist, und auf anderen Flicheun, wie Dreh-, Schrauben-,
Schiebungs-, Gesimsfliichen und dergl. kommt nur mehr eine Ver-
schiebungsméglichkeit nach einer Richtung vor. Dagegen gibt
es eine grofie Mannigfaltigkeit von Ilichen, auf welchen sich
unendlichkleine Kurven ohne Gestaltsinderung nach allen Rich-
fungen verschieben lassen. Kin einfaches Beispiel hiezu bilden
lie positiv gekrtimmten Flichen mit konstantem Verhiltnis der
lauptkriitmmungsradien, fiir welche die Dupinsche Indikatrix iiber-
ail eine Ellipse von bestimmtem Achsenverhiltnis ist. Auf ihnen
i-ann man eine solche Ellipse iiberall hin verschieben, wobei sich ihre
Achsen stets in die Kriimmungsrichtungen der Fliche einstellen.
Das gilt nicht bloB fiir eine bestimmte Ellipse, sondern auch fiir
jede ihr #hnliche Ellipse, solange sie noch unendlichklein ist.
Unendlichklein bezieht sich dabei auf das Verhiltnis der Ellipsen-
achsen zum kleineren der beiden Hauptkriimmungsradien, der
von endlicher GroBe vorausgesetzt wird. Das Aufpassen der El-
lipse auf die Fliche in den verschiedenen Lagen erfolgt dann
bis auf unendlichkleine Grofen dritter Ordnung, um welche das
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110 S. Finsterwalder

Schmiegungsparaboloid von der Fliche abweicht. Die Dupinsche
Indikatrix ist eine ebene Kurve und wir wollen nun die Frage
stellen: Gibt es Fliichen, auf welchen sich eine unendlichkleine
Raumkurve, die wir vorerst als geschlossen annehmen wollen,
in dhnlicher Weise nach allen Richtungen verschieben lifit, wie
eine unendlichkleine Ellipse auf den Fliichen konstanten positiven
Hauptkriimmungsverhiltnisses? Die Abmessungen einer unendlich-
kleinen Raumkurve, die auf einer Fliche von endlichen Kriim-
mungen liegt, sind nicht nach allen Richtungen von der gleichen
Grofienordnung. Ist diese fiir die Abmessungen parallel der
Tangentenebene an die Fliche die erste, so ist sie fiir jene senk-
recht hiezu die zweite; es soll aber die Raumkurve an allen
Stellen der Fliche bis auf Grofen dritter Ordnung aufsitzen.
Oftenbar kann dabei die Raumkurve nicht innerhalb der GroGen-
ordnung ihrer Abmessungen beliebig gewihlt werden, denn sitzt
sie an zwel verschiedenen Stellen einer Fliche bis auf Grofen
dritter Ordnung auf, so tut sie das Gleiche auf den betreffenden,
nicht als kongruent vorausgesetzten Schmiegungsparaboloiden und
kann daher nur der Schnitt zweier solcher Paraboloide sein, d. h.
eine Raumkurve vierter Ordnung erster Art mit einem Doppel-
punkt im Unendlichen, da die beiden Paraboloide eine gemeinsame
Achse haben und daher die unendlichferne Ebene im Achsen-
schnittpunkt berithren. Die Schnittkurve zweier solcher Parabo-
loide ist aber die Grundkurve eines ganzen Biischels von Parabo-
loiden mit gemeinsamer Achse und die Fliche, auf welcher die
Raumkurve iiberall anfsitzen soll, darf nur Schmiegungsparaboloide
enthalten, die auch in diesem Biischel vorkommen. Zwischen den
Scheitelkriimmungen der Paraboloide des Biischels besteht nun
eine bestimmte Beziehung, die sich auf die Hauptkriimmungen
der zu suchenden Flichen iibertrigt, die demnach zur Gattung
der Weingartenschen Flichen gehoren, bei denen der eine Haupt-
kriimmungsradius eine Funktion des andern ist.

Satz 1: Damit eine unendlichkleine Raumkurve
auf einer Fliche eundlicher Kriimmung nach allen
Richtungen verschiebbar ist, mub sie der Schnitt
zweler Paraboloide mit gemeinsamer Achse sein.
Die Fliche, auf der sie verschiebbar ist, ist eine
Weingartensche Fliche, zwischen deren Haupt-
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kriimmungen die gleiche Beziehung besteht, wie
zwischen den Scheitelkriimmungen der Paraboloide,
die alle durch die Raumkurve hindurchgehen.

I. Flichen mit geschlossenen Raumkurven.

Es soll nun ein Biischel von Paraboloiden zu Grunde gelegt
werden, dessen Grundkurve geschlossen ist. Zu diesem Zwecke
setzen wir das Biischel aus einem elliptischen Zylinder und einem
Paraboloid mit gleicher Achse zusammen, welch’ letzteres wir
ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit auch als parabolischen
Zylinder wihlen konnten. Da aber im Biischel deren zwei vor-
handen sind, nimmt man der Symmetrie halber besser das Para-
boloid, dessen Scheitel in der Mitte zwischen beiden parabolischen
Zylindern gelegen ist. Die Gleichung des Biischels kann dann
mit » als Parameter folgendermafien geschrieben werden:

[(x%sin?f — y? cos?ff) cos 2a + xy sin2fsinZa] — 22
4 v (2% sec? ff 4 y® cosec? f — &%) = 0.
Die Grundkurve ist der Schnitt von:

z?sec? f + y?cosec? f —e? =10

Jsin2 B

(2 sin® f — y®cos® f) cos2a + zysin2fsin2a

ksin 2 ) '
und kann mittels des Parameters ¢ durch folgende drei Gleichungen
wisgedriickt werden:

und: =2z

x=ccosficosp, Yy = ¢esinfsing,
8
22 = 5: sin2f cos2(p — a).

Sie ist infolgedessen eine Lissajous'sche Kurve, deren drei
Koordinaten durch Sinusschwingungen dargestellt werden konnen,
wobei die Schwingungszahl der dritten Koordinate doppelt so
lioch wie die der beiden ersten ist, Die Amplituden der beiden
ersten Schwingungen sind mit ¢ von der ersten Groflenordnung
unendlichklein, die Amplitude der dritten Schwingung ist mit 2
unendlichklein von der zweiten Ordnung. Aufer dem elliptischen
Zylinder mit den Halbachsen ecosf und esinf, der dem Para-

8*



112 S. Finsterwalder

meterwerte » = oo im Biischel entspricht, gehen noch zwei para-

bolische Zylinder durch die Grundkurve, nimlich der eine fiir

sin 2
4k

2
L ztgfcosa- yetgfsina)? — 2(z —E—sinZﬂ)———O
k 8 g 8k

sin 2
4k

den Parameter v =

mit der Gleichung:

und der zweite fiir » = — mit der Gleichung:

9
&

}«(xt sina — yetg fcosa)? - 2(z — sin2 ) = 0.
i et yetg 8k

Die hichsten und tiefsten Punkte der Grundkurve treten hei

den Parameterwerten p —=a,p=a -+, p=2ua +% und g =a — z

2
ein, die Schnittpunkte mit der Ebene z=0 bei den Werten: ¢ = a Z
und ¢ = a & §4n. Wird der Phasenwinkel a der dritten Schwingung

gleich Null oder —Z, so hat die Grundkurve zwei zueinander senk-

rechte Symmetrieebenen; fiir a = ;—Z oder %n besteht die Grund-

kurve, ohne symmetrisch zu sein, aus vier kongruenten Stiicken,
die an den paarweise rechtwinklig gegeniiberliegenden Schnitt-
punkten mit der Ebene # = 0 aneinanderstofen. Fig. 1 stellt den
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allgemeinen Fall fiir den Wert tg g = ; V2 und « = 1% in den

drei Rissen als ausgezogene Kurve dar; der Sonderfall tgf = % Ve

a = Z ist gestrichelt eingetragen; die 2-Koordinaten sind stark
iiberhdht aufgetragen.
Ein besonders ausgezeichneter Fall tritt dann ein, wenn

7T . . . . .
p = 4 wird. Der Grundriss der Kurve wird dann ein Kreis vom

Radius r=2£ /9. In diesem Falle ist die Kurve in Bezug auf

zwel zueinander senkrechte Ebenen symmetrisch, sie hat aber
auferdem die Eigenschaft, die Ebene 2= 0 in vier rechtwinklig
gegeniiberliegenden Punkten zu schneiden. Das Paraboloid mit
dem Werte » =0 ist in diesem Falle ein gleichseitiges. Man
kann diese Form der Grundkurve als ,Achterkreis“ bezeichnen
und ‘dementsprechend im allgemeinen Fall von einer ,Achter-
ellipse“ sprechen, die symmetrisch, antisymmetrisch oder un-
symmetrisch sein kann. FEs verdient hervorgehoben zu werden,
dat die Achterellipsen durch affine Umformung aus dem Achter-
kreis hervorgehen.

Wir betrachten jetzt das Biischel von Paraboloiden und
ordnen seine Gleichung nach den Koordinaten:

tgfeos2a | v ), sinZa
( 2k 'cos2ﬂ)x L

v ctgpeos2ay . AN
+(éin2ﬂ_ 2% )y 2\#tefy) =0

Dann drehen wir das Koordinatensystem in der X Y-Ebene
um den Anfangspunkt derart, daf die Gleichung die Form

Aoa'? -yt —24 =0

erhiilt. Die Beiwerte 4, und 4, sind dann die Scheitelkriimmungen
des Paraboloides. Sie geniigen der quadratischen Gleichung in 1:

(Egéﬁc?s_f{a L )) ( v ctgfcos2a 1) sin?2a

g ") \sinzp 2k

ok | oosip

=0

2k
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Oder nach 4 geordnet:

’ O 2
g Ay ctg2feos2a) | 40t 1,
sin?2p k sinff2f 442
Hieraus folgt:
4» ctg2f cos2a 4y 1

Atb=gme™ & YT geep T IR

) 2
..é_’._ =1, 42, + ctg2f cOﬁE, _..4.’ L W 1_9 .
sin®2 g = k sin? 2 j 4k

Durch Elimination von » ergibt sich folgende Beziehung
zwischen den Scheitelkriimmungen 4, und 4, der Paraboloide des
Biischels:

492 __si1192l3(; Y ctg2ﬂ00320)2 T A i
= VT e T T T = Ayt -

sm?2f - 4 ' ko Y
» 9 in 2
sin® B cos? B (4, + 2,02 — 4,4, +<5°S‘ﬁs%i¢/ﬂ’9sz" (4,4 4,)
cos®2fcos?2a 1
e e 0

sin® g cos? B (A} - 451 — 2, 2, (cos* B - sin* )
4 9;]3?‘ (A, -+ 1,) (cos? § — sin? f) sin 2 f

_ sin*2fcos*2a  sin*2a

4% 4k T

. 2asi
(ll cos?f — Lysin?f — cos: ';:_ngé)

3 i and
(vt — oty 4 x2in2) _siize_

Die Beziehung ist quadratisch in den Scheitelkriimmungen
und geht bei Vertauschung von A4, und 1, in sich selbst iiber.
AuBerdem enthilt sie die Grofe ¢, die in der Gleichung des
Biischels vorkommt und den MaBstab der Grundkurve bestimmt,
nicht. Wenn also die Hauptkriimmungen 4, und Z, einer Fliche
diese Bedingung errtiillen, so liBt sich auf dieser Fliche nicht
blo& eine Kurve nach allen Richtungen verschieben, sondern eine
einfach unendliche Mannigfaltigkeit von solchen Kurven, die aus
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einer von ihnen durch eine affine Umformung hervorgehen. Diese
besteht in einer #hnlichen Umformung im Verhiltnis & in Bezug
auf die Abmessungen parallel der Tangenten-(XY-)Ebene, ver-
bunden mit einer Mabstabsiinderung im Verhiltnis ¢ der Ab-
messungen in der Normalen-(Z)Richtung. Man kann sich die
Mannigfaltigkeit der verschiebbaren Kurven mit parallelen Achsen
und den Mittelpunkten auf der gemeinsamen Z-Achse zu einem
korbartigen Geflecht in der Gestalt einer flachen Schale vereinigt
denken, wobei die Kurven starr und die Verbindung der Kurven
untereinander beweglich ist. Eine solche Schale likt sich dann
iiberall auf die Fliche auflegen bezw. nach allen Richtungen auf
der Fliche verschieben, wobei die dabei notige Umformung der
Schale nur von den Verbindungen iibernommen wird.

Satz 2: Zwischen den Hauptkriimmungen einer
Weingartenschen Fliche, auf welcher sich eine be-
stimmte unendlichkleine geschlossene Raumkurve
nach allen Richtungen verschieben ldft, besteht
eine symmetrische quadratische Beziehung von
hyperbolischem Typus mit stumpfem Asymptoten-
winkel. Eine solche Fliche lifit noch die Ver-
schiebungeinereinfachen Mannigfaltigkeitanderer
Kurven zu, welche aus der urspriinglichen Kurve
durch eine bestimmte affine Umformung herge-
leitet werden konnen.

Die symmetrische quadratische Beziehung zwischen den Haupt-
kriilmmungen, welche von drei Konstanten «, f und % abhingig ist,
kann durch geeignete Wahl der letzteren, mit welcher eine bestimmte
Form der beweglichen Kurve verbunden ist, wesentlich vereinfacht
werden. Sie kann insbesondere in lineare Beziehungen zerfallen.

1. Wird der Phasenwinkel a gleich Null oder ;—Z gesetzt, so

verschwindet das konstante Glied. Die beiden Linearfaktoren,
in welche die Beziehung zerfillt, sagen dann gleich Null gesetzt,

9
das Gleiche aus: 1, — 2,tg?f — :—t—%ﬁ = (. Die verschieblichen Raum-

kurvensind hiersymmetrische Achterellipsen von der Gleichung
2
x=ccosffcosp, y=-csinfsing, 2:=:k 7

+ Zi- sin2 f cos 2 .
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Die Gleichungen ihrer PrOJektlonen auf die Symmetrieebenen

lauten:

e _ A =5 in2 - otgl
9zizh- sin2f =% 2 & 22+4k sin2f = F — i Y.

JT . . . .
2. Fiir a = T vereinfacht sich die Beziehung ohne zu zer-

fallen in:

) 1
(4, cos? f — 4, sin? B) (4, sin® f — 7, cos® f) — AE %

Die verschiebbare Kurve ist in diesem Falle eine antisym-
metrische aus vier kongruenten Stiicken bestehende Achter-

ellipse.

3. Fir k& = oo zerfiillt die Beziehung in: ;—1 =tgf bzw.

ctg f. Die Weingartenschen Flichen haben konstantes

\'«

Ay
7=
Hauptkriimmungsverhiiltnis und die verschiebbaren Kurven sind
dhnliche Ellipsen. Die Drehfliichen von der genannten Eigenschaft
lassen sich leicht bestimmen und durch Quadraturen ausdriicken.

Ihre Formen sind in Fig. 2 zusammengestellt. Unter ibnen befindet

Figur 2

sich natiirlich die Kugel, dem Falle tg 8 = 1 entsprechend. Wenn
dfe Querkriimmung grofer als die Meridiankriimmung ist, haben
die Flichen spindelformige Gestalt und nihern sich mit wachsendem
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Verhiltnis dem Drehzylinder. Fiir das Verhiltnis 2:1 von Quer-
krimmung zur Meridiankriimmung wird der Meridian der Dreh-
fliche eine gemeine Zykloide mit der Rollbahn als Drehachse,
entsprechend der bekannten Eigenschaft der Zykloide, daf ihr
Kriimmungsradius doppelt so lang als die Normale vom Fufipunkt
bis zur Rollbahn ist. Uberwiegt dagegen die Meridiankriimmung,
so nehmen die Drehflichen eine stark abgeplattete Form an mit
der Krimmung Null an den Schnittpunkten mit der Drehachse.
Die Meridiankurven lassen sich durch Aneinanderreihung der
Kriimmungskreise sehr bequem graphisch bestimmen; die dabei
mitanfallenden Evoluten sind in der Fig. 2 gestrichelt eingetragen.

4. Der Fall = Z vereinfacht die Beziehung ganz besonders,
némlich in:
(A, — 4, 1 1
- —_— . L = . L — o == + Sy
i 17 0 oder: 2, —4,= ¢ A

Er umfaBt also die Flichen konstanter Hauptkriimmungsdifferenz.

Die auf dieser Flichengattung verschieblichen Kurven sind
Achterkreise von der Gleichung:

82

€ /= sVZV.
97—-21/2008(;7, y= o sng, 2z—ﬁ

cos2(p — a)

Hieraus folgt:

Satz 8: Aufden Flichen konstanter Hauptkriim-
mungsdifferenz lassen sich Achterkreise von un-
endlichkleinem Radius in allen Richtungen ver-
schieben (aber nicht drehen!).

Die partielle Differentialgleichung 2. O., der diese Flichen
veniigen, liBt sich natiirlich leicht aufstellen. Ist [ der Ausdruck
fir die mittlere Kriimmung (H =1, -+ 1,) und K jener fiir das

Krimmungsmaf (K = 2,1,), so stellt H* — 4 K = 1}2— jene Glei-

chung dar. Fir die Drehflichen . unter ihnen ist der Meridian
durch eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
bestimmt, die sich nur auf eine nicht separierbare Ditferential-
gleichung erster Ordnung zuriickfithren lidfit. Dagegen ist auch
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hier eine schrittweise graphische Integration aus der Definitions-

gleichung: oi—b]; = % heraus sehr einfach auszufithren. Geht
<1 2

man von einem Punkt mit Tangentenrichtung aus, so ist der
Querkriimmungsradius ¢, als Linge der Normalen vom Fufpunkt
bis zur Drehachse gegeben und damit auch der Meridian-
krimmungsradius o, = f]jfi; Zeichnet man den zugehorigen
Kriimmungskreis und nimmt man darauf einen zum Ausgangs-
punkt benachbarten Punkt an, so ist in diesem wieder die Tan-
gente und damit der Querkrimmungsradius bekannt, woraus der
Meridiankriimmungsradius im Nachbarpunkt folgt usw. Auf diesem
Wege wurde der Formenschatz der Drehflichen konstanter Haupt-
kriimmungsdifferenz erschlossen, wie er in den nachstehenden
Figuren 3 bis 11 dargestellt ist. Die Meridiankurven zerfallen
in zwel Gruppen, je nachdem der achsenfernste Punkt mehr oder
weniger als 3,66..% von der Drehachse absteht. Sie sind in den
Figuren in einheitlichem Mafistab (£ = 20 mm) gezeichnet.
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In der ersten Gruppe besteht die Meridiankurve aus einer
Wiederholung von kongruenten und symmetrischen Zweigen, die
eine Reihe von Schlingen bilden, in denen der Kriimmungsradius
von einem Minimum <% in einem Punkt mit achsenparalleler
Tangente allmihlich zum Werte % in einem Punkt mit achsen-
senkrechter Tangente anwiichst und schlieflich ein Maximum > &
mit achsenparalleler Tangente erreicht. Solange der Kriimmungs-
radius wiichst, ist die Drehfliche positiv gekrimmt, wenn er ab-
nimmt, negativ; im ersteren Teil ist die Differenz 1 1 positiv,

0y @
im zweiten im gleichen Betrage negativ, wenn jeweils der Quer-

krimmungsradius positiv gerechnet und das Vorzeichen des Me-
ridiankriimmungsradius dementsprechend bestimmt wird. Siehe
Fig. 3, in welcher die Evolute des Meridians gestrichelt und die
Drehachse strichpunktiert eingetragen ist.
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Figur 5

i e e

Figur 6
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Ist der Abstand des achsenfernsten Punktes gerade gleich
3,66 - - &, so besteht der Meridian der Drehfliche aus einer ein-
zigen Schleife mit einer zur Drehachse parallelen Asymptote im
Abstande k. Siehe Fig. 4.

Sinkt jener Abstand unter die angegebene Grenze, so reicht
die Meridiankurve bis an die Drehachse, hat aber einen Wende-
punkt dort wo o, den Wert k erreicht. Sie sitzt mit einer Art
Dornspitze auf der Achse auf und besteht aus unendlichvielen
symmetrischen und kongruenten Wiederholungen, die sich zu
herzformigen Schleifen zusammenschlieBen. Siehe Fig. 5, in welcher
die Normalen in den Wendepunkten, die zugleich Asymptoten
der Evolute sind, punktiert eingetragen sind. In der Gegend der
Dornspitzen hat die Evolute eine maskierte Singularitit mit der
Kriimmung Null.

Es folgt nun ein besonderer Fall, der beim Maximalabstand
2,62..% von der Drehachse erreicht wird und dadurch ausgezeichnet
ist, dat die Wiederholung der symmetrischen und kongruenten
Zweige wegtillt, da sich die Kurve schlieBt. Siehe Fig. 6.

Diese Wiederholung tritt alsbald wieder auf, wenn der obige
Wert des Grofitabstandes unterschritten wird. Es trennen sich
die Spitzen wieder und es treten Uberschneidungen der einzelnen
Schleifen auf. Siehe die Figuren 7 und 8.
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In dem Make, wie der Grofitabstand von der Achse gegen-
iiber der Konstanten % klein wird und die Kriimmung der Fliche
wichst, nihert sich die Form der einzelnen Schleife des Meridians
einem Halbkreis und die Fliche selbst einer Kugel von kleinem Radius.

Bei allen bisherigen Beispielen ist die Differenz: Meridian-

. 1 .
kriimmung minus Querkrimmung 11 ~ L in den achsen-

€4 Qs k
fernen Teilen der Fliche positiv und wechselt ihr Vorzeichen
beim Uberschreiten desjenigen Teiles der parabolischen Kurve,
der zu den Meridianpunkten mit achsensenkrechter Tangente
gehort. Jene Teile der parabolischen Kurve, welche von den
Wendepunkten der Meridiane gebildet werden, geben zu keinem
Wechsel im Vorzeichen jener Differenz Anlak. Es gibt aber noch
Meridianformen, die aufierhalb der Achse keine senkrechte Tan-

gente besitzen und fiir die die Kriimmungsdifferenz gl_ol dauernd
1 c2

negativ ist. Sie beginnen mit dem Falle, in dem der GriBtab-

stand von der Drehachse gleich % wird, der aber erst im un-

endlichfernen Punkt der Achse auftritt. Der Meridian hat wie

Figur 9
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in Fig. 4 eine achsenparallele Asymptote im Abstand k¥ und eine
Art Dornspitze auf der Drehachse. Siehe Fig. 9, die auch als
Fortsetzung von Fig. 4 aufgefalit werden konnte. Wird der Grofit-
abstand kleiner als &, so treten sich wiederholende Bogen ohne
Wendepunkte mit Spitzen auf der Drehachse auf, welche sich
mit weiter abnehmendem Grofitabstand mehr und mehr Halb-
kreisen nihern. Siehe Fig. 10 und 11.

1t

Vi

0]

'
Figur 10

Das gleiche graphische Integra-
tionsverfahren wiirde sich auch auf -%—m -t =gt gl
die Bestimmung der Meridiane der Figur 11
Drehflichen anwenden lassen, deren Kriimmungen in der all-
gemeinen symmetrischen quadratischen Beziehung zueinander stehen,

die die Verschieblichkeit einer unendlichkleinen geschlossenen Kurve
auf der Fliche ausdriickt.

Il. Flachen mit ungeschlossenen Raumkurven.

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich auch auf un-
geschlossene Kurven erweitern, wobei zwar die Anschaulichkeit
Kinbuge erleidet, aber doch bemerkenswerte Gesichtspunkte anderer
Art auftreten. Beginnen wir wieder mit dem einfachsten Fall
der ebenen Indikatrix, die in diesem Falle eine Hyperbel ist, von
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der aber nur der achsennahe Teil, der aus zwei ebenen symme-
trischen Kurvenstiicken besteht, bei der Verschiebbarkeit in Be-
tracht kommt. Die Flichen, auf denen er verschoben werden
kann, sind negativ gekriimmt und haben konstantes Verhiiltnis
threr Hauptkriimmungen, woraus ohne weiteres die Isogonalitiit
der Haupttangentenkurven folgt. Zu diesen Flichen gehoren als
Sonderfall die Minimalflichen, bei welchen die Isogonalitit
in Orthogonalitit iibergeht. Auf ihnen lassen sich demnach ,un-
endlichkleine“ gleichseitige Hyperbeln nach allen Richtungen ver-
schieben. Als Sonderfall dieser Hyperbeln kann man auch das
rechtwinklige Haupttangentenpaar auffassen. Man kann also ein
Rechtwinkelkreuz mit unendlichkurzen Armen auf einer Minimal-
fliche nach allen Richtungen verschieben, ohne daf es um Grofen
zweiter Ordnung (auf das Verhiltnis von Armlinge zum Haupt-
krimmungsradius als GroBe erster Ordnung bezogen) aus der
Fliche heraustritt. Bei den Flichen mit konstantem negativen
Hauptkriimmungsverhéltnis tritt an Stelle des Rechtwinkelkreuzes
ein schiefwinkliges Andreaskreuz.

Ahnliche Verhiltnisse treten auf, wenn man die Ver-
schieblichkeit ungeschlossener nichtebener unendlichkleiner Stiicke
von Raumkurven untersucht. Gleich den geschlossenen miissen
auch sie der Schnitt zweier in den Scheitelpunkten sich nahe-
zu berithrender Schmiegungsparaboloide sein, also Kurven vierter
Ordnung erster Art mit einem Doppelpunkt im Unendlichen
auf der gemeinsamen Achse. Auch sie sind dann Grundkurven
von Paraboloidbiischeln, wobei dann die fiir die Scheitelkriim-
mungen der Paraboloide eines Biischels geltende Beziehung fiir
die Flichen, auf denen die Verschiebung der Grundkurve des
Biischels moglich ist, als Beziehung zwischen den Hauptkriim-
mungen auftritt. Ahnlich wie bei den geschlossenen Grundkurven
ist auch in diesem Falle das Biischel die ,penultimate“!) Form
eines Biischels von sich beriihrenden Paraboloiden, zwischen deren
Scheitelkriimmungen die gleiche Beziehung besteht, nur mit dem
Unterschiede, dafl im Falle der ungeschlossenen Grundkurve die
Paraboloide sich beriithren und schneiden und zwar in zwel
reellen Parabeln, deren Ebenen durch die gemeinsame Achse aller

1) Fastberiihrende, im Gegensatz zur ultimaten, d. h. berithrenden Form.
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Paraboloide des Biischels gehen und auf der gemeinsamen Scheitel-
beriihrebene senkrecht stehen. Die Scheitelstiicke jener gemein-
samen Schnittparabeln bilden nun ein krummliniges und im all-
gemeinen auch schiefwinkliges Kreuz, das eine Art Asymptotenpaar
fiir die Grundkurve der penultimaten Form des Paraboloidbiischels
darstellt.  Auf den Flichen, die aus Schmiegungsparaboloiden
des Biischels und zwar des penultimaten oder des ultimaten zu-
sammengesetzt sind, ldBt sich dann das krumme Kreuz und die
zu ihm penultimate Grundkurve verschieben, wobei die Gestalt
und gegenseitige Lage der Kreuzarme und die Gestalt der Grund-
kurve, nicht aber die gegenseitige Lage des Kreuzes zur Grund-
kurve, unverindert bleiben.

Um nun zur rechnerischen Festlegung tiberzugehen, betrachten
wir das im vorigen Sinne ,ultimate® Biischel von Paraboloiden mit »
als Biischelparameter: {2? 4+ 2mazy 4 ny* — 20+ »(p?a? — ¢%y*) =0.
Nach den Koordinaten geordnet:

(-trphot 4+ 2maey 4+ (—re)y? —22=<0.

Wenn diese Gleichung durch Drehung des Koordinatensystems
um die Z-Achse auf die Form 2,2? 4 1,y — 22 = 0 gebracht
wird, geniigen 4, und 2, der quadratischen Gleichung in i:

@+ rvp—Dm—rg?—A) —m?=0
oder:

=2 +n+r(P" =)+ In—m?+r(np*—1g*) — »*p*¢* = 0.
Hieraus folgt: 2, + 4, =1+ n 4 »(p? —q¢* und:
iy =In—m?4rv(np? —1q9?) — »*p?qs
Die Elimination von » aus der vorigen Gleichung fithrt zu

folgender Beziehung zwischen den Scheitelkriimmungen 2, und 7,
eines Paraboloides des Biischels:

Ll (P* — P+ G+ 4P PP — (A, 4) (U g* + np®) (P° + 0°)
+ () (pt 4= 1gf) — (In — m®) (p° — ¢ = 0.
Man kann sie folgendermafen zusammenfassen:
P4+ @l — g - np?) (@°4, -+ p* 2, — Ag* |- nph)
“=m?(p®* —¢?)2 = 0.

Sitzgsh. d. math.-naturw, Abt, Jahrg. 1927, 9
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Sie stellt die Beziehung zwischen den Hauptkriimmungen
der Flichen dar, auf welchen jener Teil der Grundkurve des
Biischels, der in unmittelbarer Nihe des allen Paraboloiden ge-
meinsamen, im Anfangspunkt des Koordinatensystems gelegenen
Beriihrpunktes liegt, nach allen Richtungen verschoben werden
kann. Auf den gleichen Flidchen konnen auch die entsprechenden
Teile der Grundkurve eines penultimaten Biischels verschoben
werden, dessen Gleichung sich nur um das Glied » &% von der des
ultimaten Biischels unterscheidet.

Der in Betracht kommende Teil der Grundkurve des ultimaten
Biischels besteht aus den zwei Parabelscheitelbigen, welche die
Ebenen px + qy =0 aus dem Paraboloid l2* - 2mazxy -~ ny?
— 22 =0 ausschneiden. Er hat die Form eines unendlichkleinen
recht- oder schiefwinkligen Kreuzes mit geraden oder krummen
Balken, wobei die Ebene der Balkenkriimmung immer senkrecht
zur gemeinsamen Tangentenebene im Schnittpunkt der Kreuz-
balken steht. Kin solches Kreuz ist durch drei Grofien bestimmnt,
ndmlich durch den Winkel der beiden Balken und ihre Kriim-
mungen. Auch in die quadratische Gleichung zwischen 2, und 2,
gehen nur drei wesentliche Konstante ein, die sich durch die
fiinf GroBen I, m, n, p, ¢, ausdriicken.

Satz 4: Zwischen den Hauptkrimmungsradien
einer Weingartenschen Fliche, auf welcher sich
eine bestimmte, unendlichkleine, ungeschlossene
Raumkurve nach allen Richtﬁngen verschieben
14Bt, besteht eine symmetrische quadratische Be-
ziehung von hyperbolischem Typus mit spitzem
Asymptotenwinkel. Auf einer solchen Fliche lilit
sich auch noch ein spitz- oder rechtwinkliges
Kreuz mit unendlich kurzen, gebogenen oder ge-
raden Balken verschieben, dasals Asymptotenpaar
jener Raumkurve gelten kann.

Im Einzelnen sind folgende Sonderfille der Beziehung her-
vorzuheben:

1. m = 0. Die Beziehung wird linear:

PPy — (L - mp?) = 0.
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Das verschiebbare Kreuz ist symmetrisch zu den Halbierungs-
ebenen des Winkels der beiden Balken; es stellt sich immer sym-
metrisch zu den Hauptkriimmungsrichtungen der Fliche ein. Die
lg? -1 np

g

2. p==xq. Die linear gewordene Beziehung vereinfacht sich auf
A, 4 2,=1 m, d. h. die Flichen haben konstante Haupt-
krimmungssumme oder mittlere Kriimmung gleich (¢ | ).
Das verschiebbare Kreuz ist rechtwinklig, seine Balken hahen

Balkenkriimmung ist:

t

. _— - n . .
verschiedene Kriimmung, nimlich 9~ +m, die nur im Falle

m == 0 gleich werden. In diesem Falle stellt sich auch das Kreux
symmetrisch zu den Haupthkriimmungsrichtungen, im allgemeinen
nicht. Auf derselben Fliche mit der mittleren Kriimmung [ -»
sind eine ganze Mannigfaltigkeit von rechtwinkligen Kreuzen ver-
schiebbar, da m in der Beziehung zwischen 4, und 2, nicht vor-
kommt; es muB nur die Summe der beiden Balkenkriimmungen
gleich der mittleren Kriimmung der Fliche sein. Darunter sind
auch solche mit geraden Balken, wenn = .2, " ist.  Diese
stellen sich mit dem geraden Balken in eine Haupttangenten-
richtung ein. In die pesitiv gekriimmten Teile der Fliche kénnen
sie nicht verschoben werden. Im Falle I | »n = 0 werden die
Flichen Minimalflichen. Die heiden Kreuzbalken haben absolut
gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Kriimmung. Das Kreuz
kann nur i solchen Teilen der Minimalfliche verschoben werden,
in dem die Hauptkriimmung der Fliche grofer als die Balken-
kritmmung des Kreuzes ist.

Satz 5: Auf den Fliichen konstanter mittlerer
Krtimmung und nur auf solchen, lifit sich eine
einfach unendliche Mannigfaltigkeit von unend-
lichkleinen Rechtwinkelkreuzen nach allen Rich-
tungen verschieben. Fiir alle diese Rechtwinkel-
kreuze ist die Summe der beiden Balkenkriim-
mungen gleich der konstanten Hauptkriimmungs
summe der Fliche.

Die Dréhflichen unter den Fliichen koustanter mittlerer
Kriimmung sind wohl bekannt, ihre Meridiane sind Delaunaysche
D*
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Kurven,!) welche vom Brennpunkt eines auf der Drehachse ab-
rollenden Kegelschnittes beschrieben werden.

3. 1>+ np? = 0. Hier vereinfacht sich die Beziehung auf
WPy L) @, P | (2P = 0.

Das Kreuz, welches auf den zugehorigen Flichen verschieb-

bar ist, hat, ohne rechtwinklig zu sein, gleich stark aber ent-

gegengesetzt gekriimmte Balken, so dafi es bei Umwendung um

die Halbierungslinien des Winkels der Balken mit sich selbst zur
Deckung kommt.

4. Kommt zu l4* + np*= 0 noch m = 0, so zerfillt die

Beziehung in: R g_j bzw. Ao 1)?. Die Flichen haben
Ay P? Ay q°

konstantes negatives Hauptkriimmungsverhéltuis und das aufihnen
verschiebbare Kveuz ist eben und hat gerade Balken. Die hieher
gehorigen Drehfliichen haben ganz den Charakter des Katenoides,
das den Sonderfall fiir p = ¢ darstellt. Paul Staeckel hat ge-
zeigt, daB diese Drebflichen die einzigen Flichen sind, welche
durch die Haupttangentenkurven in Rhomben geteilt werden.2)

5. Im Falle p = 0 wird die Beziehung:
A=D1 D-m? =0,

also bilinear. Die Paraboloide des Biischels berithren sich jetat
liings eines ebenen Schnittes durch die gemeinsame Achse und
die Grundkurve des Biischels ist eine doppelt zihlende Parabel,
von welcher fiir unseren Zweck nur der scheitelnahe Bogen in
Frage kommt.

An Stelle des verschieblichen Kreuzes tritt jetzt ein geodi-
tischer Flichenstreifen von einer Linge, die von der ersten Ord-
nung und einer Breite, die von der zweiten Ordnung unendlich-
klein ist. Die Mittellinie des Streifens hat die geoditische Kriim-

. . 1 ,
mung Null, aber eine endliche Normalkriimmung e AuBierdem
v

ist noch der Winkel vy charakteristisch, den die Streifenrichtung
mit der konjugierten Richtung auf dem Paraboloid einschlieft.

1) Enzykl. &. math. Wiss, I1I. D. 5, 86, S. 345. .
2) Beitriige zur Flichentheorie IIl und 1V, Leipziger Akademieberichie
1896. S. 491 und 1898, S. 12.
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Die Normalkriimmung 1 ist gleich 7 und y wird aus der Gleichung:

v

tgy = — % bestimmt. Der Streifen paBit auf einen Drehzylinder

Z?
12 |- m?
Mantellinien des Drehzylinders den Winkel v ein. Dieser Dreh-
zylinder ist eine von den Flichen mit der Hauptkriimmungs-
beziehung (2, — 1) (A, — 1) -|-m? = 0, wie man alsbald sieht,
wenn man 2, = O setzt. Auf diesem Zylinder ist der Streifen
in der Tat als starres Gebilde verschiebbar, wobei seine Lings-
vichtung immer den gleichen Winkel mit den Mantellinien ein-
schliet. Auf den allgemeinen Flichen dieser Art #ndert sich
jedoch der Winkel der Streifenrichtung mit den Hauptkriimmungs-
richtungen.

vom Radms » = und seine Mittellinie schlieft mit den

6. Verschwindet aufier p auch noch m, so lautet die Haupt-
kriimmungsbeziehung (4, — 1) (1, — 1) = 0, oder 2, =1 Die
hieher gehorigen Flichen haben die eine Hauptkriimmung kon-
stant, sind also Rohrenflichen vom Radius I. Der auf ihnen ver-

schiebliche Streifen ist dadurch ausgezeichnet, daB v zg wird,

er ist also ein unendlichkleines Mantelstiick eines geraden Kreis-
zylinders von verschwindender Hohe und stellt sich beim Ver-
schieben immer in die eine Hauptkriimmungsrichtung der Fliche
ein. Wird auch noch 7 = 0, so wird der Streifen eben und die
durch 4, == 0 gekennzeichneten Flichen sind abwickelbare all-
gemeinster Art.

7. Tritt zu p =0 noch I =0, so zieht sich die Haupt-
kriimmungsbeziehung auf 4, 2, = — m? zusammen und die ent-
sprechenden Fliichen haben konstantes negatives Kriimmungsmaf.
Die Grundkurve des Paraboloidbiischels ist jetzt eine doppelt
ziihlende Gerade geworden und alle Paraboloide haben einen wind-
schiefen Streifen lings dieser Geraden gemeinsam. Das Scheitel-
stiick des Streifens stellt das auf den pseudosphiirischen Flichen
beliebig verschiebbare unendlichkleine Gebilde dar. HEs ist nur
mehr von einer Konstanten abhiingig, die das MaB der Drehung
der Tangentenebene des Streifens beim Fortschreiten lings seiner
geradlinigen Achse, also seine Verwindung bestimmt. Es ist:
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da
ds
deutet, deren Berithrpunkte den Abstand ds haben. Dieser ver-
wundene Streifen stellt sich bei der Verschiebung mit seiner
Liingsachse in eine der Haupttangentenrichtungen ein und kann
als starres Gebilde lings einer Haupttangentenkurve verschoben
werden. Das entspricht dem Umstande, daf die Haupttangenten-
kurven der Flichen konstanter negativer Kriimmung auch kon-
stante Torsion haben, entsprechend dem Satze von Enneper, dal
die Torsion der Haupttangentenkurven der Wurzel aus dem nega-
tiven Kritmmungsmal gleich ist,

= & m, wobei da den Winkel der Tangentenebenen be-

Satz 6: Auf den Flichen konstanten negativen
KriimmungsmabeslaBen sich zwel zueinander sym-
metrische, unendlichkleine, gewundene Streifen
mit geradliniger Achse unbeschriink$ verschieben,
wobel sich die Liingsrichtung des einen in die eine,
die des symmetrischen in die andere Haupttan-
gentenrichtung der Fliche einstellt.

Im allgemeinen Falle sowie in den unter 1. bis 4. erwithnten
Sonderfillen bestimmt das bewegliche Kreuz in jedem Punkt der
Fliche zwei Richtungen, die einen festen Winkel bilden. Werden
diese Richtungen zu Kurven zusammengefalit, so bilden diese ein
isogonales oder orthogonales System von Flichenkurven, lings
welcher die Normalkriimmung konstant ist. Legt man durch die
einzelnen Tangenten einer solchen Flichenkurve die Normalebenen
zur Fliche im Beriihrpunkt, so bilden diese eine abwickelbare
Fliche, auf der die Flichenkurve gelegen ist. Wird diese ab-
wickelbare Fliche in die Ebene ausgebreitet, so gebt dabei die
Fldchenkurve in einen Kreis iiber, dessen Radius durch die
Kritmmung des zugehorigen Kreuzbalkens bestimmt und daher
fitr alle Flichenkurven der einen Schar derselbe ist. Umgekehrt
kann jede der Flichenkurven durch Verbiegung einer schmalen,
diinnen Lamelle, die in unverbogenem Zustand kreisformig ist,
erhalten werden. Sorgt man jetzt noch dafiir, dat die Lamelle
senkrecht zu der zu erzeugenden Fliiche steht und dal die Lamellen
der verschiedenen Flichenkurven sich unter konstantem Winkel
schneiden, so kann man die gesuchten Flichen mechanisch als
Lamellengeflecht erzeugen. Die dazu notigen Verbindungsstiicke
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habe ich schon vor vielen Jahren angegeben.') Es sind zylindrische
Rohrenstiicke, die an gegeniiberliegenden Stellen geschlitzt sind
um die Lamellen aufzunehmen und unter bestimmtem Winkel
gegenseitig festzuhalten. Siehe Fig. 12. Werden demnach zwei
Reihen biegsamer kreisfor-
miger Lamellen von verschie-
denem aber innerhalb jeder
Reihe gleichem Radius so zu
einem Geflecht vereinigt, dab
die Lamellen hochkant zum
Geflecht stehen und sich unter
konstantem Winkel schneiden,
so ahmt das Geflecht bel fort-
schreitender Verdichtung sei-
ner Maschen eine IFliiche nach, auf welcher ein unendlichkleines
Kreuz mit krummen Balken unbeschriinkt verschieblich ist und
zwischen deren Hauptkriimmungen eine symmetrische quadratische
Beziehung besteht.

Figur 12

1) Mechanische Bezichungen bei der Flichendeformation. Jahresber.
d. Deutschen Mathematiker-Vereinignng, 6. Bd. 1899, S. 58.



