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Über isogonale Flächen 2. Art. 

Von .Tosephina Kapfer. 

Vorgelegt von F. Lindemann in der Sitzung am 14. Mai 1927. 

In diesem zweiten Teil meiner Arbeit „Uber Isogonalitiit von 

Flächen“1) werden, entsprechend der zweifachen Möglichkeit einer 
Definition von Flächenisogonalität, die isogonalen Flächen 2. Art 

behandelt. Die Bedingungsgleichung hiefür wird aufgestellt und 
gelöst. Der enge Zusammenhang zwischen Isogonalität von Linien- 

elementen und isometrischen bezw. konformen Flächen wird dar- 
gelegt und die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, 
welche Flächen, konform einer gegebenen Fläche, bestimmen läßt, 
ermittelt. Diese Gleichung dürfte bisher noch nicht abgeleitet 
worden sein. Die Arbeit erbringt ferner den Nachweis der Iden- 
tität des Problems isogonaler Flächen, deren korrespondierende 

Linienelemente in konstantem Verhältnis stehen, mit der Frage 
der Flächenverbiegung. Die Richtigkeit der Umkehrung der von 

Bonnet für assoziierte Minimalflächen gefundenen Sätze bzw. der 
Zusammenhang der Schwarzschen Minimalflächen mit isogonaler 

Isometrie wird nachgewiesen. Schließlich wird gezeigt, wie eine 
Verallgemeinerung der von Darboux und Weingarten angewandten 
Methoden (zur Lösung des Problems der unendlich kleinen Flächen- 

deformation, bzw. Bestimmung der Orthogonalflächen) sich für die 
Ermittlung von isogonalen Flächen 2. Art verwenden läßt. 

1) Vgl. Sitzungsberichte d. Bayer. Akad. d. Wissensch., IG. Jan. 192G, 
S. G3 —81. 

Sitzgab. (1. niath.-naturw. Abt. Jabrg. 1927. 7 
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§ 1. 

Angabe des Problems — Lösung. 

Entspricht dem Wertepaar u, v der u, v Mannigfaltig- 

keit der Punkt P auf der Fläche S und der Punkt P2 auf 
cJ V 

der Fläche S.,, ferner der Richtung , durch u, v die 8 du 
Richtung * durch P auf S und die Richtung y.„ durch P„ 

O 0 2 2 

auf iS2, so heißen S und S2 isogonale Flächen 2. Art, wenn 

die Linienelemente mit den Richtungen x und y.,, für jedes 

u, v, im Definitionsbereich den konstanten Winkel to 
du 

einschließen. 

Es seien X, y, z die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte 
P einer Fläche S, deren Parameter die beiden unabhängigen 
Variablen u und v sind, S demnach analytisch bestimmt durch 

die folgenden Gleichungen: 

x = f\(u,r), y = fAu,v), z = fi (u, r). 

Dabei sei vorausgesetzt, daß die Funktionen /j, f„, f:), wenig- 
stens in einem gewissen Bereich, eindeutig und unbegrenzt differen- 
tiierbar sein sollen. Mit 

ds\ a,ß,y; X, T, Z ; E, F, (J ; L, M, N; 
LN—HP 

E Gr —F ; II 

seien in obiger Reihenfolge: das Linienelement der Fläche S, 
die Richtungskosinus der Tangente an dasselbe, die Richtungs- 

kosinus der Flächennormalen, die Fundamentalgrößen 1. und 
2. Ordnung für die Fläche (in der Benennung von Scheffers), das 

Gaußsche Krümmungsmaß und die mittlere Krümmung von S 
bezeichnet. Für die Fläche S2 mögen dieselben Bezeichnungen 
mit dem Index 2 analoge Bedeutung haben. 

Der vorstehenden Definition isogonaler Flächen 2. Art ent- 
spricht als Bedingungsgleichung für ein Paar derselben die Be- 
ziehung : 

(1) « j - ß ß2 \- y y., — cos co = konstant = lc. 
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Liniengeometrisch gedeutet lautet das Problem : 

Gegeben ist der Komplex der &o3 Tangenten an eine Fläche S, 
angeordnet in »o2 Strahlenbüscheln, von welchen jedes in einer 
Tangentialebene an diese Fläche in P, dem Büschelzentrum, ge- 

legen ist. Die mit diesen Tangenten in den Punkten P von S 
den Winkel co einschließenden Geraden bilden in ihrer Gesamtheit 
o1 Geradenkomplexe, dargestellt durch die Mantellinien von co3 

Drehkegeln, deren Offnungswinkel konstant und eben jener Winkel a> 
ist, deren Spitzen die co2 Punkte P der Fläche S, deren Achsen 
die Tangenten dieser Fläche sind und deren Seitenlinien, als 
Tangenten der Flächen S2, deren Linienelemente enthalten. Die 
Gesamtheit dieser Kegelmantellinien ist in Tangentenkomplexen 

von Flächen S2 anzuordnen. 

Die Bedingungsgleichung (1) für die Isogonalität von Flächen S 
und S3 kann in folgender Form geschrieben werden: 

. dx dx2 dydy2 dz dz2 

d s d s„ d s d s„ ' d s ds„ ° ' 

oder : 

ds., 1 dx dx2 

ds cos co - ds ds 

Setzt man für dx, dy, dz; dx.,, dy2, dz., die Werte ein: 

dx = xu du -\-x0dvl) usf. 

und multipliziert aus, so erhält man: 

dv 
ds„ 1 

ds cos co 

v Xu Xi u -f- (V Xu X2v -f- X' xv x2 „) -=— -f V x„ x2 d u 
d v 
d u 

W+22xA.f- + ^,'(fY 
du \du 

f (»-!")■ 

Gewöhnlich ist also ■- eine Funktion von u, o und 
d s d u 

Bemerkenswert ist der Fall, daß gilt: 

9 Die der Funktionabezeichnung beigefügten Indices u und v bedeuten 
die ]iiirtielle Differentiation nach u bzw. v. 

7* 
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ds„ 

d s 
= f (u v) , 

wobei f eine beliebige, aber für jeden Punkt P der Fläche 8 

geltende Funktion der beiden Unabhängigen u und v ist. Es ist 
dann der Zähler des Bruches 

S u + (Ï %u r + Ï Xr Xi «) 
du 

'nt* 2 ov, I V, 
-4— /, V 7! • — - V /y* 1
 ^d w 

1
 - ' 

f ^xex2v 

ein Vielfaches des Nenners, die Flächen S und S3 sind konform 
aufeinander bezogen und es schließt ersichtlich das Problem 
der isogonalen Flächen 2. Art als Teilaufgabe in sich die 

Bestimmung von Flächen S2, welche einer gegebenen 
Fläche S d u rc h Konformität der Abbildung in korre- 
spondierenden Punkten zugeordnet sind. 

d v 
In diesem Falle gilt für iedes , : 

° J du 

v X-1, 
d v 

du 
= f COS W X j- xc 

d v\ 2 

du) 

d. h. es ergeben sich die drei Gleichungen: 

(2) V xu (X-2 n — k f xu) = 0. 

(3) X xv (x-2 „ — kfx„) + X x„ («2 c — k f xL) = 0. 

(4) £ %v (x-2 C — k fx„) = 0. 

Gleichung (2) kann ersetzt werden durch das System der 

drei Gleichungen: 

xo u — kfxu = n yu — m z„ 

(2 a) iji u — k f iju = lz» — n xu 

u k f Zu — )K Xu I y u » 

Gleichung (4) ist identisch mit dem System: 

x>v — kfxv = vyc — fizv 

(4 a) y-2V — kfy„ = Xzr — vxv 

z2v — k fsv = fixv— ly 
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Dabei sind l, m, n, bzw. X, /1, v willkürliche Funktionen von 

u und v. Setzt man: 
1 = 1, 

m = ;i, 

n — v, 

so ist auch Gleichung (3) erfüllt. 

Man differentiiert die Gleichungen (2 a) nach v, die Gleichungen 

(4a) nach u, setzt die beiden jeweils hiedurch gefundenen Werte 

von 
3*x,, 32z., 

du 3v' 3 u 3 v ’ 3 u 3 v 
Gleichungen : 

einander gleich und erhält so die drei 

(5) 

lc{xf) + (yv) — (zfi) = 0 

Hyf) + 0^) — (xv) = 0 
Jt(zf) + (xfi)—(yX) = 0, 

wobei (xf ) = x„fc — fuxv. 

Da die drei Gleichungen (5) nebeneinander bestehen müssen, 
so sind die Funktionen X, fi, v an die Bedingung gebunden: 

(6) 

Xu xv (y V) — (,:■ fl) 

y„ yv (s X) — (x v) 

Zu z0 (x ,u) — (y X) 

= o.1) 

Ist diese Bedingung erfüllt, so läßt sich die Funktion /’ fol- 

gendermaßen bestimmen: 

Man differentiiert die erste der Gleichungen (5) nach u, wo- 
raus folgt: 

(oa) 1 (ffuvx„ -j- fvxnn fuu-Xv fuXu i) VuuyB Vuyuv 

Vvcy„ vvy„u d“ fLuvZii -f- fii'Z,,,, fiuuZv fiuzuv = M , 

dieselbe Gleichung nach v, woraus sich ergibt: 

(ob) Je(/(vxn -j— f: xu r fu v Xf fuXf,.) = l'a ryr ; V„ yv V 

b'cÿn vf yu f fif f Z,, fivzuv fiu f Zf fiuZvv = JG , 

ff Werte /, /(, r, welche dieser Bedingung genügen, lassen sich finden. 

Kingesetzt in die Determinante (6), ergibt deren Ausrechnung zugleich ein- 

schränkende Bestimmungen für jene Flächen, für welche diese Werte an- 
wendbar sind. Setzt man z. B. /. = X, /t — Y, v = Z, so folgt durch Aus- 

rechnung aus (6), daß diese Substitution brauchbar ist für a) Minimalflächen, 
b) Tangentenflächen von Minimalkurven. Vgl. hiezu auch § 2. 
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isoliert hierauf fuv aus (5a) und (5b), setzt die beiden so ge- 

fundenen Werte für einander gleich und erhält nach einiger 
Umformung; 

( ( u) /i (f \i,, X r f u u X)i f ,i ( X L- Xtl y ’ X,/ X t.) j 0 {.%n Xu r p X,, „.)) 

-j- A'xv -)- B' xa = 0. 

Mit den zweiten und dritten Gleichungen (5) verfährt man 
ebenso, wodurch sich ergibt: 

(7 b) Je (fui y o fc c y il H- fu (î/V y,iv “I- yu y-o «) fo (yn y » t- _| ■ yv y» «)) 

H- xi y y -j-B yu = 0, 

(7c) lc(fuuz*v —fvvzl-\- fu{svzw.v -|- zuzvv) — fv{zuz,iv -f- zvZuu)) 

-\-Â" zv -f- B zu = 0. 

Schließlich erhält man durch Addition dieser drei Gleichungen 

(7) die partielle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zur 
Bestimmung von f und damit zur Ermittlung der einer Fläche S 

konformen und zugleich isogonalen Flächen Sa: 

Je [fuu G - fv „ E + f„ Fc - U K) + 1Ä' xc -I v B’ xu = 0. 

Durch Variation 1: der Funktionen ,u, v und damit der 
Funktion f, d. i. des Verhältnisses entsprechender Bogenelemente 
der Flächen S und S„ einerseits, 

2: des Wertes des konstanten Winkels OJ 

und damit der Größe Je anderseits ergehen sich spezielle Fälle 
der Flächenisogonalität. 

§ 2. 

Isometrisch-isogonale Flächen 2. Art. 

In der Variation des Wertes der Funktion f ist von be- 
sonderem Interesse der Fall: 

= f(u, v) = konstant. 
as 

Wählt man speziell: 

/'= 1, 

so ergibt sich hiermit: die Bestimmung der zu einer Fläche S 

isometrischen Fläche ist eine Teillösung der Aufgabe, 
die zu S isogonalen Flächen 2. Art zu ermitteln. 
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In diesem Falle der Isometrie erhalten die Gleichungen (5), 

S. 97 die Form: 

(yv) — 0 y) = 0 

(zX) — (asv) = 0 

(x/i)— (:yX) = 0. 

Damit sind die Bestimmungsgleichungen für die Zulässigkeit 
von Werten X, y, v aufgestellt. — Die im Folgenden angegebene 

Methode führt zur Darstellung der Punktkoordinaten x„, y„. z„ 
von S.j in integrabler Form, damit auch zur Ermittlung verwend- 

barer Werte X, u, v in dieser Überlegung: 

Die Gleichung (la), S. 95, kann ersetzt werden durch das 

System der drei Gleichungen: 

dx2 = (c dy — b dz -j - lc dx) 

( 1 b) d y., — (a dz — c dx-j - lc dy) 
ct s 

dz., = (b dx — a dy -\ -1: dz) . 

Dabei sind a, b, c Funktionen von u und v, mit deren diese 
Gleichungen befriedigenden Bestimmung die Lösung des Problems 

gegeben ist, wenn wir voraussetzen, daß die isogonalen Flächen S 
und S2 in den korrespondierenden Punkten zugleich isometrisch 

cl s 
sind, also das Verhältnis entsprechender Linienelemente - ? -- = 1 ’) ist. 

Cl s 

Hierdurch erhalten wir aus Gleichung (lb): 

dx., = c dy — b dz -j- lc dx 

(1 c) dy2 = a dz —c dx -)- lc dy 

dz2 = b dx — « dy -j- lc dz. 

1) Die Annahme eines konstanten, aber von 1 verschiedenen Verhält- 

nisses = o der Linienelemente beider Flächen würde nur eine Maßstabs- 
ds 

Veränderung der Koordinaten der Fläche S2 bedingen. .Statt /.' wäre in den 
einschlägigen Formeln zu setzen: lc' = lc-o; a' — a. n; b' — h-a; c' = c-a. 
Da hiedurch keine wesentlich neuen Gesichtspunkte geschaffen würden, 
blieb dieser Fall unberücksichtigt. 
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Geometrisch betrachtet handelt es sich hier um Flächen, 
deren sämtliche entsprechende Kurven längentreu sind und bei 
welchen die Tangenten jener Kurven in korrespondierenden Punkten 
jeweils konstanten Winkel einschließen. 

Kinematisch betrachtet, um die Angabe der Beziehungen 
zwischen zwei Flächen, auf welchen sich Punkte mit derselben 

Geschwindigkeit bewegen, wobei deren Bahntangenten sich unter 
gleichem Winkel schneiden. 

Da dx — x„ du -|- xr dv, u. s. f., 

so folgt: 
u — kxu-\- cyu — bzn 

(2) x-> B = k x„ -j- c IJ„ — b z v 

nebst den analogen Formeln für y und z. 

Unter Berücksichtigung der durch Voraussetzung der Iso- 
metrie der beiden Flächen geltenden Formeln: 

E, = væ,p = E 

F2 = V x-2 „ Xo= F 

G2 = Vï!9
!
 = G 

ergibt sich durch Quadrieren der Gleichung (2) für x2u: 

E( 1 — k2) = E (a2 - Iß -f- c2) — (a x„ -f- by„ -j- cz„)2. 

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man setzt: 

a3 -f b2 ß = 1 —■ k2 = sin2 co 

ax„ -\-byn-{- czu = 0. 

Bezeichnet man: 

a= ±Vl—k3â; b — ± VlFFk2 b; c = ±V 1 “/o2 c, 

so folgt; die Gerade mit den Richtungskosinus ä, b, c steht 
senkrecht zur Tangente an die Parameterkurve v= konstant der 

Fläche S. 

Analog ergibt sich aus der Gleichung (2) für Xoc: 

G (1 — k2) = 6r (a* -)- b3 c2) — (axv + byv -f czv)
2, 

hieraus: 
iß + Iß c2 = 1 - ¥ 

axv -j- by0 -j- czv — 0, 
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d. h.: Die Gerade mit den Richtungskosinus ä, b, c steht 
auch senkrecht zur Tangente an die Parameterkurve u — konstant 

der Fläche S, also senkrecht zu der durch diese beiden Tangenten 
bestimmten Berührungsehene an S in P: sie ist parallel der 
Flächennormalen von S in P. 

Somit erhält man: 

Xi u ~ k Xu ± V1 — (y,t Z — z„ Y) ; 

Xi » — Je xv ± v 1 — k* (ÿ® z — s0 Y). 

Außerdem muß sein: 

38æ2 _ d2x3 

du dv dV du 

d
2
y., __ 32 u3 

3u 3 v 3v du' 

Diese Bedingungen sind, wie sich nach Einsetzen der Werte 
von a, b, c durch Ausrechnen ergibt, erfüllt, wenn die Beziehungen 

gelten : 
{yuz0 - zuyv) (EN- 2FM '- GL) = 0 

(su xv — xH So) (EN — 2 FM -)- G L) = 0 

(xuyv - y„x,) (EN— 2FM + GL) = 0. 

d. h. Isogonal - isometrische Flächen von S können an- 
gegeben werden: 

a) wenn: 
X = Y= Z = 0, 

demnach auch: 

YD = V EG — 7-'2 = 0, 

also für Tangentenflächen von Minimalkurven, insbe- 

sondere Nullkugeln, Zylinder von Minimalgeraden; 

b) wenn: 
EN — 2 FM + GL = 0, 

d. h. die mittlere Krümmung H von S gleich 0, S also eine 

Minimal fläche ist. 

Die Darstellung der rechtwinkeligen Koordinaten der isogonal- 

isometrischen Fläche S2 erfordert demnach nur eine Quadratur: 
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(3) æs = J [/.' oc„ ± VT-X (Zy„ - Yz„)] d u 

-] - \]ixv ± Y 1 — /c3 {Zy.„ — Ys0)] du; 

y.j und z., haben die durch Vertauschung von x mit y, B; X mit 
Y, Z hervorgehenden Werte. 

Diese drei Gleichungen (3) für xa, y„, z., geben die Ein- 
ordnung des besonderen Falles der Isometrie in die allgemeine 

Problemstellung, wenn man in Gleichung (2a) und Gleichung (4a), 

S. 96, setzt: 

f = i; 

l = X = a = ± 1^1 — 7c2 X 

m = /t = b = ± Vï~¥ Y 

n =v = c = ± yjZIi* z. 

3. 

Zusammenhang der Isogonal-Isometrie mit Flächenverbiegung. 

Schon die von Moutard1) gegebene geometrische Deutung 
der Grundgleichung der unendlich kleinen Verbiegung von Flächen 

(Orthogonalität entsprechender Linienelemente zweier Flächen) lieh 
einen engeren Zusammenhang zwischen Isogonalität im allge- 
meinen (ohne Beschränkung auf den rechten Winkel) und Flächen- 
deformation vermuten. Die nun folgenden Ausführungen erbringen 

den Nachweis dieser Beziehung isogonaler Isometrie mit 

der Verbiegung von Flächen: 

Die zu deformierende Fläche sei S, die durch Verbiegung 
aus ihr hervorgehende Fläche Sa mit den rechtwinkeligen Koor- 
dinaten x0, yQ, z0 ihrer Punkte P0. Wird die Fläche S einer 
Deformation unterworfen, so gehen x, y. z über in 

x + e x2, y -J- e y 2, z -f- e z3, 

wo e eine Konstante bedeutet und x2, y2, zä zu bestimmende 

Funktionen von u und v sind. 

J) Vgl. Moutard, Sur la déformation des surfaces, Bulletin de la Société 
Philomathique, 1869. S. 45, ferner Mémoire et Note, Comptes rendus, 
70. Band, S. 834. 
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Die Punkte P0 der durch Verbiegung aus S erhaltenen 

Fläche S0 besitzen demnach die Koordinaten: 

a'o =x + exi, y0 = y + «y»> z0 = z-\-ez2. 

Die Bedingung einer Deformation ohne Zerrung ist gegeben 

durch die Gleichung: 
ds0 = ds, 

d. h. 
d S(j = ds- -p ds; “P 2 E (ilx dx., -p dy d y,, -p d - d zd), 

woraus durch Umformung folgt: 

(1) 

dx dx,, dy dy2 dz dz., 
ds ds., ' ds ds., ds ds„ 

ds 

d s2 

— l.i) 
2 

Setzen wir voraus, daß: 

ds 
ds2 

(bzw. = ca, wo c0 eine beliebige2) Konstante bedeutet), 

d. h. daß die Flächen S und S2 isometrisch bzw. konform sind, 
so erhalten wir aus Gleichung (1) die Beziehung: 

oder 

dx dx., , dy dy., , dz dz., , 
—,— ■ --- - -4- , - • - -p   = konstant 
ds ds., ds ds., ds ds., 

a ' a-> "P ß ■ ß« -p 7 • 72 = konstant. 

Diese Relation ist vollkommen identisch mit der Grund- 
gleichung der Isogonalität von Linienelementen, Gl. (1), S. 94, d. h. 

die Bestimmung der Komponenten ,ra, y,,, z2 der recht- 
winkeligen Projektionen des die Deformation der Fläche S 
charakterisierenden Verschiebungsvektors auf die Koor- 

dinatenachsen ist gleichbedeutend mit Angabe der recht- 
winkeligen Punktkoordinaten der zur Fläche S isogo- 
nalen und isometrischen bzw. ähnlichen Fläche S2. 

!) Diese Gleichung wurde, soweit der Yerf. bekannt ist, aus der For- 
derung stetiger Verbiegung bis jetzt noch nie abgeleitet. Ygl. z. B. Hugo 
Dingier, Dissertation: Beiträge zur Kenntnis der infinitesimalen Deformation 
einer Fläche. München 1907, S. 6. 

2) Bei gegebenem £ ist die Größe c0 limitiert — und umgekehrt —, 
da für cos ro (ro Winkel entsprechender Linienelemente) die Beziehung be- 
stehen muß: , ^ - , , 

— 1 cos (8 <-pl. 
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§ 4. 

Zusammenhang der Isogonal-Isometrie mit dem Problem assoziierter 
Minimalflächen. 

Die Berechnung der Riclitungskosinus der Normalen der 

Fläche S2 ergibt, unter Berücksichtigung der Formeln für X2„, 

y2H, Z2u (Gl. 3, S. 102), enthaltend die Voraussetzung der Iso- 
metrie, daß: 

X2 = X, Y.,= Y, Z2 = X, 

d. h. die Normalen der zu S isogonal-isometrischen 

Fläche S2 sind parallel den Normalen von S in den ent- 
sprechenden Punkten. 

Für die Fundamentalgrößen 2. Ordnung von S2 erhält man 
die Werte: 

L2 = kL ±Y{EM ~ FL)’ 

M,, = JcM ± ]/ Yy2 {FM- GL) = k M + ]/1 — {EN- FM). 

Ns = JcN ±]/Yr (FN~ aM)- 

Für die mittlere Krümmung errechnet man: 

H2 = k H ± l/1 F11 ■ 

Das Krümmungsmaß ergibt sich zu: 

K2 = K + (1 - k2) {FM - G L)~± k V f-T2 ~-f 

oder : 

K2 = K + (1 - k2) {EN- FM) ~ ± /c VT— k2 

Die Einschränkung der Zulässigkeit der Formeln für isogo- 

nale Isometrie auf die Tangentenflächen von Minimalkurven, für 

welche die Definition der Fundamentalgrößen 2. Ordnung, bzw. 
der Krümmung K versagt, und auf die Minimalflächen, bei welchen: 

H= 0, 

ergibt, daß die Flächen S., wieder Tangentenflächen von Minimal- 

kurven bzw. Minimalflächen (diese selbstverständlich mit jeweils 
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gleicher totaler Krümmung Ks = K) sind. Dieselben Beziehungen 
ergeben die Ausrechnungen für die entsprechenden Größen der 
deformierten Fläche, der Fläche S0. 

Es ist also : X0 = X, = X u. s. f. 
Ka = K, = K 

sowohl für die Tangentenflächen von Minimalkurven — soferne 

bei diesen von Normalenrichtung gesprochen werden kann, — 
wie für die Minimalflächen. 

Für letztere gilt ferner: 

H0 = Ha = H= 0, 

d. h. das Problem der isogonal-isometrischen Flächen schließt in 
sich die Frage nach der Bestimmung der einer Minimal- 

fläche assoziierten Minimalflächen. Der analytische Gang 
der Berechnungen der einzelnen Größen aus der Grundgleichung 

isogonaler Isometrie beweist hier die Richtigkeit der Umkeh- 

rung der von Bonnet1) über diese Flächen aufgestellten 
Sätze. 

§ 5. 
Verallgemeinerung der Darbouxschen und Weingartenschen Lösung 

für die Bestimmung von Orthogonalflächen. 

Die Variation des Winkels co ergibt Spezialfälle im Hinblick 
auf den Winkel entsprechender Linienelemente der beiden Flächen S 
und S2 und zwar: 

Die Flächen mit parallelen korrespondierenden Bogenele- 
menten, wenn a> — 0, k = 1 ; 

jene mit orthogonalen entsprechenden Linienelementen, wenn 

« = *, k = 0. 

') 0. Bonnet. Comptes rendus, Paris, Band 37 (1853), S. 529 — 632. 
G. Darboux, Leçons sur la Théorie générale des Surfaces, Band 1, S. 824 
bis 326: „Die Gleichungen für die Koordinaten .r, yt z, eines Punktes P, einer 
.Minimalfläche St, assoziiert der Minimalfläche S mit den Punkten P tx, y, ;)■ 

korrespondierend irgend einem Werte <o, drücken sich, wenn P, (xt, y,, z,) 
die Punkte der zu S adjungierten Minimalfläche St sind, folgendermaßen 
aus: = x cos tu -j- sin o>“ u. s. f., wobei: dxt = Y<1 z — Zdy u. s. f 
Vgl. damit die vollständig gleichlautenden Gleichungen (3), S. 102. Schwarz, 
.Miseellen aus dem Gebiete der Minimalflächen. Crelles Journal, Band 80, 
1875, S. 287 ft'. 
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a) In den Grundgleickungen isogonaler Isometrie 
Gl. (1 c) S. 99 ist demnach die Verallgemeinerung des von 
Darboux1) behandelten Problems gegeben: „Die zu S ortho- 

gonalen Flächen aus der Gleichung: 

dx ■ dxl -p dy ■ dy, -p dz ■ dzl — 0 

zu bestimmen.“ 

Entsprechend den bei Darboux durchgeführten, als erste 

Lösung bezeichneten Betrachtungen verfährt man zur Lösung der 
Gleichungen (1 c) wie folgt: 

Die Fläche S ist vorausgesetzt in der Form : z = f (,r, y). 
Zur Darstellung der Fläche S2 benützen wir die Gleichungen (1 c) 
S. 99 und setzen: 

d x., — ledx — d (x2 — Je x) = dx3, 

(!) dy2 — Je dy = d (y— ley) = dy3, 
dz., — Je dz = d (z„ —■ lez) = dz3, ' 

setzen auch ,.~3 (wie z und z«) als Funktion von x und y voraus 
und bezeichnen die ersten Ableitungen hievon mit p3 und q3. 

Durch Gleichsetzung von 

dz3 = bdx — a dy und dz3 = p3 dx -p q3 d y 

folgt, dah: 

a = — q3, 

b =p3. 

Ersetzt man in den Gleichungen (1 c) S. 99 dz durch pdx 
-p qdy, so nehmen die Ausdrücke für dx3 und dy3 folgende 
Form an: 

^2) dxs = d !J (c — P s <z) — P P3 
d x, 

dy3 = — dcc{pq3 + c) — qq3 dy. 

Die Integrabilitätsbedingung ergibt: 

9 (c — qp3) 3 (pp3) = 

dx 3 y 

^ Hy q3) _ 3 (c + pq3) = 0 

dx 3 y 

*) G. Darboux, a. a. 0., lid, 4, S. 10 — 18. 
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Eliminiert man c durch neue Ableitungen, so findet man : 

oder, entwickelnd und mit r3, s3, t3 die zweiten Ableitungen 
von bezeichnend: 

Die Integration dieser partiellen linearen Differentialgleichung 

2. Ordnung ergibt die Gleichungen (3) liefern die zwei Ab- 
leitungen von c; aus den Gleichungen (2) erhält man durch 
Quadraturen von totalen Differentialen mit zwei Variablen die 

Werte von x3, y3 und hieraus durch Addition aus den Glei- 
chungen (1) xn, ÿ2, s%. Es ist also die Behandlung des Pro- 
blems isogonaler Isometrie auf die Integration der Glei- 

chung (4) zurückgeführt. 

b) Zum Schlüsse sei noch eine Lösungsart zur Bestimmung 

der einer Fläche S isogonalen Flächen S2 angegeben, welche 
die Weingartensehen1) Ausführungen über die Berech- 
nung der die unendlich kleine Deformation von Flächen o 

charakterisierenden Funktion cp benützt und durch fol- 

gende Überlegung gegeben ist: 

Unter Beibehaltung der bislang benützten Bezeichnungen 
für die Flächen S und S2 ergeben die Gleichungen (2), (3), (4), 
S. 06, die von Weingarten für die charakteristische Funktion cp 

errechneten Beziehungen, wenn wir setzen: 

. 's I « == X 2 ,, /i f X„ , 

lit, = Xoo — 1t fX- 

nebst den analogen Gleichungen für und f1( welche durch 

gleichzeitige Vertauschung von und x mit ?]1 und y, und g 
hervorgehen. 

Wir erhalten hieraus durch Diüerentiierung der ersten Glei- 
chung (5) nach v, der zweiten nach u und Gleichsetzung der so 

') V-rl. Weingarten, Crelles .tournai, 100. Band. Bianchi-Lukat, Vor- 
lesungen über Differentialgeometrie, S. 204—297. 

92 (pfh) , 32 (m) _ 32 (Ms. + 9PÙ = 0 

d ,f-~ dar 3 a-3y 

(4) r t3 -\- t r3 — 2 ,v s3 = 0. 

gefundenen zwei Werte für 1 

° du 3 v 
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durch die obigen, für diese Lösungsart richtunggebenden Glei- 
chungen (5) gewählte Substitution ist demnach nur zulässig, wenn 
für die Flächen S die Beziehung gilt: 

1) f» = f* = 0, 

d. h. wenn f = konstant ist, die entsprechenden Linienelemente 
beider Flächen in konstantem Längenverhältnis zueinander stehen, 

die Flächen S und S., isometrisch oder ähnlich sind. 

2) ^ = Vv- = -c- 

’ x„ y„ z,,' 

d. h. wenn die Flächen S Tan ge nt en fläch en von Minimal- 
kurven sind. 

Im Falle 1) ist die Berechnung von «•„, i/._,. z„ durch Inte- 
gration gegeben in den Gleichungen: 

(G) Xu — J (fi « -)- Jcfxu) du -f- (f I v -j- k f Xu) dv u. s. t. 

Im Falle 2) kann man dann setzen: 

XL; 

Xu' 

Vu 
y r 

Differentiieren wir die erste dieser Gleichungen nach u, die 
zweite nach v. und setzen die beiden so erhaltenen Werte für 

JV 
dlldv 

Gleichung: 
/x..\ 

3 

fv = fu 

U = fv 

einander gleich, so ergibt sich zur Bestimmung von f die 

r-fxu 

dU- X„ 

32fy« , 3/ 
d v- y,- du 3u dv dv 

= 0 

und durch Quadratur nach Gl. (5) die Berechnung von a?„, //.,, z„. 


