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Uber isogonale Flichen 2. Art.
Von Josephina Kapfer.

Vorgelegt von F.Lindemann in der Sitzung am 14, Mai 1927.

In diesem zweiten Teil meiner Arbeit ,Uber Isogonalitiit von
Flichen“!) werden, entsprechend der zweifachen Moglichkeit einer
Definition von Flichenisogonalitit, die isogonalen Flichen 2. Art
behandelt. Die Bedingungsgleichung hiefiir wird aufgestellt und
celost. Der enge Zusammenhang zwischen Isogonalitéit von Linien-
clementen und isometrischen bezw. konformen Flichen wird dar-
gelegt und die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung,
welche Flichen, konform einer gegebenen Fliche, bestimmen liBt,
ermittelt. Diese Gleichung diirfte bisher noch nicht abgeleitet
worden sein. Die Arbeit erbringt ferner den Nachweis der Iden-
titit des Problems isogonaler Flichen, deren korrespondierende
Linienelemente in kounstantem Verhiltnis stehen, mit der Frage
der Flichenverbiegung. Die Richtigkeit der Umkehrung der von
Bonnet fiir assoziierte Minimalflichen gefundenen Sitze bzw. der
Zusammenhang der Schwarzschen Minimalflichen mit isogonaler
Isometrie wird nachgewiesen. Schlieilich wird gezeigt, wie eine
Verallgemeinerung der von Darboux und Weingarten angewandten
Methoden (zur Losung des Problems der unendlich kleinen Flichen-
deformation, bzw. Bestimmung der Orthogonalflichen) sich fiir die
Ermittlung von isogonalen Flichen 2. Art verwenden lift.

1) Vgl. Sitzungsberichte d. Bayer. Akad. d. Wissenseh., 16. Jan. 1926,
8. 63 —81.

Sitzgab, d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1927. 7



94 J. Kapfer

§ 1.

Angabe des Problems — Losung.

Entspricht dem Wertepaar u, v der u, v Mannigfaltig-
keit der Punkt P auf der Fliche S und der Punkt P, auf

der Fliche S,, ferner der Richtung :;Z durch u, v die

Richtung » durch P auf S und die Richtung =, durch P,
auf S,, so heifen S und S, isogonale Fliachen 2. Art, wenn
die Linienelemente mit den Richtungen » und x, fiir jedes

do .
vy g

einschliefen.

im Definitionsbereich den konstanten Winkel w

Es seten 2, y, ¢ die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte
P einer Fliche S, deren Parameter die beiden unabhiingigen
Variablen » und ¢ sind, S demnach analytisch bestimmt durch
die folgenden Gleichungen:

r = fl (7(” 1'.) ’ Y= f:: (uv 7’)3 g = f»‘ (“’1 ')

Dabei sei vorausgesetzt, dal die Funktionen f,, f,, f;, wenig-
stens in einem gewissen Bereich, eindeutig und unbegrenzt differen-
tiierbar sein sollen. Mit

B rger " roar. o LN—IP
dsy a, By X, Y, 2y K I, G; LM, N, K= o H
selen in obiger Reihenfolge: das Linienelement der Fliche S,
die Richtungskosinus der Tangente an dasselbe, die Richtungs-
kosinus der Flichennormalen, die FundamentalgréGen 1. und
2. Ordnung fiir die Fliche (in der Benennung von Scheffers), das
Gaufische KriimmungsmaB und die mittlere Kriimmung von S
bezeichnet. Fiir die Fliche S, mdgen dieselben Bezeichnungen
mit dem Index 2 analoge Bedeutung haben.

Der vorstehenden Definition isogonaler Flichen 2. Art ent-
spricht als Bedingungsgleichung fiir ein Paar derselben die Be-
ziehung:

(1) aay, -fp,yy, = cos w = konstant = .
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Liniengeometrisch gedeutet lautet das Problem:

Gegeben ist der Komplex der <® Tangenten an eine Fliche S,
angeordnet in oo? Strahlenbiischeln, von welchen jedes in einer
Tangentialebene an diese Fliche in P, dem Biischelzentrum, ge-
legen ist. Die mit diesen Tangenten in den Punkten P von S
den Winkel o einschlieienden Geraden bilden in ihrer Gesamtheit
ot Geradenkomplexe, dargestellt durch die Mantellinien von oo?
Drehkegeln, deren Offnungswinkel konstant und eben jener Winkel o
ist, deren Spitzen die oo? Punkte P der Fliche S, deren Achsen
die Tangenten dieser Fliche sind und deren Seitenlinien, als
Tangenten der Flichen S,, deren Linienelemente enthalten. Die
(tesamtheit dieser Kegelmantellinien ist in Tangentenkomplexen
von Flichen S, anzuordnen.

Die Bedingungsgleichung (1) fiir die Isogonalitit von Flichen S
und S, kann in folgender Form geschrieben werden:

dz dz, dy dy, dz dz,

(1) ds ds, ds ds, H(ls'ds._,zk’
oder :

ds, _ 1 . da ) slx:

ds cosw = ds ds’

Setzt man fir dz, dy, dz; dz,, dy,, dz, die Werte ein:
de =uz,du + z,dv?) usf,

und multipliziert aus, so erhilt man:

, dv ar\?
,\_‘_{Cu Zou !‘(Exuxz‘ﬂ‘ - Exz-x21¢) ; ):‘zuxi?v

ds, 1 du du
ds  cosw . \ dv NAAN
el 4 2Le du St (tlu

dv
=f (u, v, du)'

P . ds, . :
Gewihnlich ist al<o * eine Funkfion von «, » und

ds

Bemerkenswert ist der Fall, dab gilt:

dv
dau’

Y) Die der Funktionsbezeichnung beigefiigten Indices « und v bedenten
die partielle Differentiation nach u baw. .
7*
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dso_
dS —f(uv),

wobei [ eine beliebige, aber fiir jeden Punkt P der Fliiche §
geltende Funktion der beiden Unabhiingigen » und v ist. Hs ist
dann der Zihler des Bruches
‘ dv dv\*
D D s ) N, 2, — Na, 2,
22y (_xuxb + 2L z() du + 2Ty (dll)

dv L[ dv\?
R PR A v

ein Vielfaches des Nenners, die Flichen S und S, sind konform
aufeinander bezogen und es schliebt ersichtlich das Problem
der isogonalen Flichen 2. Art als Teilaufgabe in sich die
Bestimmung von Flichen S,, welche einer gegebenen
Fliche S durch Konformitit der Abbildung in korre-
spondierenden Punkten zugeordnet sind.

In diesem Falle gilt fiir jedes %:

- ‘ dv B | dv f & o dv\?
XLy T Ty 5] 2y Xy ) = Jeosw M \x, X, s
=\ >  du du

d. h. es ergeben sich die drel Gleichungen:

(2) _\'_:xu (x‘.). w kfxu) =0.
3) N @ k) Yo —kfz) = 0.
4) Yo, (@, —kfx,) = 0.

Gleichung (2) kann ersetzt werden durch das System der
drei Gleichungen:

Xow — Kf T = NYu — M2,
(22) You—kfypu=1lzu—n2u
Zonw — k2w =maw— L.
Gleichung (4) ist identisch mit dem System:
Ty — kfw, = vy, — pnz,
(4a) Yoo — kfy, = Az, —rva,
2oy — kf 2y = uxy— Ay,.
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Dabei sind I, m, n, bzw. 4, u, v willkiirliche Funktionen von
w und ¢. Setzt man:

| =1,
m = u,
7@:1/,

so ist auch Gleichung (3) erfiillt.
Man differentiiert die Gleichungen (2a) nach », die Gleichungen

(4a) nach u, setzt die beiden jeweils hiedurch gefundenen Werte
von Pz, Py, Py einander gleich und erhilt so die drei
dudv’ duav' dudvw
Gleichungen:
E@f) + () — (1) = 0
(9) k) + () —(@r) =0
k(zf) + @) —(y 1) =0,
wobel (xf) = z.f, — furs.
Da die drei Gleichungen (5) nebeneinander bestehen miissen,
so sind die Funktionen 7, s, » an die Bedingung gebunden:

7 e () — (1)
(6) Yo Yo (2 1) —(xv) = 0.1)
2z (@) — (Y a)
Ist diese Bedingung erfiillt, so ldft sich die Funktion f fol-
gendermaBen bestimmen:

Man differentiiert die erste der Gleichungen (5) nach u, wo-
raus folgt:

(534) 7‘7(](;( v Ly + fuxuu —_ fuu Ly — fu xlll?) = Yuulv + Vullur
— VurYu — Vo Yuu + Moy & + My @yu — Huny — U &y = A-/;

dieselbe Gleichung nach v, woraus sich ergibt:

(V) b) k (fz v Ly 1 fu Ly = fur ZXy, — fu Xy zf) = Yy Y T Vulvw

VYoo lu — Vel — Hur &y - Wy &y — Hyp @y — Ry &py == Blv
1) Werte 7, g, », welche dieser Bedingung geniigen, lassen sich finden.
Fingesetzt in die Determinante (6), ergibt deren Ausrechnung zugleich ein-
schriinkende Bestimmungen fiir jene Flichen, fiir welche diese Werte an-
wendbar sind. Setzt man z. B.. = X, p = Y, v = Z, so folgt durch Aus-
rechnung aus (6), da dicse Substitution brauchbar ist fir a) Minimalflichen,
b) Tangentenflichen von Minimalkurven, Vgl. hiezu auch § 2.
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isoliert hierauf f,, aus (5a) und (D), setzt die heiden so ge-
fundenen Werte fiir f,, einander gleich und erhiilt nach einiger
Umformung;

(Ta) E(funawi—feoxi A= fu@e@p, 2o ) — o (@00 - 2 200))
+d'z, + Bz, = 0.
Mit den zweiten und dritten Gleichungen (5) verfihrt man
ebenso, wodurch sich ergibt:

(7 b) 7‘7 (fu‘u yi - f(‘ l??/?z _{' fu (?/L ?/u v "}‘ ?/u !jv u) - fv (yu ?/ur v _{ B 3/0 ?/u u))
_}_ A//?/U + B”y” — 0,

(7 G) 7'/' (fu U Z?‘ - ftb 312: 'i’ flL (Z‘L‘ &y v —{' Zuly v) == fu ('31( Zu v 4‘ Zu &y n))
_IL_A///ZU —{—_B”/Zu — 0.

SchlieBlich erhilt man durch Addition dieser drei Gleichungen

(7) die partielle Iineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zur

Bestimmung von f und damit zur Ermittlung der einer Fliche S
konformen und zugleich isogonalen Flichen S,:

]»‘(fl,,,G - fvz-L“‘:“quv _fa;lpu) I ):A/xz'_% ) ,\_‘B,xu = 0-

Durch Variation 1: der Funktionen A, x, » und damit der
Funktion f, d. 1. des Verhiltnisses entsprechender Bogenelemente
der Flichen S und S, einerseits,

2: des Wertes des konstanten Winkels o
und damit der Grofe & anderseits ergeben sich spezielle Fille
der Fldchenisogonalitiit.

§ 2.
Isometrisch-isogonale Flachen 2. Art.
In der Variation des Wertes der Funktion [ ist von be-
sonderem Interesse der Fall:
ds,
ds
‘Wihlt man speziell:

= f(#, v) = konstant.

f=1,
so ergibt sich hiermit: die Bestimmung der zu einer Fliche S
isometrischen Fliche S, ist eine Teillosung der Aufgabe,
die zu S isogonalen Fldchen 2. Art zu ermitteln.
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In diesem Falle der Isometrie erhalten die Gléx"chungen (5),
5. 97 die Form:
() — (1) = 0
(¢2) — (xv) =0
(xpy— (y 2y = 0.

Damit sind die Bestimmungsgleichungen fiir die Zulissigkeit
von Werten 4, i, » aufgestellt. — Die im Folgenden angegebene
Methode fithrt zur Darstellung der Punktkoordinaten ., y,, 2,
von S, in integrabler Form, damit auch zur Ermittlung verwend-
barer Werte 4, «, v in dieser Uberlegung:

Die Gleichung (la), S. 95, kann ersetzt werden durch das
System der drei Gleichungen:

da, = (cdy —bdz - da) (ngg
. ds,
(1h) dy, = (adz —cdz - Ldy) s

dz, = (bdx—ady-|-Ldz) cfiss"

Dabei sind «, b, ¢ Funktionen von # und », mit deren diese
Gleichungen befriedigenden Bestimmung die Losung des Problems
cegeben ist, wenn wir voraussetzen, dag die isogonalen Flichen S
und S, in den korrespondierenden Punkten zugleich isometrisch

. . . ls, .
sind, also das Verhiltnis entsprechender Linienelemente —(dzj = 1) ist.
Hierdurch erhalten wir aus Gleichung (1b):

de, =cdy —bdz+kdx
(L) dy,=adz —cdx |-kdy
dz,

s =Ubder—ady--kdz.

1) Die Annahme eines konstanten, aber von 1 verschiedenen Verhilt-
. (ISn . . . . .
nisses -d'- = o der Linienelemente beider Fliichen wiirde nur eine Mafstabs-
s
veriinderung der Koordinaten der Fliche S, bedingen. Statt & wiire in den
einschliigigen Formeln zu setzen: & = Lk-6; @’ = a.a; V¥V =b-g; ¢’ = c-0.

Da hiedurch keine wesentlich neuen Gesichtspunkte geschaffen wiirden,
blieb dieser Fall unberiicksichtigt.
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Geometrisch betrachtet handelt es sich hier um Flichen,
deren simtliche entsprechende Kurven lingentreu sind und bel
welchen die Tangenten jener Kurven in korrespondierenden Punkten
jeweils konstanten Winkel einschliefen.

Kinematisch betrachtet, um die Angabe der Beziehungen
zwischen zwel Flichen, auf welchen sich Punkte mit derselben
Geschwindigkeit bewegen, wobei deren Bahntangenten sich unter
gleichem Winkel schneiden.

Da dz = x, du + z, dv, u.s. f.,
so folgt:
Tay =k, +-cy, — ba,
) o, =hka,+cy, — bae
nebst den analogen Formeln fiir y und -

Unter Beriicksichtigung der durch Voraussetzung der Iso-
metrie der heiden Flichen geltenden Formeln:

B, =Y, =F
F«_) = )_‘x:?'ux?.l' =F
G2 = 2.’17202 =

ergibt sich durch Quadrieren der Gleichung (2) fir x,u:
E(l—1) = FE@ -0 - c®)— (a4 by, - can)
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man setzt:
a0t =1—}=sin*w
ax, + by, -+ cz, = 0.
Bezeichnet man:
a=+V1—1a, b==x=V1—8b; c=+V1 — 12,
so folgt: die Gerade mit den Richtungskosinus a, 0, ¢ steht
senkrecht zur Tangente an die Parameterkurve v = konstant der
Fliche S.
Analog ergibt sich aus der Gleichung (2) fiir 2 ,:
G —F)y=G @0 c)—(azx, by, - cz,)?,
hieraus:
a2 -0t =1~ 7

ax, +by, -ce =0,
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d. h.: Die Gerade mit den Richtungskosinus @, b, ¢ steht
auch senkrecht zur Tangente an die Parameterkurve u = konstant
der Fliche S, also senkrecht zu der durch diese beiden Tangenten
bestimmten Beriihrungsebene an S in P: sie ist parallel der
Flichennormalen von S in P,

Somit erhilt man:

Ty = kx, = Vl - 75_2 (yuz_ Z,,Y);
oy = ka, £ V1 — k2 (yo £ — 2, Y).

Aufierdem muf sein:

*x, 3w,
dudy  3vdu
Py, __ ¥y,

duav  dvou

Diese Bedingungen sind, wie sich nach Einsetzen der Werte
von @, b, ¢ durch Ausrechnen ergibt, erfiillt, wenn die Bezichungen
gelten:

Wuey — 2.y ) EN—2FM -+ GLy=0
(fuxy —2u2))(EN—2FM-4 GL)y=0
@y, —yux) EN—2F M-+ GL)y = 0.

d. h. Isogonal-isometrische Flichen von S kdnnen an-
gegeben werden:

a) wenn:
X=Y=7=0,
demnach auch:
VD = VEG—Ft =0,
also fiir Tangentenflichen von Minimalkurven, insbe-

sondere Nullkugeln, Zylinder von Minimalgeraden;

b) wenn:
EN—2FM + (L =0,
d. h. die mittlere Kriimmung H von S gleich 0, S also cine
Minimalfliiche ist.

Die Darstellung der rechtwinkeligen Koordinaten der isogonal-
isometrischen Fliche S; erfordert demnach nur eine Quadratur:
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(3) wy = [k, £ V1 —k,(Zy, — Yz,)] du

Ak, £ V1 =1 (Zy, — Ye)] dv;
y, und ¢, haben die durch Vertauschung von a mit y, 2; X mit
Y, Z hervorgehenden Werte.

Diese drei Gleichungen (3) fiir a,, y,, #, geben dic Ein-
ordnung des besonderen Falles der Isometrie in die allgemeine

Problemstellung, wenn man in Gleichung (2a) und Gleichung (4a),
S. 96, setzt:

Vi—kX
m=p=b==+V1—1Y
+ V1—12 2

l
I
g
|
H -

|
|
I

Zusammenhang der lsogonal-Isometrie mit Flichenverbiegung.

Schon die von Moutard!) gegebene geometrische Deutung
der Grundgleichung der unendlich kleinen Verbiegung von Fliichen
(Orthogonalitit entsprechender Linienelemente zweier Fliichen) lief
einen engeren Zusammenhang zwischen Isogonalitit im allge-
meinen (ohne Beschrinkung auf den rechten Winkel) und Flichen-
deformation vermuten. Die nun folgenden Ausfithrungen erbringen
den Nachweis dieser Beziehung isogonaler Isometrie mit
der Verbiegung von Flichen:

Die zu deformierende Fliche sei S, die durch Verbiegung
aus ihr hervorgehende Fliche S, mit den rechtwinkeligen Koor-
dinaten x,, ¥,, 2, ihrer Punkte P,. Wird die Fliche S einer
Deformation unterworfen, so gehen z, y, ¢ ilber in

T exy, Y-tey,, 24 ezy

wo ¢ eine Konstante bedeutet und «,, %,, 2, zu bestimmende
Funktionen von # und » sind.

1} Vel. Moutard, Sur Ia déformation des surfaces, Bulletin de la Société

Philomathique, 1869. S. 45, ferner Mémoire et Note, Comptes rendus,
70. Band, S. 834
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Die Punkte P, der durch Verbiegung aus S erhaltenen
Fliiche S, besitzen demnach die Koordinaten:

Ty =2 A exy, Yo=Y T eY,, =2}z,
Die Bedingung einer Deformation ohne Zerrung ist gegeben

durch die Gleichung:
ds, = ds,
d. h.
ds; = ds* + *ds; + 2e(dxdow, + dydy, + drdz,),

woraus durch Umformung folgt:

dz dx, dy dy, , dz dzy,) ds &
) (%“ds:,‘ ds dsj_,'+ ds ds,) ds, ~ 2 )
Setzen wir voraus, dafk:
ds
as, = 1
(bzw. = ¢,, wo ¢, eine beliebige?) Konstante bedeutet),

d. h. daB die Flichen S und S, isometrisch bzw. konform sind,
so erhalten wir aus Gleichung (1) die Beziehung:
da du,

dr da dy dy, | dz dz,
ds ds,

—* = konstant

+E.d32 ds ds,

oder:
a-a, - p- B, 4 -y, = konstant.

Diese Relation ist vollkommen identisch mit der Grund-
oleichung der Isogonalitit von Linienelementen, G1. (1), S. 94, d. h.
die Bestimmung der Komponenten o, y,, #, der recht-
winkeligen Projektionen des die Deformation der Fliiche S
charakterisierenden Verschiebungsvektors auf die Koor-
dinatenachsen ist gleichbedeutend mit Angabe der recht-
winkeligen Punktkoordinaten der zur Fliche S isogo-
nalen und isometrischen bzw. dhnlichen Fliche S,.

1) Diese Gleichung wurde, soweit der Verf. bekannt ist, aus der For-
derung stetiger Verbiegung bis jetzt noch nie abgeleitet. Vgl. z. B. Hugo
Dingler, Dissertation: Beitriige zur Kenntnis der infinitesimalen Deformation
einer Fliche. Miinchen 1907, S. 6.

) Bei gegebenem & ist die Grofe ¢y limitiert - und umgekehrt —,
da fiir cos ® (@ Winkel entsprechender Linienelemente) die Beziehung be-
stehen mub: 1= cosw <41
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§ 4.

Zusammenhang der Isogonal-lsometrie mit dem Problem assoziierter
Minimalfidchen.

Die Berechnung der Richtungskosinus der Normalen der
Fliche S, ergibt, unter Beriicksichtigung der Formeln fiir a»,,
You, 2. (GL 3, 8. 102), enthaltend die Voraussetzung der Iso-
metrie, daB:

X=X ¥Yo=¥% Zs—=2,
d. h. die Normalen der zu S isogonal-isometrischen
Fliche S, sind parallel den Normalen von S in den ent-
sprechenden Punkten.

Fiir die FundamentalgréBen 2. Ordnung von S, erhilt man
die Werte:

L,=%L +]/1 (BN FI),

M, =%kM+ ]/1_~ (P~ (;L)—mu] B EN--FII),

N,=kN i]/l G ).

Fiir die mittlere Kriimmung errechnet man:

H,=EH+ ]/1 sy 73

Das KriimmungsmaB ergibt sich zu:

K,=K+(1—F(FM—GL) D2+7L1/1—7zlglf
oder:
o M
K,= K-+ (1 —k)(EN—FM) D?+7V1 D

Die Einschrinkung der Zulidssigkeit der Formeln fiir isogo-
nale Isometrie auf die Tangentenflichen von Minimalkurven, fiir
welche die Definition der Fundamentalgroien 2. Ordnung, bzw.
der Kriimmung K versagt, und auf die Minimalflichen, bei welchen:

H=0,
ergibt, daB die Flichen S, wieder Tangentenflichen von Minimal-
kurven bzw. Minimalflichen (diese selbstverstindlich mit jeweils
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aleicher totaler Kriimmung K, = K) sind. Dieselben Bezichungen
ergeben die Ausrechnungen fiir die entsprechenden Grifen der
deformierten Fliche, der Fliche S,.

Es ist also: X=X, =X u s f
K=K =K
sowohl fir die Tangentenflichen von Minimalkurven — soferne
bet diesen von Normalenrichtung gesprochen werden kann, —
wie fiir die Minimalfliichen.
Fiir letztere gilt ferner:
HO = -H—z = H = 01
d. h. das Problem der isogonal-isometrischen Flichen schlieft in
sich die Frage nach der Bestimmung der einer Minimal-
fliche assoziierten Minimalflichen. Der analytische Gang
der Berechnungen der einzelnen Grofen aus der Grundgleichung
isogonaler Isometrie beweist hier die Richtigkeit der Umkeh-

rung der von Bonnet!) iiber diese Flichen aufgestellten
Siitze.

§ 5.
Verallgemeinerung der Darbouxschen und Weingartenschen Losung
fir die Bestimmung von Orthogonalflichen.

Die Variation des Winkels @ ergibt Spezialfille im Hinblick
auf den Winkel entsprechender Linienelemente der beiden Flichen S
und S, und zwar:

Die Flichen mit parallelen korrespondierenden Bogenele-
menten, wenn o = 0, k= 1;

jene mit orthogonalen entsprechenden Linienelementen, wenn
1
m==,kFk=0.
2 Y

1) O. Bonnet, Comptes rendus, Paris, Band 37 (1853), S. 529 —b32.
tr. Darboux, Lecons sur la Théorie générale des Surfuces, Band 1, S. 824
bis 326: ,Die Gleichungen fir die Koordinaten &, y; 2, eines Punktes Py einer
Minimalfliiche S, assoziiert der Minimulfliche S mit den Punkten P (v, y, <),
korrespondierend irgend einem Werte o, driicken sich, wenn E (T, Yy, 24)
die Punkte der zu S adjungierten Minimalfliche S, sind, folgendermaben
aus: @y = & cos w 4y sin 0 u. s, £, wobel: daoy = Ydz — Zdy u s f
Vel damit die vollstiindig gleichlantenden Gleichungen (3), S. 102, Schwarz,
Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen. Crelles Journal, Band 80,
1875, S. 287 ff.
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a) In den Grundgleichungen isogonaler Isometrie
Gl (Le) 8. 99 ist demnach die Verallgemeinerung des von
Darboux?) behandelten Problems gegeben: ,Die zu S ortho-
gonalen Flichen S, aus der Gleichung:
dx-dz, +dy-dy, +dz-de, = 0

zu bestimmen.*

Entsprechend den bei Darboux durchgefiihrten, als erste
Losung bezeichneten Betrachtungen verfihrt man zur Lésung der
Gleichungen (1c¢) wie folgt:

Die Fliache S ist vorausgesetzt in der Form: z = [ (r, y).
Zur Darstellung der Fliche S, beniitzen wir die Gleichungen (1¢)
S. 99 und setzen:

dey,—kdr = d@x, —kz) = duz,,
1) dy,—kdy = d(y,— ky) = dy,,

de, —kdz = d(z, —k2) = dz,,
setzen auch z; (wie 2 und 2,) als Funktion von z und y voraus
und bezeichnen die ersten Ableitungen hievon mit p; und g¢,.

Durch Gleichsetzung von

deg=>bdxr —adyund dzy; = p,dx 1-q,dy
folgt, dab:
@ = — (3,
b= Dy
Ersetzt man in den Gleichungen (1¢) S. 99 dz durch pdx

+ qdy, so nehmen die Ausdriicke fiir dx, und dy, folgende
Form an:

@) dz, = dy(c—p,q9) —pp,de.
dyy = — da(pg; + ) — 99, dy.
Die Integrabilititsbedingung ergibt:
2le—ap) 4 3(ppy) _ )
dx oY
2]
) o(aq) 3+ pgy) __ 0
ox dy ’

1) G. Darboux, a. a. 0., Bd. 4, S.10—18,
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Eliminiert man ¢ durch neue Ableitungen, so findet man:

*(ppy | 344y _ (P, + 90 _
2y du? 2w dy
oder, entwickelnd und mit r,, s,, ¢, die zweiten Ableitungen
von 2, bezeichnend:

4) v, 4 try, — 2583 = 0.

Die Integration dieser partiellen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung ergibt z,; die Gleichungen (3) liefern die zwei Ab-
leitungen von ¢; aus den Gleichungen (2) erhiilt man durch
(Juadraturen von totalen Differentialen mit zwei Variablen die
Werte von z,, y, und hieraus durch Addition aus den Glei-
chungen (1) z,, ¥., #,. Hs ist also die Behandlung des Pro-
blems isogonaler Isometrie auf die Integration der Glei-
chung (4) zuriickgeftihrt.

+

1

b) Zum Schlusse sei noch eine Losungsart zur Bestimmung
der einer Fliche S isogonalen Flichen S, angegeben, welche
die Weingartenschen?!) Ausfiihrungen iiber die Berech-
nung der die unendlich kleine Deformation von Fléichen
charakterisierenden Funktion ¢ beniitzt und durch fol-
sende Uberlegung gegeben ist:

Unter Beibehaltung der bislang beniitzten Bezeichnungen
fiir die Flichen S und S, ergeben die Gleichungen (2), (3), (4),
5. 96, die von Weingarten fiir die charakteristische Funktion ¢
errechneten Beziehungen, wenn wir setzen:

) f”zx“_fﬂ“
S1y == c—kfz,

nebst den analogen Gleichungen fur 7, und 41, welche durch
gleichzeitige Vertauschung von E, und  mit 7, und ¥, Cl und #
hervorgehen.

Wir erhalten hieraus durch Differentiierung der ersten Glei-
chung (5) nach v, der zweiten nach % und Gleichsetzung der so
gefundenen zwei Werte fiir 5, (bzw. Cast : s E ) Die

du v duav' duav

1) Vol Weingarten, Crelles Journal, 100. Band. DBianchi-Lukat, Vor-
lesungen itber Differentinlgeometrie, S. 294—297.
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durch die obigen, fiir diese Lésungsart richtunggebenden Glei-
chungen (5) gewihlte Substitution ist demnach nur zulissig, wenn
fiir die Flichen S die Beziehung gilt:

) fu=fr=0,
d. h. wenn f = konstant ist, die entsprechenden Linienelemente

beider Flichen in konstantem Lingenverhiiltnis zueinander stehen,
die Flichen S und S, isometrisch oder #hnlich sind.

x Uy 2y
2) —D:‘/ _ —

Tu Yo B
d. h. wenn die Flichen S Tangentenflichen von Minimal-
kurven sind.

Im Falle 1) ist die Berechnung von x,, y,, 2z, durch Inte-
gration gegeben in den Gleichungen:

) a,=f G, +Efe)du+ E .+ kfe)do s f.
Im Falle 2) kann man dann setzen:

Ty

fv'— « y

Xy
— Y
fo="r .

Differentiieren wir die erste dieser Gleichungen nach u, die
zweite nach », und setzen die beiden so erhaltenen Werte fiir

9

T einander gleich, so ergibt sich zur Bestimmung von f die
Gleichung:
Z, Y,
o v, o(e) ()
Ffe.  Ffye 2f \&g _3f \p) _
au>x, dviy, du u 3v v

und durch Quadratur nach Gl. (5) die Berechnung von z., y., ¢,.



