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Uber die Grundgleichungen der Flichentheorie.
Von Aurel Voss in Minchen.

Vorgetragen in der Sitzung am 15. Januar 1927.

Diese Gleichungen, hiufig auch Codazzische Gleichungen
genannt, werden in sehr verschiedener Art entwickelt. Die fol-
oende Herleitung ist vielleicht besonders einfach.

Fir die Richtungscosinus X. Y, Z der Flichennormale hat
man, wenn

1) 2Xxyu=1D, XXz, =D", 2XXuzx,=D,
2y 2 Xyxy=—D, 22Xy, =2Xx,=~ D, 2Xz,,=—D"
gesetzt wird, durch Differentiation von 1)
3) 22Xzt 22X 2w =D, T Xz + 2 Xu2o = D"y,

2 X + 2 Xuvw, =D 2 X2puu+ 2 X200, = D'y,
also aus 3)
1) 2Xou— 2 Xuwo= D, D'y, ZX, 20, E Xy 20y = D', — D",.

Aus 4) erhilt man sogleich die beiden Codazzischen Glei-
chungen, wenn man die zweiten Ableitungen der z, y, £ durch ihre
Werte nach 5) ersetzt und die Gleichungen 2) zur Entfernung
der XXz, 2 Xz, 2X,2,, 2 X, 2, benutzt. Aus den For-
meln, die auch fiir y, ; Y, 7 unverindert giiltig bleiben

) Luw = Ao, + A, 2, + XD,
Zyy = Bz, + Bz, -+ X1,
Tyy = Ca, _1'_ 01 Ty "l’ XD’

hat man sogleich die gesuchten Gleichungen

I) Dy— D+ D(Ad—B)+ DA, — DB = 0.
Dy— D'+ D (¢, ~B)+DC—D"B =0.
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Es ist jetzt nur noch nétig zu zeigen, daB zum Bestehen
aller 6 Integrabilititsbedingungen, von denen bei 4) nur zwei
benutzt werden, nur noch eine einzige neue Gleichung
erforderlich ist.

Setzt man

a ANJ )

Dy =1¢", Xxi=1¢"% 2a,x,= /.
so hat man die Identitiiten

ﬂ) Ly Luuy + Ly o Lyy = (8/ Elu)rq
Ty Tyuu + LyyLyu — (5/ F/L’)ll .
b) Ly Lpuu + (xu n)? == (8,/ 8"11):“
Ly Lrer v + LyyLunw == Juv — (5/ ‘g,u) .
C) Ly Lipu + Lyulyy — fu v T (6 [ u)u
Ly Zuvv 'J[‘ (xu u)2 — (E, E,u)v-
d) ZyBoyu + TyuLoy — e e s
Ty ZLuvy + LyuLyy == (8 Swn)v-
in denen links die 2 Zeichen in Bezug auf z, y, 2z der Kiirze
wegen fortgelassen sind, und erhiilt durch Bildung der Diffe-
renzen der a), b), ¢), d)
6) "1) Xy (xuuv“'xvuu) - 07 dl) xu (xvuu —wuvv) = 0
b[) Zy (JL',, uu_'xuuv) + (xu v)g—xnu Lyy = (EN & u)u + (8 £ ) 1ll
CI) Ly (xvvu - xuuv) + Lyu xnv_(a;u 11)2 = fuv - (g” 6//11)11 (ﬁ & L')l .
und aus 4), 6) folgt jetzt, daB alle Integrabilititsbedin-
gungen vermdge der einzigen neuen Gleichung

II) Lrga Lyy — (xu v)g = fuv — ("'5’ e/u)v - (é‘ﬂ € u)u

erfilllt sind, aus der durch Bildung des Kriimmungsmakes sofort
das Theorema egregium von Gauss folgt.

Die Gleichungen 5), die oft recht umstiindlich hergeleitet
werden, sind tibrigens vollig selbstverstindlich. Denn bei
gegebenem 2, ¥, £ kann man immer die Gleichungen

Tuy = Az, + A, 2, + XD.

Y = A?/u + /llyv + YD.
Fyu = A Zu ‘]L‘ A1,7U —l— ZJ)



U'ber die Grundgleichungen der Flichentheorie o
falls ¢'2¢"?2 —f?+0 ist'), nach den A4, 4, auflssen. Bei der
Multiplikation derselben mit X, Z und Y, und Addition entsteht
1 =1; und fir die 4, 4, erhilt man durch dasselbe Verfahren
mit den Zu, Yu, Zu, Zv, Yu, #v die bekannten Werte der 4, 4,,
endlich ebenso die der B, B;; C, C;. Man sieht iibrigens sofort,
dab die ganze nach I) folgende Betrachtung bei Voraussetzung der
ersten Elemente der Flichentheorie eigentlich selbstverstindlich ist.

1) Der besondere Fall ¢'2:"2 — f2 == 0 wird gewohnlich nicht erwihnt.
Ihm entsprechen nur die dem imaginiren Kreise umschriebenen Develop-
pabelen, vgl. z. B. G. Darboux, Théorie générale des surfaces I, S. 179,
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