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Über die Grundgleichungen der Flächentheorie. 

Von Aurel Voss in München. 

Vorgetragen in der Sitzung am 15. Januar 1927. 

Diese Gleichungen, häufig auch Codazzische Gleichungen 

genannt, werden in sehr verschiedener Art entwickelt. Die fol- 

gende Herleitung ist vielleicht besonders einfach. 
Für die Kichtungscosinus X. Y, Z der Flächennormale hat 

man, wenn 

1 ) XX x„ u = D, X X xv, = D", 2 X x„ v = D', 

2) XXuxu = — D. XX,txv = XX,xu = — I)', 2Xxvv = — D” 

gesetzt wird, durch Differentiation von 1) 

3) --- X Xu uv -f~ X Xv xl( u — Dv, X X xv „-f- ^ Xu xv v — D tl, 
2 X xVIt u -{— — X„ Xu v — Z) u, 2 X. Xu„„ —J- — Xv Xu i — D c, 

also aus 3) 

4 ) ~ X, Xji u X.jf Xu ü — D0 D u, — X, Xu v X XH Xv v — D v D „. 

Aus 4) erhält man sogleich die beiden Codazzischen Glei- 
chungen, wenn man die zweiten Ableitungen der x, y, z durch ihre 
Werte nach 5) ersetzt und die Gleichungen 2) zur Entfernung 
der X X„ xu, X X„ xv, XX„£„, XX,i, benutzt. Aus den For- 
meln, die auch für y, z; Y, Z unverändert gültig bleiben 

r0 x„u = Axu ■+ A1 Xv + XD. 

Xu v === Bxu B^ xv X. 1) . 
xcv = C Xu f'i Xv -\- XI) 

hat man sogleich die gesuchten Gleichungen 

1) Dv — D',, + D'(A - Bt) + D"A1 — DB = 0. 

D„ - D'v + D'(C, — B) + DÜ — D"Bl = 0. 
Sitzgsb. tl. matli.-uaturw. Abt. Jabrg. 1927. 1 



2 A. Voss 

Es ist jetzt nur noch nötig zu zeigen, daß zum Bestehen 

aller 6 Integrabilitätsbedingungen, von denen bei 4) nur zwei 

benutzt werden, nur noch eine einzige neue Gleichung 
erforderlich ist. 

Setzt man 

Zxl = e-, Ixl — f"% Zx„xv = f. 

so hat man die Identitäten 

a) XuXiutv -b xt t v Xtt tt — (£ £ n')r> 

Xu Xy n a “b Xu v Xu U — (g £ i )i(* 

b) Xij x0 u H ~jb (.Xv if)- — (£ £ u)ii - 
XiiXjtui —b xvvxtlu fut: (ß £ u)u • 

C) XU Xy p u “j- XtlU Xyv fu I (g E Il)l( • 

Xu Xu 1 ~J- {Xu v)~ (/ £ v)v ' 

d) XyXyyjt —b Xvll Xyy (r £ p)u , 
XV Xu l l> —b XyuXyll £ Jt)v • 

in denen links die — Zeichen in Bezug auf x, ?/, 2 der Kürze 

wegen fortgelassen sind, und erhält durch Bildung der Diffe- 

renzen der a), b), c), d) 

6) a J) Xn (Xtt 11 V Xy u u) ff 1 d j) Xy (Xy ,i u Xu y y) 0 . 

b ]) Xy {Xy u u XH u r) “b (X u X„ u Xyv (c £ u)l< "b (g £ v)v fit V • 

Ci) Xu(XyVu XuUv)~\~XuttXyy (Xtty)   / U V (ß £ lt)u (e £ v)v ! 

und aus 4), 6) folgt jetzt, daß alle Integrabilitätsbedin- 
gungen vermöge der einzigen neuen Gleichung 

II) XunXyy (Xu u)~ — fuv (ß £ ub (fi £ ll)*< 

erfüllt sind, aus der durch Bildung des Krümmungsmaßes sofort 
das Theorema egregium von Gauss folgt. 

Die Gleichungen 5), die oft recht umständlich hergeleitet 

werden, sind übrigens völlig selbstverständlich. Denn bei 
gegebenem x, >/, z kann man immer die Gleichungen 

j'uu == Ax„ “b A1xv ~b AD. 

y un = Ay„ -b yl, \h + YD. 

•'nu — A zH -f- Aizv — b AD. 
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 ^ 0 ist1), nach den A, At auflösen. Bei der 

Multiplikation derselben mit X, Z und Y, und Addition entsteht 

1 = 1; und für die A, A{ erhält man durch dasselbe Verfahren 

mit den xu, yu, zu, xv, yv, die bekannten Werte der A, An 

endlich ebenso die der B, -B,; C, C1. Man sieht übrigens sofort, 
daß die ganze nach I) folgende Betrachtung bei Voraussetzung der 
ersten Elemente der Flächentheorie eigentlich selbstverständlich ist. 

b Der besondere Fall i'2e"2 — f2 — 0 wird gewöhnlich nicht erwähnt. 
Ihm entsprechen nur die dem imaginären Kreise umschriebenen Develop- 
pabelen, vgl. ?.. B. G. Darboux, Théorie générale des surfaces I, S. 179. 
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