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Flichen mit drei ausgezeichneten Systemen geoditischer
Linien, die sich zu einem Dreiecksnetz
verkniipfen lassen.

Von Rohert Sauer.

Mit 16 Abbildungen.

Vorgelegt von Sebh. Finsterwalder in der Sitzung am 6. November 1926.

In einer Arbeit von S. Finsterwalder {iher ,Mechanische Be-
ziehungen hei der Fliichendeformation®?) sind Dreiecksnetze er-
withnt, welche von drei Systemen gerader Linien erzeugt werden
und bei denen in jedem Knotenpunkt sechs Dreiecke zusammen-
treffen. Kin triviales Beispiel bildet das Netz, welches aus lauter
kongruenten gleichseitigen Dreiecken besteht. Inshesondere hat
S. Finsterwalder angegehen, daB aus den Durchmessern und Tan-
genten eines Kreises ein Dreiecksnetz der verlangten Beschaffen-
heit hergestellt werden kann. Diese Bemerkungen waren der
Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen?), welche schlieBlich zu
der Erkenntnis fithrten, daf die Tangenten jeder beliebigen ebenen
Kurve 3. Klasse bei passender Anorduung ein Dreiecksnetz der
beschriebenen Avt bilden und daf umgekehrt jedes solche Drei-
ecksnetz eine zerfallende oder nicht zerfallende Kurve 3. Klasse
zur Umbiillenden besitzt. Bel dem Netz der kongruenten gleich-
seitigen Dreiecke artet die umbhiillende Kurve 3. Klasse in drei
unendlich ferne Punkte aus, bei dem von Kreisdurchmessern und
Kreistangenten gebildeten Dreiecksnetz zerfillt sie in einen Kreis
und dessen Mittelpunkt.

1) S. Finsterwalder, ,Mechanische Beziehungen bei der Flichendefor-
mation®, Jahresbericht der Mathematikervereinigung, 6, 1899, p. 52 und 71.

2) H. Giaf und R. Sauer ,Uber dreifache Geradensysteme in der Ebene
usw.”, Sitzungsber. der bayer. Akad. der Wissensch., math.-naturw. Abtlg.,
12, Juli 1924,
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Nachdem bereits friiher eine riumlich-geometrische?!) und eine
liniengeometrische?) Analogie der ebenen Dreiecksnetze mitgeteilt
wurden, soll in der vorliegenden Arbeit eine flichengeometrische
Verallgemeinerung besprochen werden, welche wiederum auf die
bereits zitierte Abhandlung von S. Finsterwalder®) zuriickgeht:
Anstelle der das ebene Netz erzeugenden Geraden treten drei
Systeme geodiitischer Linien, welche durch eine entsprechende Ver-
kniipfung wie in der Ebene auf einer krummen Oberfliche ein
Dreiecksnetz mit je sechs in jedem Knotenpunkt zusammentreffen-
den Dreiecken hervorbringen. Diese Dreiecksnetze werde ich stets
als ,geodiitische Dreiecksnetze“ bezeichnen; sie stellen eine
Eigenschaft der die Fliche iiberdeckenden unausdehnbaren Haut
dar, betreffen also ein von der Verbiegung der Flichen unab-
hingiges Problem.

Von vornherein ist zu erwarten, daB auf einer beliebigen
Oberfliche ein derartiges Dreiecksnetz aus geodiitischen Linien
nicht gebildet werden kann. Fiir zwei einfache Flichengattungen
jedoch lassen sich unschwer geoditische Dreiecksnetze angeben:

Auf jeder Drehfliche existieren, wie S. Finsterwalder ange-
geben hat, »! drehsymmetrische geodiitische Dreiecksnetze; aus
Symmetriegriinden lassen sich nimlich die zu einer beliebigen
geodiitischen Linie einer Drehfliche kongruenten und symme-
trischen Kurven mit den Meridianen stets zu einem geodiitischen
Dreiecksnetz verkniipfen.

Weiterhin ist klar, daB die siimtlichen ebenen Dreiecksnetze
durch eine Zentralprojektion vom Mittelpunkt einer Kugel aus in
Netze sphirischer Dreiecke bzw. durch eine Beltramische
Abbildung in geodidtische Dreiecksnetze auf Flichen
negativen konstanten Kriimmungsmates verwandelt werden
konnen.

DaB die Mannigfaltigkeit der geoditischen Dreiecksnetze mi
den soeben aufgefiihrten besonderen Typen keineswegs erschipft ist.

1) R. Sauer ,Die Raumeinteilungen, welche durch Ebenen erzeugt
werden usw.“, Sitzungsber. der bayer. Akad. der Wissensch., math.-natury.
Abtlg., 13. Juni 1925.

2) H. Graf u. R. Sauer ,Uber besondere Geradenanordnungen im Raume
usw.“, Sitzungsber. der bayer. Akad. der Wissensch., math.-naturw. Abtle,
6. Mirz 1926.

3) 8. 8.353 unten Anm. 1.
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wird ohne weiteres als sehr wahrscheinlich gelten kénnen. In der Tat
hat F. Ahl?) in seiner Dissertation auf Veranlassung von P. Stickel ?)
nach umfangreichen Rechnungen ein geoditisches Dreiecksnetz
gefunden, welches von einer Fliche nicht konstanten Kriimmungs-
mafies getragen wird, die nicht auf eine Drehfliche verbiegbar
ist und von Abl als spezielle Spiralfliche erkannt wurde. Ich
will an dieser Stelle auf das Ahlsche Beispiel nicht niher ein-
gehen, weil ich es spiiter als Sonderfall der in § 3 gefundenen
Flichen nochmals zu erwithnen habe.

In der vorliegenden Abhandlung wird zuniichst die Mannig-
faltigkeit der siimtlichen Fldchen, auf denen geoditische
Dreiecksnetze moglich sind, diskutiert. Das entsprechende
Problem fiir die Flichen, auf denen aus geoditischen Linien Mo-
biussche Netze gebildet werden konnen, hat S. Finsterwalder in
der schon mehrfach zitierten Abhandlung geldst, indem er fand,
dati die allgemeinsten Flichen der verlangten Art die Flichen
konstanten Kriimmungsmates sind. Ein so einheitliches Ergebnis
ikt sich fiir das Problem der Flichen mit geoditischen Drei-
ecksnetzen nicht erwarten, da die Mannigfaltigkeit dieser Flichen
eine wesentlich umfassendere ist. Infolgedessen werde ich mich
im spiiteren Verlaufe der Betrachtungen darauf beschrinken, aus
der Gesamtheit der geodiitischen Dreiecksnetze einzelne ein-
fache und besonders merkwiirdige, bisher noch unbe-
kannte Typen herauszugreifen und niither zu besprechen.

§ 1
Untersuchungen iiber die Existenz und die Mannigfaltigkeit
der geodidtischen Dreiecksnetze.

Um einen Einblick in die Mannigfaltigkeit der geoditischen
Dreiecksnetze zu gewinnen, itbertrage ich die Untersuchung der
infinitesimalen d. h. unendlich engmaschigen geodiitischen Drei-
ecksnetze ins Endliche dadurch, daB ich anstelle der krummen
Oberfliichen, welche geodiitische Dreiecksnetze enthalten, gewisse
polyedrische Gebilde treten lasse, welche aus lauter ebenen und
geradlinig begrenzten Dreiecken zusammengesetzt sind, derart, das

1y K. Ahl, Inaugural-Dissertation, Kiel, 1901.
2) P. Stiickel, Math., Annalen 56 (1902), p. 502.
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in jedem Knotenpunkt sechs Dreiecke zusammentreffen. Fiir diese
Dreiecksgefiige kaun dann eine sehr einfache geometrische Lr-
zeugungsweise angegeben werden. Schliefilich kehrt man zu dem
urspriinglichen Problem dadurch zuriick, daf man durch einen
Grenzprozely die polyedrischen Gebilde in geodiitische Dreiecks-
netze itberfiihrt. Der Gedanke, krumme Oberflichen durch polye-
drische Dreiecksgefiige mit je sechs um jeden Knotenpunkt ge-
lagerten Dreiecken niiherungsweise zu ersetzen und mit Hilfe
dieser Drelecksgeflige geometrische Siitze iiber die betreffenden
krummen Flichen zu gewinnen, stammt von S. Finsterwalder und
wurde von ihm in den ,Mechanischen Beziehungen bei der Flichen-
deformation® dazu benutzt, um den Satz von der Unveriinderlich-
keit des Gaufiischen Kriimmungsmafies bei der Verhiegung in
einfacher Weise anschaulich zu machen und zu beweisen.

Die erste Aufgabe ist es nun, eine charakterische Kigen-
schaft der geodiitischen Dreiecksnetze ausfindig zu machen,
welche sich auf die entsprechenden polyedrischen Dreiecksgefiige
itbertragen lift.

Zu diesem Zwecke betrachtet man irgend ein geodiitisches
unendlich engmaschiges Dreiecksnetz. Die Bigen der geodiitischen
Linien zwischen je zwei unendlich benachbarten Knotenpunkten
sollen durch die Sehnen ersetzt werden. Die geodiitischen Nets-
dreiecke gehen dadurch iiber in ebene Dreiecke mit geradlinigen
Seiten, deren Liingen klein seien von der 1. Ordnung. Die drei
in einem Knotenpunkt P sich scheidenden geoditischen Linien
haben die Flichennormale im Punkte P als gemeinsame Haupt-
normale. Ersetzt man nun die geodiitischen Bigen zwischen auf-
einanderfolgenden Knotenpunkten durch ihre Sehnen., so erhiilt
man drei in P sich schneidende Geradenpaare. Die drei die
stumpfen Winkel dieser Sehnenpaare halbierenden Geraden falle:
bis auf Grofen 1. Ordnung mit der Flichennormale in P zu-
sammen und die Winkel der Sehnendreiecke weichen, wie leichi
einzusehen ist, von den Winkeln der geodiitischen Dreiecke un
kleine Betriige von der 2. Ordnung ab. Es sind demnach vo
den sechs in einem Kunotenpunkt zusammentreffenden Winkeln
der Sehnendreiecke jeweils die gegeniiberliegenden Winkel paar-
weise einander gleich bis auf kleine Gréien 2. Ordnung. Wiiren
die netzbildenden Kurven nicht geodiitische Linien, so wiirden
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sich die gegeniiberliegenden Winkel jeweils um kleine Abwei-
chungen der 1. Ordnung unterscheiden.

Man iibertrigt nun das polyedrische Gefiige der in-
finitesimalen Sehnendreiecke ins Endliche derart, daB
anstelle der von der 1. Ordnung kleinen Dreiecksseiten endliche
Strecken gesetzt werden. Die von der 2. Ordnung kleinen Winkel-
unterschiede sollen dabei verschwindend bleiben. Man gelangt so
zu polyedrischen Gefiigen, bei denen in jedem Knotenpunkt sechs
endliche Dreiecke zusammentreffen und welche noch die besondere
Eigenschaft haben, dafi stets von den sechs Dreieckswinkeln,
welche einen Knotenpunkt als gemeinsamen Scheitel besitzen,
jeweils die gegeniiberliegenden Winkel paarweise gleich sind. Die
Summe der sechs in einem Knotenpunkt zusammentreffenden
Winkel ist dabei gewdohnlich von 2= verschieden, die von den
Knotenpunkten ausgehenden Sechskante kdnnen also im allge-
meinen nicht zu einer Ebene ausgebreitet werden.

Wenn man ein polyedrisches Dreiecksgefiige der beschrie-
henen Art zugrunde legt und allmihlich immer engermaschige
Gefiige betrachtet?) derart, daB die Polygonziige in stetige Kurven
iibergehen, so werden an der Grenze die polyedrischen Gebilde
zu krummen I'lichen, welche von geodiitischen Dreiecksnetzen
iiberdeckt sind. Ich werde nun zuniichst die endlichen polye-
drischen Drelecksgefiige besprechen und hernach die Ergebnisse
auf die durch einen Grenzprozefi') entstehenden geoditischen
Dreiecksnetze iihertragen.

Um die allgemeinsten polyedrischen Gefiige von der ver-
langten Beschaffenheit zu erhalten, gebe ich eine Erzeugungs-
weise an, durch die sich jedes derartige polyedrische Dreiecks-
geflige herstellen liifit.

Zoniichst kann man einen ebenen unbegrenzten Polygonzug

. B D .. beliebig vorgeben (Figur 1a). Von jedem

Bckpunkt . .. A, B, ¢, D ... werden nach je zwel vorge-
gebenen Winkeln in der Ebene des Polygonzuges Strahlen ge-
zogen, die sich paarweise in . . . ', B, ', D' . . . schneiden.

Verbindet man noch die letztgenannten Schnittpunkte durch

') Man vgl. dazu die Bemerkungen Seite 859 iber den GrenzprozeB.
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einen zweiten Polygonzug . . . 4" B" C' D . .. so erhilt
man einen nach beiden Richtungen sich erstreckenden ebenen
Streifen.

Mit der Annahme dieses Streifens ist dann, abgesehen von
den verschiedenen Miglichkeiten der Deformation, stets ein ein-
ziges polyedrisches Gebilde der verlangten Art bestimmt. Man
kann néimlich in eindeutiger Weise zu dem beispielsweise auf der
rechten Seite benachbarten Streifen gelangen, indem man der
Reihe nach die Strecken ... A" B, I’ (,
C'D ... und die zugehorigen Dreiecks-
winkel ibertrigt, derart, dals nach der
Zusammenfiigung der beiden Streifen fiir
jeden Kuotenpunkt ... d', B, ', D ...
die gegeniiberliegenden Winkel paarweise
gleich werden (Jigur la und 1b). Man
sieht, dali der Polygonzug . .. 4" ' ('
D ... der Figur la zu dem gleich-
namigen Polygonzug der Figur 1h not-

‘ wendigerweise symmetrisch ist.
Fignr Ta.  Figur 1b. Durch Wiederholung des niimlichen
Verfahrens kann man einen Streifen nach
dem anderen koustruieren und bekommt so durch Zusammen-
fiigen der einzelnen Streifen ein unbegrenztes polyedrisches Ge-
fiige von der gewiinschten Beschaffenheit. Das zusammengesetate
Gefiige ist noch mannigfach deformierbar und wird erst dadurch
starr flxiert, dah man zwei sich schneidenden Polygonziigen eine
starre Gestalt im Raume zuweist.

In den entstandenen polyedrischen Gebilden sind die drei
Systeme von Polygonziigen untereinander vollkommen gleich-
berechtigt. Jeder der drei Polygonziige fiihrt in analoger Weise
zu einem System aufeinanderfolgender in die Ebene ausbhreitbarer
Streifen. So konnen in den Figuren la und 1b etwa lings der

Polygonziige . . . ¢ B A" ..., ... D C L. . usw. bhzw
lings der Polygonziige . . . A A" A" ... ... BB B ...

usw. analoge Streifen wie die in den Figuren dargestellten aus
den einzelnen Dreiecken zusammengesetzt werden. Die Rinder
je zwei benachbarter Streifen sind nach der Ausbreitung in die
Ebene stets zueinander symmetrisch. Die simtlichen abwickelbaren
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Streifen der drei soeben besprochenen Streifensysteme, welche in
dem Polyedergefiige enthalten sind, ergeben beim Grenziibergang
zum infinitesimalen Dreiecksgefiige geodiitische Streifen.

Die Erzeugungsweise der hier besprochenen Polyedergefiige
kann mit Vorteil verwendet werden, um Modelle von Flichen
mit geoditischen Dreiecksnetzen herzustellen. Dabei ge-
winnt man auch einen ungefihren Kinblick in die Krimmungs-
verhiltnisse der betreffenden Fldchen: Je nachdem die aufeinander-
folgenden in die Ebene abgewickelten geoditischen Streifen beim
Aneinanderlegen lings der gemeinsamen Dreiecksseiten sich iiber-
decken oder liickenlos die Ebene ausfiillen oder zwischeneinander
einen Spalt lassen, ist das Kriimmungsmal der Fliche in dem
betreffenden Gebiete im allgemeinen negativ, gleich Null oder
positiv.

Ich wende mich jetzt zur niheren Erdrterung des Grenz-
ibergangs von den endlichen Polyedergefiigen zu den infinite-
simalen geoditischen Drelecksnetzen:

Was zuniichst den Anfangsstreifen betrifft, so soll verlangt
werden, daf die Verteilung der Knotenpunkte...d, B, C,D. ..
(Figur 1a) sowie die Verteilung der diesen Knotenpunkten zu-
veordneten Winkel nach stetigen und differenzierbaren Gesetzen
geregelt sei. Wenn man dann nach den zugrunde gelegten stetigen
(Glesetzen das Dreiecksgefiige des ersten Streifens immer eng-
maschiger annimmt, so wird dadurch ein Grenzprozefi definiert,
durch welchen das polyedrische Dreiecksgefiige in ein ganz be-
stimmtes geodiitisches Drelecksnetz verwandelt wird. Umgekehrt
ist klar, dab jedes geodiitische Dreiecksnetz durch einen derartigen
Grenzprozeb entstanden gedacht werden kann.

Hinsichtlich der Aneinanderreihung der einzelnen Streifen
wurde bereits festgestellt, dali zwei sich schneidende Polygon-
ziige noch in eine willkiirliche Lage und Gestalt gebracht werden
konnen. Beim Ubergang ins infinitesimale Gebiet kann man nun
nach wie vor den ersten Streifen beliebig in den Raum einbetten,
wobei der eine Streifenrand eine willkiirliche Raumkurve bildet.
Wenn diese Raumkurve nicht etwa zu einer geraden Linie aus-
artet, also nicht gleichseitigz den Charakter einer geoditischen
Linie und einer Haupttangentenkurve fiir die entstehende Fliche
hat, so ist die Anfiigung des Nachbarstreifens im Infinitesimalen
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eindeutig bestimmt, wiihrend sie im KEndlichen noch eine Be-
wegungsmoglichkeit zulifit. Um zu einer wirklichen Fliche zu
gelangen, muf man niimlich dafiir Sorge tragen, da in jedem
Knotenpunkte die drei Halbierenden der stumpfen Winkel der
in dem Punkte sich schneidenden Sehnenpaare bis auf eine Ab-
weichung 1. Ordnung miteinander zusammenfallen und so die
Richtung der Flichennormalen bis aut einen Fehler 1. Ordnung
festlegen.

Man kann das Zusammentfallen der drei Winkelhalbierenden
im Endlichen fiir siimtliche Knotenpunkte nicht gleichzeitig exakt
erreichen, wohl aber lifit sich die Forderung stets fiir eiunen
Kuotenpunkt jedes Randes, an dem zwei Streifen zusammengetiigt
werden, verwirklichen. So lassen sich beispielsweise die in Iigur La
und 1b dargestellten Streifen so aneinander ansetzen, dali die
Halbierenden der Winkel <¢ B L' D', < (' ' A", <7 A" B ('
zusammenfallen. Das Sechskaut mit der Spitze I kann dann in
dreifacher Weise in zwei symmetrische Hiilften zerlegt werden
und 1st einem Kegel 2. Ordnung einbeschrichen und einem Kegel
2. Ordnung umbeschrieben. I'iir die benachbarten Knotenpunkte
A’y € usw. weichen im infinitesimalen Gefiige die drei Winkel-
halbierenden jeweils um eine Grike 2. Ordnung untereinander ab,
die sich schlieflich zu einem Werte 1. Ordnung steigert, wenn man
um unendlich viele Knotenpunkte liings des gemeinsamen Randes
vorwiirtsgeht. Wiirde man beim Ansetzen des zweiten Streifens
das Dreieck 4" I’ 4" um einen Winkel der 1. Ordnung verdrehen,
so wiirde diese Schwenkung eine entsprechende Drehung der be-
nachbarten Dreiecke des zweiten Streifens verursachen und, wenn
man um unendlich viele Knotenpunkte lings des gemeinsamen
Randes der beiden Streifen weiterriickt, schliefilich zu endlichen
Verdrehungen der Dreiecke fiithren. ls wiirden also ,Faltungen®
eintreten und die Streifengefiige kinnten keine eigentliche Fliche
mehr reprisentieren. Diese Uberlegungen sind im Einklang mit
der Tatsache, da eine biegsame Iliche nicht verbogen werden
kann, wenn eine einzige Kurve der Fliche starr bleiben soll,
vorausgesetzt, dat diese Kurve nicht Haupttangentenkurve der
Fliche ist.

Es wurde erkannt, dafi die polyedrischen Dreiecksgefiige der
beschriebenen Art durch einen Grenzprozeli in geodiitische Drei-
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ecksnetze iibergehen und daB auf diese Weise sich simtliche geo-
diitischen Dreiecksnetze ergeben. Wenn man nun die Mannig-
faltigkeit der polyedrischen Dreiecksgefiige untersucht, so gewinnt
man damit gleichzeitig Einblick in die Mannigfaltigkeit der
geodidtischen Dreiecksnetze:

Jedes geodiitische Dreiecksnetz samt der dasselbe tragenden
undehnbaren Haut ist durch den ersten geodiitischen Streifen
(Figur la) bestimmt. Dieser erste Streifen selbst enthilt drei
willkiirliche Funktionen einer Veriinderlichen. Die erste Funktion
regelt die Verteilung der Knotenpunkte . .. 4, B. C, D ..
(Figur 1a), die beiden anderen Funktionen bestimmen die Winkel,
welche die Richtungen ... A A, BB, CC'...bzw.... B A,
C B, DC ... mit den Polygonseiten ... A DB, BDC, CD...

einschliefsen.

Zuniichst konnte man vermuten, dal eine vierte willkiirliche
Funktion, welche die Gestalt des Polygonzuges ... A L C D ...
bestimmt, noch in die Uberlegungen einbezogen werden miifite.
Die Gestalt des Polygonzuges . .. 4 B C D . .. hat aber,
wie sich unschwer zeigen lift, nach dem infinitesimalen Grenz-
prozely keine Bedeutung mehr. Man kann vielmehr immer den
ersten Polygonzug geradlinig voraussetzen, ohne dadurch die
Mannigfaltigkeit der geodiitischen Dreiecksnetze einzuschriinken.

Ich fasse die bisherigen Ergebmisse zu folgendem Satze zu-
samnien :

Die sdamtlichen geoditischen Dreiecksnetze und
die von ihnen iiberdeckten undehnbaren Hiute haben
die Mannigfaltigkeit von drei willkiérlichen Funk-
tionen einer Verdnderlichen. Die eine willkiirliche
Funktion regelt die Aufeinanderfolge der Knoten-
punlkte auf einer der geodiitischen Netzkurven, die
beiden anderen willkiirlichen Funktionen bestimmen
die Winkel, unter denen diese Kurve jeweils von
den zweiten und dritten geodiitischen Linien des
Netzes in den Knotenpunkten geschnitten wird.
Nach Festsetzung dieser Anfangsbedingungen ist
die undehnbare Haut samt dem geodiitischen Drei-
ecksnetz eindeutig bestimmt.
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Die gewonnenen FErgebnisse sollen nun mit der analyti-
schen Behandlung des Problems der geoditischen Dreiecks-
netze in Zusammenhang gebracht werden.

Man kann zwei Systeme der geodiitischen Linien eines Netzes
stets als Parameterkurven w« = const. und v = const. einfiihren
und zwar derart, dal3 das dritte System der geoditischen Netz-
kurven in der Form u -- v = const. erscheint. Die Frage nach
den allgemeinsten geodiitischen Dreiecksnetzen liuft dann darauf
hinaus, die ersten Fundamentalgrifien IY, I, (¢ einer Fliche als
Funktionen von « und v so zu bestimmen, da die Beziehungen

@ = const., v = const., u — v = const.

die Gleichung der geoditischen Linien befriedigen. Diese drei
Bedingungen lassen sich mit Hilfe der Christoffelschen Drei-In-
dizes-Symbole in folgender Weise darstellen:

11 22 Jll 22 12 J12
— = 0 s | -
(af =0 =0 V1S e (512

In ausfiihrlicher Schreibweise ergeben sich hieraus folgende
drei partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

oK ol oI’

2l "v 2 —
D F du + 1 Qv N du g
1 2(}9-?»-(;8(’—13(’=0,

v Ju v

SL oI o1’
111 — ya Q0

) +(51+ (,) Iau+ ]3?,
— QL+ ‘&]’)SG—I,S'(_I::U.

Die durch geometrische Erwiigungen abgeleiteten Ergebnisse
lassen sich jetzt in folgende analytische Form kleiden:

Das Losungssystem der drei partiellen Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung, von denen das Problem
der geoditischen Dreiecksnetze beherrscht wird,
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enthidlt drei willkiirliche Funktionen einer Ver-
inderlichen; man kann nimlich fordern, dak fir v=1v,
die drei Funktionen E, F, G drei willkiirlich vor-
gegebenen differenzierbaren Funktionen F,, I, G,
der einen Verinderlichen w gleich werden. Als
Realititsbedingung fiir die sich ergebende Fliche
hat man E,>0, G>0, E,G,> I? zu beachten. Die
Funktion I, regelt die Verteilung der Knotenpunkte
auf der geoditischen Linie v =1, die drei Funk-
tionen E,, F,, (, zusammen bestimmen die Winkel,
unter denen die geoditische Linie »w=1v, von den
geodiitischen Netzkurven w—v=const. und u=const.
geschnitten wird.

Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse ist einer-
seits erwiesen, dali auf einer beliebigen Oberfliche im

allgemeinen kein geodiitisches Dreiecksnetz existiert. -

Andererseits zeigt sich die Vermutung, dafs die Mannig- >
faltigkeit der geoditischen Dreiecksnetze durch die in d
der Iinleitung angegebenen Typen keineswegs er- s 7

schoptt sei, bestiitigt; denn nur bei sehr spezieller |

Wahl der zur Verfiigung stehenden willkiir- .
D =) ! H
. . . RN {
lichen Fuuktionen gelangt man zu den bereits | \
. ey s . | !
hisher bekannten geodidtischen Dreiecksnetzen. | 45
Legt man als Anfangsstreifen einen Streifen zu- 5o ’

g =] f
grunde, bei dem an jedem der beiden Rénder die an-  Figur 2.

liegenden Winkel paarweise gleich sind (Figur 2), so
gelangt man zu drehsymmetrischen Netzen; denn die aus dem
Anfangsstreifen vermdge der auseinandergesetzten Erzeugungsweise
abgeleiteten nachfolgenden Streifen werden alle der Reihe nach
symmetrisch bzw. kongruent. Um Streifen von der in Figur 2
veranschaulichten Art zu erhalten, hat man im wesentlichen eine
willkiivliche Funktion einer Veriinderlichen zur Verfligung. Dies
entspricht der Tatsache, dafi die Gesamtheit der anf Drehflichen
verbiegharen Hiute von einer willkiirlichen Funktion einer Ver-
iinderlichen abhiingt.

Die geodiitischen Dreiecksnetze auf den Flichen konstanten
Krtimmungsmales erscheinen von vornherein gegeniiber den all-
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gemeinen geodiitischen Dreiecksnetzen sehr beschrinkt; denn sie
haben nicht die Maunigfaltigkeit wilikiirlicher Funktionen, sondern
hiingen ebenso wie die ebenen Dreiecksnetze nur von einer
endlichen Anzahl willkiirlicher Parameter ab'). Die ebenen Drei-
ecksnetze erhiilt man, wenn man die siimtlichen Seiten der Drei-
ecke . .. ADBA, BADB, BCDB, CBC, CDC ...
(Figur 1a) ein und dieselbe ebene Kurve 3. Klasse bertibren lifit.
Die in einer fritheren Arbeit!) mitgeteilte lineare Konstruktion
der ebenen Dreiecksnetze erscheint sonach gewissermabien als
Spezialfall der hier erdrterten Erzeugungsweise der infinitesimalen
geoditischen Dreiecksnetze. Auf einen wesentlichen Unterschied
sel jedoch dabei aufmerksam gemacht: Die durch lineare Ion-
struktionen erzeugten ebenen Dreiecksnetze bestehen aus Drei-
ecken von endlicher Grifie. Sie kinnen duarch fortgesetzte Hal-
bierung beliebig engmaschig unterteilt und schlieflich infinite-
simal gedacht werden. Die hier Dbetrachtete Erzeugungsweise
der geoditischen Dreiecksnetze auf krummen Oberfliichen geht
den entgegengesetzten Wey; sie liefert durch den Grenzitbergang
zu infinitesimalen Dreiecksgefiigen zuniichst unendlich engmaschige
geodiitische Dreiecksnetze, aus denen dann nacbtriglich geodii-
tische Dreiecksnetze von beliebiger endlicher Maschenreihe heraus-
gegriffen werden konnen.

Die in § 1 angestellten Untersuchungen haben iiber die Kxi-
stenz und die Mannigfaltighkeit der geodiitischen Drejecksnetze
Aufschluf verschafft. In den folgenden Paragraphen will ich zwei
besondere bisher unbekannte Gattungen von geoditischen Drei-
ecksnetzen niher betrachten. Diese Dreiecksnetze werden im An-
schluB an die schon in der Einleitung zitierten drehsymmetrischen
Netze gefunden werden und aulierdem einen innigen Zusammen-
hang mit gewissen geoditischen Dreiecksnetzen auf Fliichen kon-
stanten mnegativen Kriimmungsmaties aufweisen. Es wird sich
auBerdem zeigen, dali die im Folgenden besprochenen Netze aus
der in § 1 auseinandergesetzten Erzeugungsweise gewonnen werden,
wenn man iiber die zur Verfiigung stehenden dret willkiivhichen

) H. Graf u. R. Sauer, ,Uber dreifuche Geradensysteme in der Ebene
usw.®, Sitzungsher. der bayer. Akad, der Wiss, math.-naturw. Abtlg.,
12. Juli 1924,
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Funktionen fiir den ersten geoditischen Streifen besonders einfache
Festsetzungen trifft.

§ 2.

Merkwiirdige Drehfiichen, welche neben den drehsymmetrischen
geoditischen Dreiecksnetzen noch zwei ,singulire”
geodidtische Dreiecksnetze tragen.

Es liegt nahe zu fragen, ob auf Drehfliichen neben den von
S. Finsterwalder angegebenen drehsymmetrischen Netzen noch
andere geoditische Dreiecksnetze moglich sind. Um Netze zu er-
halten, welche dem Charakter der Drehflichen angepafit sind,
sollen auch die gesuchten Dreiecksnetze aus drei Systemen kon-
gruenter, durch Drehung auseinander hervorgehender Kurven be-
stehen.

Nun gibt es, wie gemeinsame Uberlegungen mit Herrn H. Graf
aezeigt haben, zwel wesentlich verschiedene Moglichkeiten, um
zwel Systeme beliebiger kongruenter Kurven einer Drehfliche so
miteinauder zu verkniipfen, dal in dem von den zwer Systemen
kongruenter Kurven gebildeten Vierecksnetz jedes System von
Diagonalkurven wiederum lauter kongruente und durch Drehung
ineinander {iiberfithrbare Kurven umfafit.

Bs seien fiir die zwei zugrunde gelegten Systeme kongruenter
Kurven die Parameter a und f§ so eingefiihrt, daf die einzelnen
Kurven des Vierecknetzes, dessen siimtliche Diagonalkurven aus
Systemen kongruenter Kurven bestehen sollen, dadurch erhalten
werden, da man « und f§ gleich Null oder gleich ganzzahligen
positiven oder negativen Vielfachen einer konstanten beliebigen
Groie € setzt. Durch 4a + B = const., wobei 4 und B irgend-
welche Konstanten bedeuten, wird dann stets ein System von
Kurven dargestellt, welche in dem Vierecksnetz der Kurven Aa
= coust. und Bf = const. als Diagonalkurven erscheinen. Die
simtlichen Kurven eines jeden solchen Systems sollen bel jeder der
beiden erwithnten, im Folgenden niiber besprochenen Verknitpfungs-
miglichkeiten wiederum kongruent sein.

Das Problem, auf Drehflichen von den bekannten drehsym-

metrischen Netzen abweichende geodiitische Dreiecksnetze kon-

gruenter Kurven zu finden, wird nun dadurch in Angriff ge-
Sitzungsb d. math,-naturw. Abt. Jahrg, 1926, 24
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nommen, daf man zwei Systeme kongruenter geodiitischer Linien
als Parametersysteme a = const. und f = const. einfiihrt, also
nach einer der beiden erwiihnten, im Folgenden niiher auseinander-
gesetzten Arten so miteinander verkniipft, dafi jedes System von
Diagonalkurven wiederum aus kongruenten Kurven besteht. Dabei
sucht man zu erreichen, daly irgendeine Diagonalkurve 4 a 4+ Bf
= C geoditische Linie sei. Dann nimlich bilden stets die Kurven
Aa = const., If = const. und das System der zu der geodiitischen
Linie Aa 4+ Bp = C kongruenten Kurven A« -+ If = const.
ein geodiitisches Dreiecksnetz.

Ich bespreche zuniichst allgemein, indem ich die Forderung,
daf; die netzbildenden Kurven geodiitische Linien seien, fiirs erste
beiseite lasse, die beiden schon erwihnten Moglichkeiten,
zwel Systeme kongruenter Kurven einer Drehfliche so
anzuordnen, daB jedes Diagonalkurveusystem wieder
von kongruenten Kurven gebildet wird:

I. Eine erste Moglichkeit, die Forderung zu erfiillen,
bicten natiirlich die drebhsymmetrischen Kurvennetze:

Wenn man zwei ganz beliebige Kurven /| und (),
einer Drehfliche nach konstanten Drehwinkeln kon-
gruent wiederholt, so ergibt sich stets ein Vierecks-
netz, dessen simtliche Diagonalkurven zu Systemen
kongruenter und nach gleichen Drehwinkeln aufein-
anderfolgender Kurven zusammengefafit werden kinnen.
II. Eine zweite Moglichkeit, die vorstehende Forderung
zu befriedigen, ergibt sich, wenn man die kongruenten
Kurven nicht nach gleichen Drehwinkeln, sondern nach
einem Logarithmus des Drehwinkels aufeinander folgen
liBt; die auf diese Weise entstehenden Kurvennetze weisen

dann keine Drehsymmetrie mehr auf.
Die Radien # der Breitenkreise und die Winkel » der Meri-
dianebenen gegen eine feste Anfangslage seien als Purameter

einer Drebfliche eingefiihrt. Durch

v + /1 (”) =0 . und v -i»— /'2(“) = ()

sind dann zwei beliecbige Kuarven der Drehfliche bestimmt. Nun
betrachten wir die beiden Kurvensysteme
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1) v—{—fl(u):lo;a,
2) v £,00) = log 8.

Die Logarithmenbasis n ist eine beliebige positive Zahl, a und g
sind die Parameter fiir die beiden Kurvensysteme a = const. und
== const., welche aus kongruenten und nach einem Logarithmus
des Drehwinkels aufeinander folgenden Kurven bestehen, wenn
die Parameter a und f nach koustanten Intervallen sich #ndern.
Aus den Gleichungen 1) und 2) ergibt sich, wenn A4 und B will-
kiirliche Konstante bedeuten:

Aa + Bp = n (An/ 1t + Bufo),

Die Kurvensysteme
Aa + Bff =y = const,
haben also die Gleichung
nt (An1t0 4 Bp/a) =y,

oder nach ¢ aufgelist
i

n
v+ log (A /100 4= Bp/et) = logy;

be S AR
d. h. die siimtlichen Kurven irgend eines durch lineare Kombi-

nation aus den Parameterkurven a = const. und f = const. ge-
bildeten Systems

Aa+Dp=y

bestehen aus kongruenten Kurven und folgen nach dem niéimlichen
Logarithmus des Drehwinkels aufeinander wie die Kurven der
Parametersysteme, wenn y, ebenso wie @ und f, nach konstanten
Intervallen sich iindert. Somit ergibt sich folgende Tatsache:

Sind auf einer Drehfliche zwei beliebige Kurven C) und
U, vorgegeben, so bilden die siimtlichen zu C; und C, kon-
gruenten Kurven, deren Aufeinanderfolge durch einen Loga-
rithmus des Drehwinkels mit beliebiger Basis #n geregelt
wird, ein Vierecksnetz von der Art, daB die simtlichen Dia-
gonalkurven sich wiederum zu Systemen kongruenter Kurven
zusammenfassen lassen und dabei nach einem Logarithmus
mit der niimlichen Basis aufeinander folgen.

24*
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Jetzt wird angenommen, die beiden zugrunde gelegten Kurven
C, und C, und somit auch die beiden Systeme der zu ihnen kon-
gruenten Kurven seien geoditische Linien. Ich untersuche fiir
jede der beiden auseinander gesetzten Verkniipfungsmiglichkeiten,
ob sich erreichen lifit, da auBer den zu €, und C, kon-
gruenten Kurven noch ein System kongruenter Diagonal-
kurven aus geodiitischen Linien besteht. Die drei Systeme
geoditischer Linien bilden dann ein Dreiecksnetz.

Fir die erste Moglichkeit der Verkniipfung, wenn also
die kongruenten Kurven jedes Systems nach konstanten Winkeln
aufeinander folgen, kann man unschwer einsehen, daf nur in
folgenden zwei Fiillen geodiitische Drelecksnetze existieren:

1. €, und O, sind symmetrische geodiitische Linien einer
beliebigen Drehfliche. Die zu C, und C, kongruenten
Kurven bilden mit den Meridianen ein geoditisches Drei-
ecksnetz. Man erhiilt hier also die bekannten von
Finsterwalder angegebenen drehsymmetrischen
Netze.

2. (; und C, sind beliebige Schraubenlinien eines Dreh-
zylinders: Jedes Diagonalkurvensystem des Vierecks-
netzes, das von den zu | und €, kongruenten Kurven
gebildet wird, besteht wiederum aus Schraubenlinien, also
aus geoditischen Linien. Bei der Abwicklung des Zy-
linders in die Ebene ergeben die zu | und C, kongru-
enten Kurven zusammen mit den Systemen der Diagonal-
kurven ein von Parallelstrahlenbiischeln erzeugtes Mébius-
sches Netz.

Wiihrend die erste Verkniipfungsméglichkeit nur bekannte
oder triviale geoditische Dreiecksnetze lieferte, werde ich bei der
zweiten Moglichkeit der Verkniipfung, wenn also die kon-
gruenten Kurven nach Logarithmen das Drehwinkels aufeinander-
folgen, zu neuen Typen gelangen:

Irgendeine Drehfliche sei mittels der Parameter u und » vor-
gegeben durch die Gleichungen:

Z == 1cosv,
Y = usinv,

& = f(u).
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Daraus findet man das Quadrat des Linienelements
ds? = (1 + ¥ (w)) du® 4 u* dv®.
Setzt man 1+ 2 (1) = ¢* (), also f(u) = § V¢* () — 1 du,
g0 komuyt ds? = ¢? (u) du® + udo?,

Die Differentialgleichung der geoditischen Linien hat die
allgemeine Losung

B J‘ (’)(")d"LJrk?,

uVu — 12

wobei %, und %, zwel voneinander unabhiingige Integrations-
konstanten sind.

Ein System kongruenter geoditischer Linien, welche nach
einem Logarithmus des Drehwinkels aufeinander folgen, liBt sich
mittels des Parameters p und der beliebigen Konstanten % dar-
stellen durch die Beziehung

p(u)du

= lo” 7.
wVur —I? &

v+ k
Es seien nun drei derartige Kurvensysteme vorgegeben:

p)ydu e
D) af» : - - = log «,
T wVut — a? °

vb [0 g,

wl u? — b?

o (u) du »
v c —— —— lO -
- J‘u Vur — ¢ 87

@, b, ¢, n sind beliebige Konstanten.

Es wird gefordert, daB die drei geoditischen Systeme ein
Dreiecksnetz bilden. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daf
a, f und y durch eine lineare Kombination verbunden werden

korifen Aa+ B Cy =10,

A, B, C bedeuten lediglich additive Konstanten fiir die Winkel .
Ks wird sich zeigen, dal sie aus den folgenden Rechnungen als-

bald herausfallen.
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Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir «, f, y kommt
q:(thdzr b rp(u)du . __(7»(!()!!_1!_

111/1:2—«(? + B uVu?—b- + O u)/ u2—c? = 0.

Schreibt man zur Abkiirzung

af B ae b [ N P
An YIVH_Q—;IQ — X, Bn NVNT—_I“J — Y, Cy’i?/ nl/u'-’—c'-’ — Z,
so erhilt man, wenn man zweimal nach u differenziert, drei in
)
X, Y, Z homogene lineare Gleichungen:

X+Y+2Z=0,

a b ¢

a—. 4 —ee= Y , - Z =0,
Vur — a? - Vot — b2 i Vot — ¢
a [(alnn) p(u) u ;. b {(bln) n) ¢ (u) " .
ut—a® [— o Vaur— aﬁJ X wr—b w a [,/u‘-’_‘.]fz_ .
¢ (¢Inn) ¢ (u) o _
TE_F { u Vit — . =10

Diese drei Gleichungen kénnen, ohne dafi gleichzeitig X, Y, Z
verschwinden, dann und nur dann nebeneinander bestehen, wenn
die Determinante

1 1
a b ¢
w2 — g2 1/1_73;._ e 17,;[. 2 = 0 st
f(a®1n n) ¢ (1) auw ) {h- Inn) g (n) b f(e2Ina) g (n) cu |

Vu(?—a?)  (Z=aPf w2 —0bY)  (2—b2%f | w2 —2)  (n2— 2l
Durch Ausrechnen der Determinante folgt:

(U2--a?P2 (ut D2 (u2—c?P
a(u?—a®) b(u?—b%) c(u*-c?)

Inn @)= ——— L o .-M.fai v ¢
Vu2-a?) (u?-b2) (u2-c?) T
aVu? - a® bV b2 eV - ¢
a? b c?

Wenn also eine Drebfliche ein Dreiecksnetz der verlangten
Art enthalten soll, so muf ¢ («) dem berechneten Ausdruck gleich
sein. Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, daf stets, wenn ¢ (u)



Tlichen mit drei ausgezeichneten Systemen geodiit. Linien ete. 871

gleich dem gefundenen Ausdruck gesetzt ist, die zugehorigen
Drehfliichen ein geodiétisches Dreiecksnetz der gewiinschten Be-
schaffenheit tragen.

Die Funktion @(u«) enthiilt die vier Konstanten lnn, a, b, c.
Dabei kommt es jedoch nur aut die Verhiltnisse dieser vier Zahlen
an; geht man néimlich von einer bestimmten Drehfliche zu einer
Biegungsdrehfliche vermdge der Substitutionen

, 1,
=, 0= v
iiber, so ergibt sich fiir das Quadrat des Linienelements

dst = v* 2 (v) du'? + o' 2 dv's.

Setzt man »2¢? (r#') = ¢?(«), so erscheinen dabei, wie man
sich leicht tberzeugt, @, b, ¢, Inn um den gemeinsamen Fak-

. : . .
tor — geiindert. So entspricht also einer homogenen Anderung
by

der vier Konstanten lediglich der Ubergang einer Drehfliche zu
einer Biegungsdrehfliche, das geoditische Dreiecksnetz und die
von ihm ilherdeckte undehnbare Haut bleiben dieselben.

Im Folgenden ist es zweckmibig, statt der Logarithmen mit
der Basis 2, welche die Aufeinanderfolge der einzelnen Winkel v
bestimmen und fiir jede Biegungsfliche verschieden sind, die
Logarithmen zu betrachten, welche die Aufeinanderfolge der den
v-Winkeln zugehorigen Punkte auf dem Breitenkreis # = « regeln.

Diese Logarithmen berechnen sich als

a_

n V'l

alogp = logp

und sind fiir alle Biegungsflichen die niimlichen. Ich werde da-
her in den weiteren Betrachtungen neben a, b, ¢ als vierte Kon-

a
stante ;o = }/n zugrunde legen.

Varitert man s unter Festhaltung der Verhiltnisse a:b:¢,
so bekommt man, wie unschwer einzusehen ist, die zu den ur-
spriinglichen Flichen hzw. deren Biegungsdrehflichen #hnlichen
Flichen. Wenn man also die zu jeder Fliche gehdrenden oc? Bie-
gungsdrehflichen und dhnlichen Flichen ausscheidet, so behilt man
schlieilich eine Mannigfaltigkeit von zwet Parametern; denn als
wesentliche Konstanten bleiben lediglich die beiden Verhiltnisse
a:b:c. Man kann somit folgendes Ergebnis aussprechen:
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Abgesehen von Biegung und Ahnlichkeit gibt es
wfDrehflichen,auf denen nebenden bekannten dreh-
symmetrischen geoditischen Dreiecksnetzen noch
gewisse ,singulire“ geoditische Dreiecksnetze exi-
stieren. Sie werden von drei Systemen kongruenter,
nach Logarithmen des Drehwinkels aufeinander
folgender Kurven erzeugt, sind also nicht drehsym-
metrisch angeordnet.

Wir wenden uns jetzt zur Diskussion der gefundenen

Drehfldchen:

Es sei @/ > b >ic. Dann ist die Funktion ¢(«) reell fiir
«>'a|. Die Drehfliichen sind demnach imaginiir, so lange v <|a
bleibt. Sie haben, da ¢(a) = o wird, den Breitenkreis v = a
zum Aquator?), alle iibrigen reellen Breitenkreise besitzen Radien
groter als a. Weil ¢ () mit wachsendem » stiindig abnimmt,
hat der Meridian keinen Wendepunkt. Die Drehflichen sind
also hyperbolisch gekriimmt.

Die imaginiiren Breitenkreise « = & und u = ¢ haben ebenso
wie der reelle Breiteukreis « = « die Bedeutung von Aquator-
kreisen, da die Funktion ¢ («) ebenso wie fiir # = ¢ auch fiir
# =50 und u = ¢ nach o strebt.

Um iiber die Gestalt der Drehfliichen weitere Aufschliisse zu
gewinnen, untersucht man das Verhalten der Funktion ¢ («), wenn
w—> oo geht. Je nachdem niimlich ¢ (#) sich einem
von Null verschiedenen Wert nithert oder schliefilich
v 1 der Null als Grenze zustrebt, treten zwei wesentlich
verschiedene Fiille ein. Die Verhiiltnisse werden an-
schaulich gemacht, wenn man die zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Meridianen liegenden abwickelbaren
Streifen betrachtet. In Figur 3 ist ein Streifen dieser
u Art schematisch dargestellt: Auf einer Z-Achse denkt

man sich die Werte § ¢ («)du, senkrecht dazu nach

beiden Seiten die Lingen p« aufgetragen. o bedeutet
~einen willkiirlichen Proportionalititsfaktor, den man
Figurs  gchlieBlich beim Grenzitbergang zu unendlich schmalen

fpdu

1) Als ,Aquator* bezeichne ich der Kiirze halber diejenigen Dreiten-
kreise, welche geodiitische Linien sind.
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Streifen unendlich klein annehmen muf. Durch Zusammenfiigen
beliebig vieler kongruenter Streifen der besprochenen Art kann
man drehsymmetrische Gebilde bzw. an der Grenze Drehflichen
herstellen. Indem man die Streifenzahl variiert, gelangt man zu
den o' Biegungsdrehfliichen.

Die beiden Hauptfille ¢ (o) <=0, ¢ ()= 0 haben nun fiir
die angegebenen Streifen eine anschauliche Bedeutung:

Je nachdem nimlich @(w)==0 oder p(w) =0 zugrunde
gelegt wird, schlieBt die Tangente des Streifenrandes, wenn man
sich von O entfernt, mit der Z-Achse an der Grenze einen von

;f verschiedenen Winkel ein oder sie nihert sich schliefilich der
sur Z-Achse senkrechten Richtung. Im ersteren Falle gibt es
neben unendlich vielen Biegungsdrebflichen mit Riickkehrkanten
stets unendlich viele Biegungsdrehflichen, welche die erzeugenden
Streifen ihrer ganzen Ausdehnung nach enthalten und sich ent-
weder mit einem asymptotischen Kegel, wie z. B. das Drehhyper-
boloid, oder ohne einen asymptotischen Kegel, wie z. B. das
Drehparaboloid oder das Katenoid, ins Unendliche erstrecken.
Im letzteren Falle dagegen sind Biegungsdrehflichen, welche ins
Unendliche verlaufen, ausgeschlossen; es ist nicht mdglich, die
Streifen in ihrem ganzen Verlaufe lings der Z-Richtung zu einer
Drehfliche zusammenzufiigen, sondern jede hierher gehorige Dreh-
fliche hat zwei Breitenkreise als Riickkehrkanten.

Der zweite Fall liegt bei den hier behandelten Drehflichen
vor, wie man sich durch Berechnung von ¢ (o) iiberzeugt. Die
Drehflichen mit singulidren geodiitischen Dreiecksnetzen
werden also stets von zwel Breitenkreisen als Riickkehr-
kanten abgegrenzt.

Die zu beiden Seiten des reellen Aquators liegenden Teile
der Drebflichen sind im allgemeinen nicht zueinander symme-
trisch; denn beim Uberschreiten des Aquators u = @ idndern die

Waurzeln V22 — 7% und Vu® — ¢® ihr Vorzeichen nicht, dagegen
geht die Wurzel Vu® — a? durch Null vom Positiven ins Nega-
tive oder umgekehrt.

Weiterhin seien nun die von den Kurven a = const., § = const.,
» = const. erzeugten geodiitischen Dreiecksnetze auf den
hier gewonnenen Drehflichen betrachtet:
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Zu dem Aquator jeder hyperbolisch gekriimmten Drehfliiche
gibt es, wie aus dem Clairautschen Satz folgt, zwei hinsichtlich
der Meridiane symmetrische Systeme kongruenter geodiitischer
Linien, welche sich an den Aquator mittels unendlich vieler Um-
giinge asymptotisch anschmiegen und als ausgearteten Fall den
Aquator selbst unter ihrer Mannigfaltigkeit enthalten. Die hier
gefundenen Drehflichen haben nun einen reellen und zwei ima-
giniire Aquatorkreise) und aus den Gleichungen fiir die drei Systeme
netzbildender geoditischer Linien (vgl. Seite 369) ergibt sich un-
mittelbar folgende Tatsache:

Drei von den sechs paarweise symmetrischen Sy-
stemen geodiitischer Linien, welche die drei Aquator-
kreise asymptotisch umhiillen?), sind gerade die-
jenigen Kurvensysteme, welche die ,singuliren®
geodiitischen Dreiecksnetze bilden.

Auf diese Weise erscheinen die geodiitischen Dreiecksnetze
dem Charakter der von ihnen iiberdeckten Drehfliichen vollkommen
angepafit: Die drei Systeme der netzbildenden geodiitischen Linien
sind gegenither den iibrigen geoditischen Linien der betreffen-
den Drehflichen deutlich ausgezeichnet; ftreilich ist nur fiir den
reellen Aquator die asymptotische Umhiillung der Anschauung
zugiinglich.

Aus Symmetriegriinden ist klar, dats jede der hier hetrachteten
Drehflichen zwel hinsichtlich der Meridiane symmetrische geodii-
tische Dreiecksnetze enthilt: Ebenso wie die den Konstanten a, b, ¢
entsprechenden Systeme geoditischer Linien ein Dreiecksnetz hilden,
entspricht den Konstanten — @, — 0, — ¢, welche zur nimlichen
Funktion ¢ («) fiihren, ein zweites und zwar zum ersten hin-
sichtlich der Meridiane symmetrisches Dreiecksnetz. Weitere ,sin-
guldre® geodiitische Dreiecksnetze sind dagegen im allgemeinen
auf den betrachteten Drehflichen nicht moglich.

Die zur Rede stehenden singuliren Dreiecksnetze kann man
mit der in § 1 auseinandergesetzten Iirzeugungsweise in einen
einfachen Zusammenhang bringen:

Die Verhiltnisse der drei Konstanten a, 6, ¢ bestimmen um-
kehrbar eindeutig die beiden konstanten Winkel o und z, nach

1) Den Aquatorkreisen entsprechen die Parameter « = 0, § =0, » = 0.
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denen der Aquator v = a von den iibrigen netzerzeugenden Kurven
geschnitten wird, Es ist
b ¢
cotg p = — ., cotgy = ——— ,
&Y Var — b gx -
oder
9 _ - b s Ap m———
cosy =, oSy ==
Bedenkt man noch, dag die Verteilung der Netzknotenpunkte
auf dem Aquator # = ¢ durch einen Logarithmus dargestellt
wird, so gelangt man zu folgendem Krgebnis:

Wenn man fiir die in § 1 angegebene Erzeugungs-
weise die Aufeinanderfolge der Knotenpunkte der
ersten geodiitischen Linie durch einen Logarithmus
bestimmt und den diesen Knotenpunkten zugeord-
neten Winkeln zwei konstante Werte v, y erteilt, so
sind die sich ergebenden Netze mit den in diesem
Paragraphen betrachteten ,singuliiren“ Netzen auf
Drehflichen identisch.

Die erste geodiitische Linie, welche der Erzeugungsweise zu-
grunde gelegt wird, liefert den reellen Aquator der Drehfliiche.
Eine iihnliche Vergriofierung oder Verkleinerung des ersten Streifens
entspricht ciner Anderung der Basis des Logarithmensystems, von
dem die Rethe der Knotenpunkte auf der ersten geodiitischen
Linie abhiingt. Man sieht von neuem, wie die Gesamtheit der
hierher gehiorigen Drehfliichen, abgesehen von Biegung und Ahn-
lichkeit, von zwel Parametern bestimmt ist, und zwar erscheinen
die beiden Parameter hier in der Form der zwei konstanten
Winkel, unter denen die der Erzeugung zugrunde gelegte erste
geoditische Linie von den iibrigen geoditischen Linien des Netzes
geschnitten wird.

Eine Drehfliche der hier behandelten Art samt darauf lie-
gendem geodiitischen Dreiecksnetz zeigt die schematische Figur 4.
Fliiche und Netz sind, entsprechend den vorangehenden Ausfiih-
rungen, in Bezug auf den Aquator 4 unsymmetrisch. Die beiden
Breitenkreise X und XK', welche als Riickkehrkanten die Dreh-
fliiche abschlieien, schneiden das geoditische Dreiecksnetz ab,
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ohne sich dabei seinem Verlaufe anzupassen. In dieser Hinsicht
erscheint die Form der Drehfliichen den ,singulidren“ Netzen nicht
so weitgehend angemessen wie den drehsymmetrischen geodiitischen
Dreiecksnetzen.

pa e aTotD | Das Netz ist nach beiden Rich-

/// : tungen des A quators hin unbegrenzt
\ fortsetzbar und iiberdeckt die Dreh-
\\, > fliiche dabel unendlich vielfach.
\\*‘ K7 // Nach der einen Seite hin werden
\(g y A/ die Netzdreiecke unendlich weit
U 7 und erreichen das Unendliche nach
\‘ / einer endlichen Anzahl von Knoten-
; sl punkten, nach der anderen Seite
Dl LA hin hiiufen sich die Netzdreiecke
"x‘,f RV gegen das Unendliche und werden

/{’ i immer Ikleiner.
gii VAN /) > Bemerkenswert ist auch der

L, o

Grundrii des Dreiecksnetzes auf die
Aquatorebene. Er stellt nimlich
ein ebenes Dreiecksnetz dar, welches
aus drei Systemen jeweils kongruenter und durch Drehung um
ein gemeinsames Zentrum auseinander hervorgehender Kurven be-
steht und trotzdem nicht drehsymmetrisch ist; die kongruenten
Kurven folgen nicht in gleichen Winkeln, sondern nach einer
logarithmischen Skala aufeinander.

.
Figur 4.

Nach Untersuchung des allgemeinen Falles seien noch zwei
Spezialisierungen betrachtet:

I. Setzt man ¢ = 0, so wird das eine System der netz-
erzeugenden geodiitischen Linien zu Meridianen.
Fiir die Funktion ¢(«) erhilt man durch Einsetzen
von ¢ = 0 den einfacheren Ausdruck
w? (a® — b%)

AV — 12— b Vb — at) Vi — a?) (ut — 1)

Inn @) = (

Die zugehorigen Drehflichen und Dreiecksnetze weisen
gegeniiber dem allgemeinen Falle keine augenfiillige Be-
sonderheit auf. Insbesondere sind auch die durch ¢ =0
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spezialisierten Flichen in Bezug auf den Aquator un-
symmetrisch.

II. Etwas wesentlich Neues ergibt sich, wenn man von den
drei Konstanten a, b, ¢ zwei einander bis auf das Vor-
zeichen gleichsetzt, wenn man also annimmt, daB von
den drei Systemen netzbildender Kurven zwei Sy-
steme zueinander symmetrisch sind.

Fir b = — ¢, wobei |b <|a' oder |b,> a| sein mag?),
erhilt man fiir die Funktion ¢(#) nach kurzen Umrechnungen
a
Inn p(n) = —— :
Pl Vur — a

Die Gleichung des Meridians der Drehfliche lautet dann

(o))
s2=f(u) = er/ﬁ'(u) —1ldu= 0 EZ,?,,, du.

Um das Krtiimmungsmat K der Fliche zu berechnen, wird
in dem Ausdruck

o |‘a_<1 a]/(}:)_}* 9‘(__1 SVE
 VEGIu\VE 3su v \Y @ a?’)

a

Inn Vut — a?

fir VI = @) = und fir VG =u gesetzt.

Man erhiilt dann

Demnach gehen fiir / = — ¢ die allgemeinen in diesem
Paragraphen besprochenen Drehfiichen in Drehflichen konstanten
negativen Kriimmungsmafies iiber und es ist leicht einzusehen,
wie dabel die in Figur 4 schematisch dargestellte Flichenform in
den hyperbolischen Typus der pseudosphiirischen Flichen ausartet.

So hat man folgendes Ergebnis:

Wenn man zwei der netzerzeugenden Systeme
von geoditischen Linien hinsichtlich der Meridiane
symmetrisch annimmt, so erhilt man statt der all-

1) 16| = a| hat keinen Sinn, weil hierbei zwei von den netzerzeugen-
den Systemen geodiitischer Linien miteinander identisch werden.
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gemeinen bisher von uns untersuchten, hinsichtlich
des Aquators unsymmetrischen Drehfliichen gewisse
hinsichtlich des Aquators symmetrische Flichen,
nimlich die pseudosphirischen Drehflichen vom
hyperbolischen Typus.

Die auf pseudosphiirischen Flichen liegenden geodiitischen
Dreiecksnetze, die man fiir b = — ¢ erhiilt, miissen notwendiger-
weise durch die Beltramische Abbildung in ein ebenes Dreiecks-
netz iibergefithrt werden konnen. In der Tat lassen sie sich in
die schon in der Kinleitung erwiihnten ebenen Dreiecksnetze ab-
bilden, welche von den Tangenten und Durchmessern eines Kreises
erzeugt werden. Eine analoge Ubertragung der ebenen Dreiecks-
netze auf Flichen koustanten positiven KriimmungsmaBes ist in
reeller Weise nicht moglich.

Ein wesentlicher Unterschied der allgemeinen in diesem Para-
graphen behandelten geodiitischen Dreiecksnetze gegeniiber den
speziellen Netzen auf pseudosphiirischen Flichen besteht darin,
daf jede der allgemeinen in diesem Paragraphen betrachteten
Drehflichen jeweils nur zwei zueinander symmetrische ,singuliire®
Netze trigt, wihrend jede pseudosphiirische Ausartung
ol _singulire* geoditische Dreiecksnetze aus kongru-
enten geoditischen Linien enthiilt. Der Grund liegt darin,

daB fiir b = — ¢ aus der Funktion ¢ () die Konstanten b und ¢
herausfallen. Man kann deshalb zu jedem vorgegebenen a uud
Inn fir b = —¢ noch irgend einen Wert annehmen. Jedem

dieser Werte entspricht dann ein singulires Dreiecksnetz. Die
beiden die zueinander symmetrischen Systeme geodiitischer Netz-
kurven umhiillenden Breitenkreise # = 0, in welche das Paar der
imaginiren Aquatorkreise des allgemeinen Falles ausgeartet er-
scheint, haben eine von Null verschiedene geodiitische Kriimmuug.
Die Beriihrung dieser Breitenkreise durch die geodiitischen Linien
ist daher nicht mehr asymptotisch. Die zwer zueinander sym-
metrischen Systeme der netzbildenden geodiitischen Linien sind
ihre gegenseitigen Fortsetzungen iiber die berithrenden Dreiten-
kreise hinaus. Das dritte System der netzbildenden geodiitischen
Linien umhiillt auch im pseudosphiirischen Falle den Aquator
n = a asymptotisch.
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Fiir b = |¢,<|a und b = ¢ >|a| ergeben sich zwei
verschiedene Netztypen:
Bei ] = l¢| < .|a, wenn also das die beiden symmetrischen

Kurvensysteme umbhiillende Paar der Breitenkreise « = 0 ima-
giniir ist, erhiilt man ein Gebilde, das sich von dem in Figur 4 dar-
gestellten Falle im wesentlichen nur durch die Symmetrie hinsichtlich
des Aquatorkreises unterscheidet. Ein Beispiel gibt die schematische

Figur 5. Die Bezeichnungen sind die gleichen wie in Figur 4.
Bei b = ‘¢ > a|, wenn also das die beiden symmetrischen

Systeme der netzbildenden geodiitischen Linien umhiillende Paar
der Breitenkreise w = b reell ist, erhiilt man ein fiir die An-
schauung von den vorangehenden Netzen
wesentlich verschiedenes Dreiecksnetz. In
der schematischen Figur 6 ist ein Netz (
dieser Art gezeichnet. I, K', A haben
wieder die nimliche Bedeutung wie in
den vorangehenden Figuren; B und I
bezetchnen die beiden umhiillenden Kreise
= 0. Man sicht, wie die beiden zu-
einander symmetrischen Systeme geo-
diitischer Liuien in den Berithrpunkten
der Breitenkreise B und B, welche zu-
gleich Netzknotenpunkte sind, ineinander “? / |
ibergehen und ihre gegenseitigen Fort- e A EER S
sebzungen bilden. Das dritte System '
der mnetzbildenden geodiitischen Linien,
welches den Aquator umhiillt, ist in der Figur tiber die Kreise B
und B hinaus fortgesetzt.

Tigur 3.

Das Netz besteht aus zwei zum Aquator symmetrischen, von-
einander getrennten Teilen. Jede dieser heiden Netzzonen wird
von einer Riicklehrkante und von einem der beiden Breitenkreise
B und B’ abgegrenzt. Die Riickkehrkanten schneiden das Drei-
ecksnetz ab, ohne sich seinem Verlauf anzupassen. Die beiden
Breitenkreise B, B’ dagegen sind Diagonalkurven des Dreiecks-
netzes.

In den Figuren 4, 5 und 6 ist von den betreffenden Dreh-
fiiichen jeweils nur ein Teil dargestellt, den man, um die gesamte
Fliche zu erhalten, in Richtung der Drehachse periodisch wieder-
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holen mufi. Dabei haben zwei aufeinanderfolgende Teile immer
eine Riickkehrkante gemeinsam, wie aus den schematischen
Figuren 7 und 8 ersichtlich ist. Figur 7 bezieht sich auf den

Figur 6. Figur 7. Figur 8,

allgemeinen, Figur 8 auf den pseudosphiirischen Iall der in diesem
Paragraphen untersuchten Drehfliichen.

Die in dem vorliegenden Paragraphen besprochenen
geoddtischen Dreiecksnetze lassen noch eine merk-
wiirdige Verallgemeinerung zu, bei der anstelle der
Drehflichen Flichen allgemeinerer Art treten. Dariiber
soll im folgenden Paragraphen berichtet werden.

§ 5
Die Spiralflichen, auf denen geoddtische Dreiecksnetze existieren.

Durch Drehung irgend einer Kurve um eine mit ihr starr
verbundene Achse entstehen die Drehfliichen. Wenn man nun die
erzeugende Kurve proportional der Drehung einer Ahnlichkeits-
transformation hinsichtlich eines festen Punktes auf der Dreh-
achse unterwirft, so ergeben sich allgemeinere Fliichen, welche
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nach Lie als Spiralflichen?') bezeichnet werden. Fiir zahlreiche
geometrische Probleme weisen die Spiralflichen eine weitgehende
Analogie auf mit den Drehflichen, welche offenbar als ein be-
sonderer Fall unter der Gesamtheit der Spiralflichen enthalten
sind. Es wird sich herausstellen, daB auch die Ergebnisse des
vorhergehenden Paragraphen iiber geodétische Dreiecksnetze der
Drehflichen eine sinngemiifie Verallgemeinerung auf Spiralflichen
zulassen-

Die Kurve C,, welche durch Drehung um die Z-Achse und
gleichzeitige Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf den Anfangs-
punkt O eines rechtwinkeligen Koordinatensystems eine Spiralfliche
erzeugen soll, sei mittels der Funktionen r,, 2z, und , des Para-
meters u gegeben durch die Gleichungen:

x = 7, (1) cosw,(u),
y == 7, () sin w,(u),
& == &, ().

Sei &k die konstante Winkelgeschwindigkeit der Drehung,
h der konstante Modul der Ahnlichkeitstransformation, so ergeben
sich als Koordinaten der Spiralfliche, dargestellt durch die Para-
meter » und ¥:

x = e"r,(u) cos(w,(u) + kv)t),
(I y = ey (u) sin (w, (1) + ko),
7z = e'vry(u).

Fiir h = O artet die Spiralfliche in eine Drehfliche aus.

Die Kurven v = const. sind die der Erzeugung der Spiral-
fliche zugrunde gelegten zu (), #dhnlichen Kurven; die Kurven
n = const., welche den Breitenkreisen der Drehfliichen entsprechen,
sind Kegelloxodromen auf Drehkegeln mit dem Ahnlichkeits-
zentrum O als Spitze. Die Grundrisse der Kurven % = const. in
einer zur Z-Achse senkrechten Ebene sind kongruente logarithmische
Spiralen. Auf den Zylindern iiber diesen logarithmischen Spiralen
erscheinen die Kurven » = const. als geodiitische Linien, d. h. als
Schraubenlinien.

1) Darboux, Théorie des surfaces, Paris 1894, 1, p. 108; Lévy, Paris,
C. R. 87 (1878), p. 288; Lie-Scheffers, Geometrie der Berithrungstransf., Leipzig
1896, p. 162.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1926. 25
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Ist f (1) 1wwrgend eine willkiirliche Funktion von w, so bilden
die Kurven v -+ f(2t) = const. stets ein System iihnlicher Kurven.
Die der Erzeugung der Spiralfliiche zugrunde gelegten zu €, ihn-
lichen Kurven sind also auf der Spiralfiiiche keineswegs aus-
gezeichnet, sondern man kann, abgesehen von den Kegelloxodromen,
eine ganz beliebige Kurve C anf der Spiralfliiche betrachten und
durch gleichzeitige Drehung und Ahnlichkeitstransformation dieser
Kurve C die Spiralfliiche entstanden denken.

In entsprechender Weise wie zu jeder Drehfliiche oo Biegungs-
drebflichen und oo? Biegungsschraubenfliichen gehoren, lifit sich
jede Spiralfliche in w?® Biegungsspiralflichen verbiegen. Man
kann irgend eine Kurve u# = u, der vorgegehenen Spiralfliiche
mit jeder beliebigen Kegelloxodrome, welche im Raum irgendwic
vorgegeben ist, zur Deckung bringen: dadurch ist dann stets eine
Biegungsspiralfliche bestimmt.

Die gesamten in §2 durchgefiihrten Betrachtungen
iiber Drehflichen werden nun in der Weise auf Spiral-
flichen iibertragen, dafi die Systeme kongruenter Kur-
ven durch dhnliche Kurven ersetzt werden.

Zuniichst erlkennt man, dal; es in villicer Analogie zu den vor-
hergehenden auf Drehfliichen beziiglichen Untersuchungen aut den
Spiralflichen zwei wesentlich verschiedene Miglichkeiten
gibt, um zwej Systeme dhnlicher, durch Drehung aus-
einander hervorgehender beliebiger Kurven so zu ver-
kniipfen, dali jedes System von Diagonalkurven wiederum
aus lauter d&hnlichen Kurven besteht. Dabei ist wiederum
fitrs erste die Forderung, dali die betrachteten Kurven geodiitische
Linien seien, beiseite gelassen.

I. Die erste Mioglichkeit der Verkniipfung besteht darin.
dati man zwei beliebige Kurven € und 0, auf eincr Spiral-
fliche nach konstanten Intervallen des Drehwinkels ¢ in ent-
sprechender Vergrifierung bzw. Verkleinerung wicderholt.

Hat niimlich € die Gleichung
v £ =0
und (', die Gleichung

v L) = 0.

so liit sich das Vierecksnetz der zu € und €, dhnlichen
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und in konstanten Intervallen des Drehwinkels aufeinander
folgenden Kurven a = const. und f = const. darstellen
durch die Gleichungen

v'+ fi() = a,
v £ = f

Jedes System 4 4 B =y = const., wobhei 4 und B
willkiirliche Konstante bedeuten, hat dann die Gleichung

y
4+ B

Also wird in der Tat.jedes Diagonalkurvensystem y ==
const. von #hnlichen Kurven gebildet, die um konstante
Winkel gegeneinander verdreht sind. Einen besonderen
Fall erhilt man fiir 4 4+ B = 0. Unter dieser Annahme
ergeben sich die auf der Spiralfliche liegenden Kegel-
loxodromen, welche zwar kein System #hnlicher Kurven
darvstellen, von denen aber jede einzelne Kurve in sich durch
Ahnlichkeitstransformation verschoben werden kann.

Die hier betrachteten Netze aus dhnlichen Kurven bilden
die naturgemiiie Verallgemeinerung der drehsymmetrischen
Netze auf Drehfliichen. Wihrend nun aber die drehsym-
metrischen Netze auf Drehfliichen fiir jede beliebige Dreh-
fliche o' drehsymmetrische geoditische Dreiecksnetze mit
sich bringen (vgl. Seite 368), gibt es analoge geo-
didtische Dreiecksnetze auf beliebigen Spiral-
flichen nicht, weil zu dem ausgezeichneten geoditischen
System der Meridiane der Drehflichen kein passendes Ana-
logon auf den Spiralflichen existiert.

Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhange der
triviale Fall, in dem die Spiralfliche in einen Zy-
linder mit einer logarithmischen Spirale als Basis
ausartet. DBetrachtet man irgendwelche zwel geoditische
Linien auf dem Zylinder, so bilden die zu diesen beiden Linien
ihnlichen und nach konstanten Drehwinkel aufeinander
folgenden Kurven mit dem System der Kegelloxodromen
ein geoditisches Dreiecksnetz. Bei Abwickelung des Zy-
linders in die Ebene geht aus dem geodiitischen Dreiecks-
netz eiu ebenes Dreiecksnetz hervor, dessen Umhiillende in

25*

1 , . S
v 1-[1 + B(Afl(u)*;— ]}fg(u)):
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drei nicht in gerader Linie liegende Punkte ausartet'). Die
beiden Systeme ihnlicher geodiitischer Linien ergeben nim-
lich bei der Abwickelung in die Ebene zwei Parallel-
strahlenbiischel, das System der Kegelloxodromen wird zu
einem Geradenbiischel, dessen Scheitel im Endlichen liegt.

II. Eine zweite Moglichkeit der Verkniipfung bietet sich,
wenn man zwei Kurven C; und C,, welche wieder durch
die Gleichungen

v+ fi(u) =0 und v 4 f,(x) =0

dargestellt seien, nicht nach konstanten, sondern nach
logarithmisch sich indernden Winkeln bei entsprechender
dhnlicher Deformation aufeinanderfolgend wiederholt. Auf
diese Weise ergeben sich zwei Systeme a = const. und
B = const. ihnlicher Kurven:

v+ () = log « und v -+ £, (1)) = log §.
Analog wie auf Seite 367 folgt, dak auch jedes System
Aa+ Bf =y = const,,

also jedes System von Diagonalkurven aus lauter dhnlichen,
nach einem Logarithmus des Drehwinkels aufeinander
folgenden Kurven

v+ log(du 1 4 Bu 1) = logy
besteht.

Um das Linienelement der Spiralfliichen zu finden in
Bezug auf die Kurven eines Vierecksnetzes der beschriebenen Art
als Parameterkurven, soll aus den Gleichungen (I) der Seite 381
zuniichst das Quadrat des Linienelements fiir die Parameter % und »
berechnet werden. Dabei erhiilt man

ds? = " (E, (w)du® 4+ 2 I, (w) dudv 4 G, (u)dr*).

Is,, I, und (, sind Funktionen von u allein®).

1) H. Graf und R. Sauer., ,Uber dreifache Geradensysteme in der
Ebene usw.*, Sitzungsber. der bayer. Akad. d. Wiss,, math.-natur. AbL,
12. Juli 1924, p. 148,

2) Darboux, Théorie des surfaces, [, p. 108,
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Durch die Substitutionen
v ==logé

U = lo:r Cg)

folgt fiir das Quadrat des Linienelements
(D) ds® = £2¥ < ( ) de -2 F, ( )dsd;;—k 4 (g)dng)l),
wobei E,, F, und G, homogene Funktionen nullter Ordnung der

und

beiden Veriinderlichen & und # sind und #' = -ln]%n' — 1 gesetzt ist.

- i . .
Die Kurven t]= const. bedeuten die Kegelloxodromen, die

[y

Kurven & = const. und 5 = const. bilden ein Vierecksnetz der be-
schriebenen Art. Allgemein iiberzeugt man sich leicht?), dak jedes
Vierecksnetz der gewiinschten Beschaffenheit auf ein Linienelement
von der Form (II) fiihrt und daB umgekehrt jedes Linienelement
von der Form (II) ein Vierecksnetz der verlangten Art ergibt.

Nun kehre ich zum Problem der geoditischen Dreiecks-
netze zuritck und untersuche, ob geodidtische Dreiecksnetze
auf Spiralflichen existieren von der Art, daB die drei
Systeme netzerzeugender geodidtischer Linien dhnliche
Kurven sind und nach einem Logarithmus des Dreh-
winkels aufeinander folgen.

Angenommen, es sei ein geoditisches Dreiecksnetz der ver-
langten Beschaffenheit gefunden, so mdgen als Parameterkurven
zwel der netzbildenden Systeme geoditischer Linien a = const.
und f = const. in der Weise eingefiihrt werden, daB das dritte
System der netzerzeugenden geoditischen Linien durch die Be-
ziehung « — = const. dargestellt wird.

Auf Grund der vorangehenden Uberlegungen muf das Quadrat
des Linienelements die Form haben:

dst = a‘—’"'(b (ﬁ) da + 2V<ﬁ> aadp+w (" ) g )
1y Darboux, Théorie des surfaces, 111, p. 73.
2) Dus Linienelement (1)) iindert niimlich bei den Substitutionen

ko (7 (0 . .
=gk fi (%) und 7 = & /2 <Z) seinen Charakter nicht.
o



386 R. Saner

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dafs
die Kurven a = const., f = const. und a — f = const. der
Gleichung der geodiitischen Linien geniigen, erhiilb man, wenn
man in den auf Seite 362 angegebenen drei partiellen Differential-
gleichungen « = a, v = f,

E=qa?m U(E) , F=a» V(ﬁ), G ==a*" W (é> einsetzt.
a 41 a

Auf diese Weise ergeben sich gerade drei gewihnliche
Differentialgleichungen 1. Ordnung mit der unabhiingigen Ver-

p

inderlichen L= % zur Bestimmung der drei unbekannten Funk-
tionen U (x), V (z) und W (z):
> dU a v
- N Dll =9 IV
(1 xV)dx—}—.“c( dr m UV,
T
2 W{ZZ__ (V—x W)Euj = 2m W3
dx ' dz

au dVv AW
3V 2 — /3y - V. 4 (2x— =82V -
BV x)”)clar;+2(1+x)ld,v'(( z l;(—{—%:cl)(hT

=2m(UW 2V L3V W),

Aus der Theorie der gewdohnlichen Differentialgleichungen
folgt, daB die drei angegebenen simultanen Differentialgleichungen
stets eine und nur eine Losung besitzen, wenn man fiir ¢ = 0
bestimmte Anfangsbedingungen U (0), ¥ (0), W (0) vorgibt. Die
Anfangsbedingungen miissen in dem Bereiche liegen, in dem die
aus den Differentialgleichungen linear rechenbaren Ausdriicke
dU aVv dw
dz’ dz’ dz
sich stetig verhalten. Die zugehdrigen Spiralfliichen sind reell,
wenn U(0) >0, V(0)>0 und /(0) W (0)> V(0)* angenom-
men wird.

samt ihren partiellen Ableitungen nach U, V, W

Es ist somit gezeigt, daBi es geoditische Dreiecksnetze der
verlangten Beschaffenheit gibt und daB neben der schon m den
Differentialgleichungen enthaltenen Konstanten m noch drei In-
tegrationskonstanten in das Problem eingehen.



Fliichen mit drei ausgezeichneten Systemen ecoditt. Linien ete. 387

Bei der Diskussion der vier Konstanten ist zuniichst
zu bedenken, dafi die drei Grifien U (0), V(0), W (0) nur in ihren
Verhiiltnissen wesentlich sind. Werden néimlich U, V, W um einen
konstanten Faktor geiindert, so bedeutet dies eine iihnliche De-
formation der Spiralfliiche: alle zueinander iihnlichen Spiralfliichen
sind aber, ebenso wie alle untereinander dhnlichen logarithmischen
Spiralen der Ebene, miteinander identisch und kénnen durch eine
passende Drehung miteinander zur Deckung gebracht werden. Es
bleiben also nur drei Konstante, niimlich m und die beiden Ver-
hiiltnisse U7 (0): 17(0): W (0).

Die Deutung dieser drei Konstanten geschieht am einfachsten,
wenn man die geodiitische Linie f == 0 des Netzes mit den auf ihr
liegenden Knotenpunkten betrachtet. Fiir 5 ==0 erhilt man niimlich

08 gy == 07 VU@O)da, also spmg = ]/[’/I ©) am+1,

m 4 1

Die Bogenliinge sz— ist vom Ahnlichkeitszentrum O an ge-
rechnet. Wie man sieht, sind auf der geoditischen Linie f = 0
die Knotenpunkte nach einer Potenz angeordnet. Der Exponent
dieser Potenz kann beliebig gewiihlt werden und bestimmt dadurch
die Konstante m. Die Winkel o und z, nach denen die geodiitische
Linte g =0 in den Netzknotenpunkten von den geodiitischen
Linien « = const. und « — i = const. des Netzes geschnitten
wird, haben die konstanten Werte

= arc tg LaL i) ”Vk((:,)«) 40, ;
1V U0) W) — V(0)*
7 == arc tg 70y + ¥ (0) (
Man erkennt also, daR die Verhiltnisse der Konstanten
[7(0) : V(0) : W(0) die Winkel bestimmen, welche die Netzkurve
# =0 mit den Netzkurven o = const. xowie den Netzkurven
u — [ == const. bildet.
Auf diese Weise ergibt sich schlieflich ein dem auf Seite 372
ausgesprochenen Satz analoges Resultat:
Abgesehen von der Biegung gibt es o?® Spiral-
fliicchen, auf denen ein geodiitisches Dreiecksnetz
existiert, weleches von drei Systemen ihnlicher Kur-
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ven, die nach Logarithmen des Drehwinkels auf-

einander folgen, gebildet wird.

Die Analogie zwischen den geoditischen Dreiecks-
netzen dieses und des vorangehenden Paragraphen ist
eine sehr weitgehende:

In #hunlicher Weise wie die in § 2 beschriebenen Dreiecksnetze
von drei ausgezeichneten Systemen geodiitischer Linien erzeugt
werden, welche einen reellen und zwei imaginire Aquatorkreise
asymptotisch umbhiillen, enthalten hier die drei Systeme der netzerzeu-
genden geoditischen Linien die drei ausgezeichneten Kurven a = 0,
g =0, a— f = 0, welche gleichzeitig Kegelloxodromen sind, da

sie zu dem Kurvensystem * = const. gehoren. Sie werden von den
a

Kurven des geoditischen Dreiecksnetzes erst nach unendlich vielen
Windungen der Spiralfliiche erreicht. Dabei tritt entweder asymp-
totische Anniherung ein beim Fortschreiten von den inneren zu
den dufieren Windungen der Spiralfliche (vgl. Seite 391, Typus I1I)
oder Einmiindung in das Ahnlichkeitszentrum (vgl. Seite 390,
Typus I und Seite 393, Typus V). Ebenso wie bei den Dreh-
flichen ist nur eine der drei ausgezeichneten geoditischen Linien
a=0, =0 und a — f =0 reell.

Ein bemerkenswerter Unterschied zwischen den Drehfliichen
des § 2 und den in diesem Paragraphen untersuchten Spiralflichen
besteht darin, daf auf jeder Drehfliche, welche ein ,singulires®
geodiitisches Dreiecksnetz enthiilt, stets noch ein hinsichtlich der
Meridiane symmetrisches zweites geoditisches Dreiecksnetz vor-
handen ist, wilhrend auf den hier betrachteten Spiralfliichen jeweils
nur ein einziges geodiitisches Dreiecksnetz liegt, welches die 0! Win-
dungen der Spiralfliiche tiberdeckt.

Mit der in § 1 auseinandergesetzten Erzeugungsweise lassen
sich die im Vorangehenden gefundenen geoditischen Dreiecksnetze
auf Spiralflichen in einen einfachen Zusammenhang bringen:

Regelt man die Aufeinanderfolge der Knoten-
punkte der ersten geodiitischen Linie nach einer

Potenz mit beliebigem Exponenten und erteilt den

beiden Winkeln, welche jeweils den Knotenpunkten

zuzuordnen sind, zwei beliebige konstante Werte, so
sind die gemifi der Erzeugungsweise sich ergebenden,
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geodiitische Dreiecksnetze tragenden Flichen mit

den in diesem Paragraphen besprochenen Spiral-

flichen identisch.

Der Anfangsstreifen entspricht dabei dem abwickelbaren
Streifen lings derjenigen reellen geoditischen Linie des Dreiecks-
netzes, welche gleichzeitigz Kegelloxodrome ist und welche das
Analogon bildet zum reellen Aquator der in § 2 behandelten Dreh-
flichen. Man kann die erste geoditische Linie stets in die Form
irgend einer logarithmischen Spirale S bringen, welche das Ahn-
lichkeitszentrum der Spiralfliche zum asymptotischen Punkt hat
und deren Ebene auf der Achse der Spiralfliiche senkrecht steht.
Der erste geodiitische Streifen liegt dann auf einem Zylinder,
dessen Mantellinien parallel zur Achse der Spiralfliche verlaufen.
Die so bestimmte Biegungsspiralfliche ist samt dem darauf liegen-
den geodiitischen Dreiecksnetz nur dann hinsichtlich der Kbene
der Spirale S symmetrisch, wenn die beiden Winkel vy und x
einander entgegengesetzt gleich angenommen werden.

Indem man den Exponenten der Potenz, welche die Aufein-
anderfolge der Knotenpunkte auf der ausgezeichneten geodiitischen
Linie = 0 des Netzes regelt, variert, d. h. indem man der
Konstanten m der Rethe nach verschiedene Werte erteilt, ge-
langt man zu einer Klassifikation der siimtlichen Spiral-
flichen, welche geoditische Dreiecksnetze der beschriebenen Art
tragen.

Zur Diskussion der verschiedenen sich ergebenden Flédchen-
und Netztypen betrachte ich jeweils die beiden in die Ebene aus-
gebreiteten geoditischen Streifen des Dreiecksnetzes zu beiden
Seiten der ausgezeichneten geodiitischen Linie f = 0. Ich werde
die Kurve § = 0 im Folgenden mit S bezeichnen und erteile ihr
i den in die Ebene abgewickelten Streifen die Gestalt einer ge-
raden Linie. Es bedeutet dies keine Einschrinkung, da der eine
Rand des ersten geoditischen Streifens bei der in § 1 entwickelten Er-
zeugungsweise beliebig zugrandegelegt werden darf (vgl. Seite 361).
Die dufieren Riinder der beiden an S benachbarten Streifen sind
in den folgenden Figuren statt durch Polygonziige durch stetige
Kurven dargestellt, wie sie beim Grenziibergang der endlichen
Polyedergelfiige zu infinitesimalen Netzen auftreten. Die Winkel
 und y sind in den folgenden Figuren stets entgegengesetzt gleich



390

R. Sauer

angenommen. Die Uberlegungen gelten jedoch unveriindert auch
fiur |y =y .

Nun bespreche ich der Reihe nach die einzelnen Typen und
werde dabei drei verschiedene Gattungen von Spiralflichen
erhalten, welche durch die Drehfliichen und die abwickel-
baren Spiralfliichen als Ausartungen ineinander iiber-
gehen.

L

1L

m < — 1.

Die beiden ersten geodiitischen Streifen sind in Figur 9
dargestellt. Die iiuieren Streifenrviinder haben das Ahn-

Figur 9.

lichkeitszentrum 0 zur Spitze und verlaufen etwa wie eine
Neilsche Parabel. Sie sind nach auten konkav: Die Fliichen
sind also hyperbolisch gekriimmt.

Dasjenige System der geodiitischen Linien, welches die
Kurve S enthiilt, miindet in das Ahulichkeitszentrum O ein,
O ist ein ,Hiufungspunkt® des Netzes, d. h. das Netz ver-
engert sich unbegrenzt bei Anniherung an O. DEntfernt
man sich mehr und mehr von O, so werden die Netzdrei-
ecke schliefilich unendlich weit und erreichen das Unend-
liche nach einer endlichen Anzahl von Kuotenpunkten.
m = — 1.

Die Potenz artet in einen Logarithmus aus. Die
! Windungen der Spiralfliiche werden miteinander identisch,
die Spiralfliichen gehen in die stets hyperbolisch gekriimmten
Drehfliichen iiber, welche ich im vorhergehenden Paragraphen
untersucht habe.

Die heiden Anfangsstreifen sind in Figur 10 dargestellt.
Sie werden durch zwei Xxponentialkurven abgegrenzt,
welche S zur Asymptote haben. Nach der einen Seite zu
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werden die Netzdreiecke kleiner und kleiner und hiufen
sich gegen das Unendliche, nach der anderen Seite hin
erreichen sie das Unendliche nach einer endlichen Anzahl
von Knotenpunkten. (Vgl. Seite 376.)

Figur 10,

I, —1 < m <0.
Die beiden Anfangsstreifen sind in Figur 11 gezeichnet.
Die Flichen sind wiederum hyperbolisch gekriimmt,
jedoch von den unter I angegebenen Flichen dadurch ver-
schieden, dafi das Ahnlichkeitszentrum O nicht Hiufungs-

Figur il.

punkt des Netzes ist, sondern nach einer endlichen Anzahl
von Knotenpunkten erreicht wird. Entfernt man sich von O,
so werden die Netzdreiecke kleiner und hiiufen sich gegen
das Unendliche. Dasjenige System der geodiitischen Linien,
welches die Kurve S enthiilt, umbhiillt S asymptotisch beim
Fortschreiten von den inneren zu den iukeren Windungen
der Spiralfliiche.

Der Verlauf des Netzes erinnert an den Verlauf der
auf Seite 374 besprochenen ,singuliiren* geodiitischen Drei-
ecksnetze auf Drehflichen.
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Ein wesentlicher Unterschied liegt darin, daB die Streifen
des hier besprochenen Typus III im Ahnlichkeitszentrum O
eine im Endlichen gelegene Grenze besitzen, wihrend die auf
Seite 374 angegebenen Netze nach beiden Seiten des Aquators
hin sich unendlich weit erstrecken. Dementsprechend haben
die #uBeren Rinder der in Figur 10 dargestellten Streifen
nur die eine Asymptote S, withrend die Réinder der in Figur 11
gezeichneten Streifen etwa wie eine Hyperbel verlaufen,
welche S und G zu Asymptoten besitzt.

m =0,

Die Knotenpunkte auf S folgen in gleichen Abstiinden
aufeinander. Sowohl durch die in § 1 auseinandergesetzte
Erzeugungsweise als auch mittels der auf Seite 386 an-
gegebenen Differentialgleichungen findet man leicht, daB
die Spiralfliche in einen Zylinder ausartet, dessen Basis
irgend eine logarithmische Spirale ist. Das geodiitische
Dreiecksnetz geht nach Ausbreitung des Zylinders i die
Ebene in ein ebenes Dreiecksnetz iiber, welches von drei
Parallelstrahlenbiischeln gebildet wird und durch Hinzu-
nahme eines vierten Parallelstrahlenbiischels zu einem
Mobiusschen Netz erginzt werden kann.

Die beiden Anfangsstreifen bestehen aus zwei Reihen
kongruenter gleichseitiger Dreiecke, wie Figur 12 zeigt.

(] . B N >--5 P ¥ A
Figar 12.
Bemerkung: Man vergleiche die hier genannten Netze
mit den auf Seite 383 erwiihnten Dreiecksnetzen, welche auf
den nimlichen Zylindern liegen, aber nicht zu Mobiusschen
Netzen sich vervollstindigen lassen.

m > 0.

Die beiden Anfangsstreifen sind in Figur 13 gezeichnet.
Die Rinder verlaufen etwa wie eine Parabel.

Die Flichen sind elliptisch gekriimmt. Das Ahnlichkeits-
zentrum O ist nicht Hiufungspunkt des Netzes, sondern wird
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nach einer endlichen Anzahl von Knotenpunkten erreicht.
Wenn man sich vom Ahnlichkeitszentrum entfernt, werden
die Netzdreiecke unendlich groB, erreichen das Unendliche
jedoch erst nach unendlich vielen Schritten. Dasjenige

Figur 13.

System der geoditischen Linien, welches die Kurve S ent-
hilt, miindet in den Ahnlichkeitspunkt.

In der schematischen Figur 14 ist eine an der Kurve R
abgeschnittene Spiralfliiche des Typus V samt daraufliegen-
dem geoditischen Dreiecksnetz schematisch angegeben.
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Figur 14.

Die logarithmische Spirale S zerlegt die Fliche und das
Dreiecksnetz in zwei symmetrische Hiilften. Die beiden
Kegelloxodromen L und I’ begrenzen die Fliche als
Riickkehrkanten, ohne Diagonalkurven des Dreiecksnetzes
zu sein.
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Was auf Seite 380 iiber die periodische Aufeinanderfolge der
einzelnen Teile der Drehfliche gesagt wurde, gilt in #hnlicher
Weise auch fiir die hier besprochenen Spiralflichen. Die einzelnen
lings der Riickkehrkanten zusammenstollenden Flichenteile sind
jedoch hier nicht kongruent.

Das schon in der Einleitung angegebene Beispiel, welches
F. Ahl auf Veranlassung von P. Stidckel berechnet hat
(vgl. Seite 355, Fubnote 1), ist eine besondere Fliche des Typus V.
Sie ergibt sich fiir die Anfangsbedingungen m =1, U/(0) — 4,
F(0) = —2, W) =3, also y= — 7 =arctg V2. Bei diesen
speziellen Anfangsbedingungen kann man fiir das System der
Differentialgleichungen, welches auf Seite 386 aufgestellt wurde, die
Losung angeben, niimlich:

U=2—x)}, V= —02—x)(1 —22), W=3(1 —2ux).

In der Dissertation voun F. Ahl sind noch zwei Linienelemente
zu imaginiren Flichen angegeben, welche ein geodiitisches Drei-
ecksnetz tragen. Das eine Linienelement gehort zu einer imaginiiren
Drehfliiche und ordnet sich den in § 2 besprochenen Drehflichen
unter, das andre Linienelement fiihrt auf eine imaginiire Spiral-
fliiche, welche ebenso wie das reelle Beispiel von Ahl dem auf
Seite 393 angegebenen Typus V zuzurechnen ist.

Zum Schlusse selen noch einige Bemerkungen angefiigh iiber
diejenigen Spiralflichen, welche sich auf Drehflichen
verbiegen lassen?®).

Man zeigt leicht die Richtigkeit folgenden Satzes:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir.
dak eine Drehfliche Biegungsfliche einer Spiralfliche
sel, Ist die Proportionalitit des geodiitischen Kriim-
mungsradius o der Breitenkreise und der Bogenlinge s des
Meridians, also die Bedingung

o=k s+ k,,
wobet £, und %, Konstanten bedeuten.

Nach einfachen Rechnungen erhiilt man fiir den Meridian
der Drehfliche die Gleichnng

; 1
2 = J V . ).27.2 " l (/)'.

“y

1) L. Rafty, Par. soc. math. 20 (1892), p. 22
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z und r sind rechtwinkelige Koordinaten, die Z-Achse ist
die Drehachse.

#, bedeutet eine willkiirliche Konstante und fithrt bei Vari-
ierung auf das System der iihnlichen Drehfliichen. Die &hnlichen
Drehflichen haben hier die charakteristische Eigen-
schaft, gleichzeitig Biegungsdrehflichen zu sein.

Die willkiirliche Konstante %, bestimmt c! inein-
ander nicht verbieghare und zueinander nicht ihnliche
Drehfliichen, welche auf Spiralflichen verbogen werden
konnen. Dabel sind drer Haupttypen zu unterscheiden:

L %> 0.

Die Flichen sind elliptisch gekriimmt. In der schema-
tischen Iigur 15 ist eine Drehfliiche des Typus I schema-
tisch dargestellt.

I 2, = 0.

Die Drebtlichen arten in einen Drehkegel oder Dreh-
zylinder aus.

HIL 2, < 0.

Die Fliichen sind hyperbolisch gekriimmt. Ein Bei-
spiel zeigt die schematische Frgur 16,

Der Breitenkreis 2 = 0 ist fiir die Flichen der Typen I und I1L
Riickkehrkante,  Die Drehfliichen sind in Bezug auf die Kbene 2 =0

L33

Figur 15. Figur 6.

symmetrisch und verlaufen ins Unendliche. In den Figuren 15
und 16 sind die Fliichen durch beliehige Breitenkreise abgeschnitten.
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Die durch Verbiegung der hier besprochenen Drehflichen ent-
stehenden Spiralflichen haben ebenso wie die in der Figur 14
abgebildete Fliiche zwei Kegelloxodromen zu Riickkehrkanten. Sie
lassen sich stets zu der im Abnlichkeitszentrum die Achse senkrecht
schneidenden Ebene symmetrisch verbiegen. Dabei entspricht die
in der Symmetrieebene liegende logarithmische Spirale S einem
Meridian der Drehfliche.

Jede Spiralfliiche, welche durch Verbiegung aus einer Dreh-
fliche entsteht, trigt natiirlich ebenso wie die Drehfliche selbst
ot Systeme geoditischer Dreiecksnetze. Diese Netze sind von
den auf Seite 388 beschriebenen geodiitischen Dreiecks-
netzen in charakteristischer Weise verschieden:

Das eine System der geoditischen Linien, nimlich die den
Meridianen der Drehfliiche entsprechenden Linien, umfafit ebenso
wie bisher lauter ihnliche Kurven. Diese umhiillen im Falle der
hyperbolischen Kriimmung die Spirale S asymptotisch, wenn man
den Verlauf der Windungen von innen nach auBen verfolgt, und
miinden im Falle der elliptischen Kriimmung ins Ahnlichkeits-
zentrum. Die beiden andren, zur Ebene der Spirale S stets sym-
metrischen Systeme netzbildender geodiitischer Linien bestehen im
Gegensatz zu den friiher betrachteten geodiitischen Dreiecksnetzen
nicht aus #hnlichen Kurven; sie umbhiillen daher nicht eine Kegel-
loxodrome wie in den fritheren Fiillen, sondern eine Kurve kon-
stanter geoditischer Kriimmung. Der Winkel, unter denen die
Spirale S jeweils von den beiden iibrigen geodiitischen Linien des
Netzes in den Knotenpunkten geschnitten wird, bleibt nicht kon-
stant, sondern indert sich, wie aus der Gestalt der Biegungsdreh-
flichen vermoge des Clairautschen Satzes sich ergibt, von Knoten-
punkt zu Knotenpunkt.

Man sieht, dati die Form der Spiralflichen den sie iiber-
deckenden geodiitischen Dreiecksnetzen viel weniger angepalit ist
als die Form der Biegungsdrehfliichen, weil nur bei den Biegung:-
drehfliichen die Drehsymmetrie der Netze deutlich zur Anschauung
kommt. AuBerdem schneiden bei den Biegungsspiralflichen, im
Gegensatz zu den Biegungsdrehfliichen, die beiden Riickkehrkanten
das Netz ab, ohne Diagonalkurven des Netzes zu sein.

Den Ubergang zwischen den Netzen der Typen I und III
bilden die geodiitischen Dreiecksnetze auf den zylindrischen Spiral-
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fiichen, wie sie durch Verbiegung eines Drehkegels oder eines
Drehzylinders mit daraufliegendem geoditischen Dreiecksnetz in
einen Zylinder mit logarithmischer Spirale als Basis entstehen.
Dabel gehen siimtliche Mantellinien des Drehkegels, dagegen nur
eine Mantellinie des Drehzylinders in Kegelloxodromen der ab-
wickelbaren Spiralfliiche iiber.

Die in der vorliegenden Arbeit untersuchten Dreiecksnetze
sind deshalb bemerkenswert, weil sie ihren geodiitischen Charakter
bei der Verbiegung nicht ifindern und sonach eine wesentliche
Kigenschaft der die betreffenden Flichen iiberdeckenden undehn-
baren Haut anschaulich darstellen. Ein #hnliches Interesse ver-
dienen wohl auch die allgemeineren Dreiecksnetze, welche nicht
von geoditischen Linien, sondern von Linien nicht verschwindender
konstanter geodiitischer Kriimmung erzeugt werden. Freilich ist
dieses Problem viel umfassender und schwieriger. Es ist bisher
anch fiir die Kbene noch nicht allgemein geldst.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jabrg, 1926, 26



