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Kettenbriiche mit kulminierenden und fast-
kulminierenden Perioden.

Von K. Weber, Freiburg 1. B.

Vorgelegt von O. Perron in der Sitzung am 16. Januar 1926.

$ 1.

Die Sidtze von Thomas Muir.
Uber Kettenbriiche mit kulminierenden und fastkulminierenden
Perioden sind folgende zwei, von Th. Muir herriithrende Sitze
hekannt):

I. Wenn der regelmiifiige Kettenbruch
[Ay £y o v v &y by En oo &y Egy 24
mit kulminierender Periode die Quadratwurzel aus einer ganzen
Zahl ) sein soll, so miissen die Teilnenner des Kettenbruchs
[¢g¢, ... en] die Gleichung befriedigen:
1) 24, = D,.

Ist dies der Fall, so besteht die notwendige und hinreichende
Bedingung darin, da§ Z die Form hat:

3) / _-—_-.l,'"‘l,, = (— 1)"‘-4‘111-4'1))11—11
wo & eine ganze Zahl bedeutet. Dann ist
) D=/+dx-A, , —(— D28, 1.

| . .
Mit B" wird der Niherungsbruch ntr Ordnung bezeichnet.

n

Y) Vgl O. Perron, Die Liehre von den Kettenbriichen, § 27, S.112/113.
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II. Wenn der Kettenbruch

[Zy ey €1y e e v Eny b — Ly en o o8y, &gy 24]
mit fastkulminierender Periode die Quadratwurzel aus eciner
ganzen Zahl D (! 8,12) sein soll, so miissen die Teilnenner des

Kettenbruches [, ¢, ... ex] die Gleichung befriedigen:
4) 2duy =D+ A,

Ist dies der Fall, so besteht die notwendige und hinreichende
Bedinguung darin, daf 7 die Form hat:

:)) A — — (_ l)n A{n - ])’”_1 .
Dann ist
6) D=724+Qe+ DDy — (=25 .

Die Zabhlen D, deren Quadratwurzeln kulminierende oder fast-
kulminierende Perioden besitzen, haben noch die Eigenschaft, dali
sie durch die quadratische Form 2* — (— 1)"- 24? darvestellt
werden konnen. Das Problem, dessen Lésung bisher noch nicht
gegeben worden ist, besteht nun darin, einmal alle Kettenbriiche
zu finden, welche den Bedingungsgleichungen 1) und 4) geniigen
und ferner die Darstellung der Zahlen D durch die Form a*
(— 1)*- 2y* anzugeben.

Im folgenden wird eine Losung des Problems durchgefiihrt
und zugleich gezeigt, wie eng die behandelten I'ragen mit der
Theorie der bindiren, quadratischen Formen der Determinante
A = & 2 verkniipft sind.

Die Bedingungsgleichungen 1) und 4) lassen sich leicht auf
eine einzige Kongruenz zuriickfiithren, welche die Grundlage fiir
alle weiteren Betrachtungen liefert.

Fir den Kettenbruch [e, ¢ ... &,] gilt die Beziehung:

An : Bu -1 An~i ’ -I).u == (’_“ 1)'“}—].
Schreibt man
/1,, i 1).»1 : (""" 1)" '*” fin " ]))n -1

und multipliziert mit 2, so erhiilt man hei Beniitzung von 1)
oder 4) die Kongruenz:

7) B = (—1)"- 2 (mod 4,).
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Es gilt auch die Umkehrung:

Ziwei Zahlen A, und B,, welche die Kongruenz 7) erfiillen,
bestimmen einen Kettenbruch [#, ¢ ... ¢, fir den die Glei-
cliung 1) oder 4) gilt, je nachdem D, gerade oder ungerade ist.

§ 2
Die Kongruenz «f = 2 (mod p,).

Wir untersuchen den Zusammenhang der beiden Zahlen «,
und p, in der Kongruenz
: a4, =0
1) ar = 2 (mod p,) v l (mod 2),
= 1 I
wo 0 <a,<yp, sein soll. Betrachten wir die Kettenbruchent-
wicklung
"

= [gr ys v oo #n]y wo n gerade scin soll,
1

so wird die Aufgabe gestellt, die Beziehungen zwischen den Teil-
nennern & des Kettenbruchs zu finden,
Wir setzen
(£, ru| == <L [« | = An
AN R R R ] n—'j),", v i

w) "111 - 1)11 fln—l = {’l'
Dy =, Dy == p,.
Dann ist A, - 0,0 — Ay - By == (— 1)t = [ oder
4) ay by =14 p1-p,.

Aubierdem ist bekanntlich

[f‘n—l--"n Ty oo .,4"2_}',I’__' j' .
5 In 2
) .
1;11 2010
l_gn ~1y n Dy oo vy (‘Zl == J)’
n—3,1
uid wir selzen
6) '1),”—1 == Py 1)'11—:_’,1 - ['z.

> )
.Z)"___' = Q,, 1)"_3'1 = Ps.
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Wegen der bekannten Formel

B”"l ’ ‘Z))“_3,1 - -Bn—‘l . -Bn—z,l = (_ 1)" = ]
st dann
7) ag by == 1 + p, py.
Wegen «, = 0 (mod 2) kann man setzen:
o 1
a, = 2 0;.

Aus 1) wird dabel
a, - b =1 (mod p,).
Der Vergleich mit Gleichung 4) ergibt
by == b,

weil die Kongruenz «, -2 = 1 (mod p,) nur eine positive Lisung
kleiner als p, hat. Somit gilt fiir die Kette 2):

8) iy == 2 //1 .

Aus dieser Gleichung folgt eine Beziehung zwischen #, und .
Wegen 3) und 8) ist
B, =—2.-4,_, oder
tn Dy 4 Dy o-=2¢ Doy 42040,
Mit Beniitzung von 6) folgt hieraus:
9) tn Py a, = 2ey-py+ 20,
Multipliziert man 9) mit «,, so hat man
a; = ay(2¢ey —&,) - p, + 2, b, und wegen 7)
a; = a,(2eg — )Py + 2 -+ 2p, p,, daher:
10) a; = 2 (mod p,).
Satz: Aus der Kongruenz af = 2(mod p,) folgt fir
u, = 2b, die andere @ = 2 (mod p,),
wobei «, < n; und p, <p, ist.
Multipliziert man 9) mit b, und beriicksichtigt 7), so ist
b by py Fayby = 26,0, py + 203,

1) (203 = 14 p, [y (i —25) + 1y,
| 262 = 1 (mod p,).
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Die lineare Kongruenz
byz = 1 (mod p,)
hat wegen 7) und 11) die heiden positiven Lisungen a, und 24,.
Weil «, <p,, so kann man setzen:
20, =a,+Lk-p,.
Es sind nur 2 Fille méglich:
a) k= 10. Dann ist
20, =u

.y 4. h. auch «, ist gerade.

Zieht man jetzt die Gleichung 7) von der ersten Gleichung 11)
ab, so ergibt sich links Null, und man erhiilt:

g, =2 ¢g,.

f) % ==1. In diesem Fall ist
2b, = a, + p,.

Jetet ist @, ungerade, da p, stets ungerade ist.
Aus GL 7) und 11) folgt aber jetzt:

en=2¢ + 1.
Der Fall 20, —= «y + k-p,, wo k> 1, ist unmdglich, weil
sich sonst b, > p, ergiibe,
Aus DBy =¢ D, o1+ B,_32 oder wegen 6)
P =6 b, + By_s0
folgert man fiir den Fall
2b,=a,+ p, d. h.
2 Zl2 ==, 'I- £y ])._, + Bn—:’-,‘l»
dats +, <1 sein muls. Daher ist ¢, = 1.
Ergebnis: Besteht fiir 2 positive, ganze Zahlen
a, <p, die Kongruenz
a; = 2 (mod p)), wo a, =
P =

so ergibt sich aus dem Kettenbruch

0 .
| (mod 2) ist,

I

:IF-F;---'"‘M |1FN—|
« 0 1

1

die neue Kongruenz
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a; = 2 (mod p,),
wobei a,, p, durch die Formel definiert sind:

Y4

280 . 5 .
e [(‘,, 1y Em2y e e ey F2, &1].
a,
Ist a, eine gerade Zahl, so ist £ =2,

ist «, eine ungerade Zahl, so ist &, = 2¢ + 1

und zugleich ist & = 1.

Der Kettenbruch fiiril)r2 enthiilt 2 Elemente weniger als der

2
D
«

flir
1
Es bleibt noch der Fall zu behandeln

a; = 2 (mod p,), a, — 1 (mod 2).

Da wir p, stets als ungerade annehmen, so ist (p, — «,) eine

- es )

gerade Zahl. Man kann den Kettenbruch fiir P aus dem-
) -
1 1

.. ) .

jenigen fiir Pt ableiten.

al
Sei 2 = ; :
== [ﬁov /;11 ey /"m-«ls /11111-
P

Dann besteht nach dem Vorigen jedenfalls eine der beiden
e
o
(Hleichungen Buw==2p, oder f,=—=2p + 1.
Fiir ¢, und ¢, sind nur 2 Fille moglich:

1. 7,>1 ¢, —=1. In diesem Fall ist

v 7)] :=I_1,FO——1,1"1,...,F,,_.g,l"" ]+]_I

P

| &)

gg=1 &, = 1. Jetzt ist

?
P ](6‘::[,.1_*_1,*.2‘_."1_." 2 Ena 1.
1 1

In beiden Fillen ist ¢, = 1.
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§ 3.
Abbau und Aufbau der Ketten.

Liegt die Kongruenz vor
a; 2 (mod p,) mit der (n -4 1)-gliedrigen Kette?)

2

Pl £y &34« « oy En—-1y £a], N gerade,

1

so gelangt man zur Kongruenz
a; 2 (mod p,) mit der (n — 1)-gliedrigen Kette

Py

a, - [‘p"—H En—2y ey By, “'1]'

Ist jetzt a, gerade, so kann man in derselben Weise eine
(n —3)-gliedrige Kette bestimmen

Py

«

[£,0 £y« oy En 1y En—2], Wobei wieder:
3

a? 2 (mod p,).
Ist aber a, uneerade, so bildet man:

2 D

]). i -
2 - [ﬁny /;]\ L) /;m Ty /')ul]v
i “y

wo jetzt (p, — a,) wieder gerade ist, und bhestimmt

1‘3 i ] ]
= I/:"‘ Te [l 2y o o oy /"_n ﬁll
g
Da in diesem Falle, wie in § 2 gezeigt, ¢, —= 1 ist, so kann

. e . . - )

- mcht grioler sein als (n — 1). Die neue Nette ”s Yiat dann
a
3

hichstens (n — 3) Glieder. Man erkennt. dafy durch Fortsetzung

des Verfahrens die Gliederzahl der Ketten immer kleiner wird, bis

man schlieBlich zu einer eingliedrigen Kette kommt. HEs soll

. o ) .

dieses Verfahren als Abbau der gegebenen Kette I bezeichnet
«

=]
1

werden, und wir kilnnen somit den Satz aussprechen:

1) Statt ,Kettenbruch® sagen wir kiirzer ,Kette®.
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Der Abbau der Kette

P
=gy, €1y« + «y En-1y En)
al

fithrt stets aut eine eingliedrige Kette.

Wir haben daher noch zu untersuchen, welche eingliedrigen
Ketten moglich sind.
Sei I = [¢] eine eingliedrige Kette mit der Kigenschaft
a :
a® 2 (mod p).
Aus p=1r¢, a =1 folgt:
12— 2 (mod &);
also ist ¢ = 1.

Es gibt somit nur eine eingliedrige Kette von der ver-
langten Kigenschaft:

P
e — 1 ]' _':1 — 1.
p [1], also p , u

Man kann nun auch umgekehrt verfahren und aus einer

gegebenen Kette P gine neue herleiten mit grotierer Gliederzahl.
a

Sei f: = [‘pn' LS RICIRERT AT B f‘::ly a? 2 (mod p).
Ist « = 0 (mod 2), so ist die neue Kette
P
A
und 4* — 2 (mod P).
Ist dagegen a = 1 (mod 2), so ist die neue Kette

r
A

E . 5 3 3 . 9.,
—[da Eny Fn1y o v oy Eyy Egy “’CJ

= [V‘/-v Eny En— 1y o« oy Eyy &gy 9 . _l_ 1]

So ist man imstande, aus der einzigen eingliedrigen Kett:
alle Ketten wberhaupt abzuleiten. Dieses Verfahren soll als Aut
bau der Ketten bezeichnet werden.
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Aufstellung der Ketten.

I. Die -gliedrigen Ketten.

Aus (1[’ —[1] folgt,

S-gliedrige Kette

d

& 0

da hier @ ungerade ist, die einzige

= [egy I, 254 1], wobel 4 0 (mod 2) ist.

— 1, 1, 2¢, 1], also H-gliedrig.

Nur wenn ¢, = 1 ist, so erhélt man

J2
1) M
Ist ¢, > 1, so wir
1)
p—a— b
2) P o r
A P— 4

1

=[2, 2, 1]

als einzige 3-gliedrige Kette, in der 4, = P — A ungerade ist.
II. Die 5-gliedrigen Ketten.
A gerade.

Erster Fall:

Aus /I' (69, 1.26, 4 1], @ 0 (mod 2) folgt
(

])

1) ;= [""11 28,1+

A4

Aus P [2,2,1], a

2) [¢, 1,2,

A

1, 1, g, 2¢,].

“1 (mod 2) erhilt man

2,2¢ 4 1].

Ziweiter Fall:

Jetzt setzt man in den erhaltenen H-gliedrigen Ketten ) == 1

A ungerade.

D
und bildet P i i j)l Bs ist entsprechend den obigen beiden
Fiillen
r X .
1) A [2¢, 4 2.1, ¢, 1, 1],
2) /[1) =[2, 2, 2, 2, 1].

1

Sitzungsh, d. matl-naturw, Abt Jalirg, 1926, 4
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Aus der 3-gliedrigen Kette
l)
1= fegy 1, 26y 4 1| geht hervor fiir ;> 1:

) 1) B )
B == L1 2, 1

1
III. Die 7-gliedrigen Ketten.

@) A 0 (mod2). Aus den beiden Fiillen von II erhiilt
man die 5 Ketten

1) i == !:.&-2’ '_)Jl,-l‘ £y 1, 2‘,_.0 41, 6, Bf‘zl’
: P |
2) M =lea, 2,4+ 1,2, 2, 1, ¢, 24,],
P i ~
= FE Lese Lol g, 1, 260 4 2, 26, + 1,
r ‘ »
4) ’i —:l".p"l'z’ 2’ “" 2a25'2+ 1]1
P
oy = le LZa Tog — 11 2 11

) A4 1 (mod 2). Setzt man in den eben erhaltenen 7-¢lied-
)

rigen Ketten ¢, == 1 und bildet =, so erhilt man die 5
. 2 PP— A
neuen Ketten
P : ,
1) Y =24 e 1 26 4 Log, LT
]
r ) L .
2) 4 :-[_glll'f_l) 21 27]v"'|le 1]:
“
r .
:”) jl] ‘_—’I‘—)‘vla’.n11)2"‘0+2) 2’ l]'
])
4) =12, 2,2,2,2, 2 1],
A]
P
D R 2 Ly — 1 L2 T
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Auberdem erhiill man aus den heiden 5H-gliedrigen Ketlen
mit geradem A noch zwei weitere 7-gliedrige Ketten, wenn man
)

: hildet:
A

dort & > 1 setut und 1)'_~

6) /ll'l ==|1,e,—1,2¢ + 1,1, 5,2 —1,1],
7) 111)1 = (1,5, —1,1,2 2, 2¢, 1]
Die Kongruenz a; — 2 (mod p,).
In der Kette
{:‘ = [les B vy G100 )

1

nimmt man n ungerade. Die fiir gerades n durchgefuhrten Be-
{rachtungen gelten ganz entsprechend fiir ungerades », so dal
sich ihre Durchfithrung hier eriibrigt. Der Hauptunterschied ist
ler, dafi die einfachste Kette jetzt zweigliedrig ist, und daB es
licsmal zwei solcher Ketten gibt.

Zum Aufbau der Ketten seien folgende Beispiele gegeben:

I. Die 2-¢gliedrigen Ketten.

@) a, = 0 (mod 2): M) a, [ (mod 2):
[ — o 92 B Py ) 1
a [eg, 2], a, [2, 11.
IL. Die 4-gliedrigen Ketten.
g, =0 (mod 2): ) a, 1 (mod 2):

14 Y c | - |
1)(‘1—[t1 LESE RS T 1)({‘1—.[2._71 S
9 /_'1,: 3 ). )z D Vo S I PR O
2) . feat dede =il 2) i (25202

o} 2 P PN O S 5
a

i

4*
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§ 4
Die Ketten und ihr Zusammenhang mit quadratischen Formen.
Sei
1) a; 2 (mod p,), a, 0 (mod 2),
P P )
(1—11 = lé‘o, Fly o ooy En by FII]! [/1 == I}"ny Fn— Dy e ey Eg
P .
({-i=|€,,..1,e,, 2y ey Eay &

Nach §2 GL. 4) ist @, b, — p, p, =1 und also wegen a, = 2,:
15) . ¢ —_—
2) ai— 2p, p, = 2.
Diese Gleichung sagt aus, daf die quadratischen Formen
=) t=] ?
[ patE2a 2y + 2p, 97,
| 2p,2* £ 20,2y + pyy
oder'in der tblichen Abkiirzung
(p,, Ta,2p) und 2p,, La,p)
die Determinante I = 2 besitzen.
Von der Kongruenz 1) gelangt man nach den Ausfiihrungen
o] =] =]
des § I zu einer neuen Kongruenz a; = 2 (mod p,), zu der wieder
quadratische Formen gehtren, und indem man das Verfahren fort-
setzt, erhiilt man eine Reihe von Kongruenzen
ai . 2 (mod p,),

“: 2 (mod p,),

[}

o -

i

(mod p,,),

denen jeweils quadratische Formen mit der Determinante D) = 2
entsprechen. Alle auftretenden quadratischen Formen sind nun
untereinander iiquivalent, nund wir wollen die Substitutionen auf-
suchen, dnrch welche eine Form in die andere iihergefithrt wird.
Zugleich erhilt man dabei die Darstellungen der Zahl p, durch
die Formen ¢

(2, 0, — 1) resp. (1, 0, — 2).

Wir beniitzen dazu den Begriff der benachbarten Form?).

1) Vel Diriehlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zulilentheorie, § 63, 3. Aufl.
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?
7 jeder quadratischen Form lassen sich benachbarte Formen
finden («', o', a'), fiir welche

b 46 0 (mod a’) ist.
Wenn dann b' 4 b = —a'0 gesetzt wird, so geht die Form
(¢ty b, 'y durch die Substitution (__01 i) iiher in die Form
(!, O a'). Wir wollen abgekiirzt schreiben:
(e, b, a'y — (_01 '15) — (a', b, a").

Wir wollen im folgenden auch nur eigentliche Substitutionen
betrachten, da die uneigentlichen Substitutionen aus diesen leicht
herzuleiten sind.

I a, 0 (mnod 2), &y = 2¢,.
A) Aquivalenz der Formen
(P Loy, 2py) und (2 p,, T ay, py).
Nach §2 GL 3) und 6) ist
= ]}vu iy, = -1;11 -2y Py = Iin I
Ks ist J')’,, = iy ])),, 1 '*— _]))n__g7
U, == iy Py dy,
t, = 2y py Ay,
Daraus folgl:
o | ty @y == &g 2 Py
| a, = &y 2 p,.
Dicse Gleichungen bedeuten folgende Aquivalenzen:
0 41
ke 3 < T
1) (p, L, . 2p,)— (_‘_ R B (2, T ¢y, pg).
- 0

Nach Gl )

L@2p, ey ey =L (4 1) 2,

0 Tl s
b)) (py, Ly, 2py) — (+ 1 e - 1) — (2pyy £ 2Py — @), py)-
- )

st auch

B) Aquivalenz der Formen

(2 pyy Tay, py) und (py, T a,, 2py).
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Wegen a, == 2¢ -p, -+ a, ist
| Y R
6) | Sy A == ZEg Py,
| 0, — b, = — D& Py
.. 2 1 [ &)
Somitb

. 0 T
7) (2 p lffl-,z'-_»)—v*(il

Ferner ist nach 6)

0 ) = (1’21 an hy, -:1'1)
..J?n
by, —tg) Loy =% (2 1)y,
- | 0 T , T
"‘) (:‘)P]v — ['g) -7 t 1 2 1 . (1’21 - (1}2 B 'l’z)y 1’3)-
+ s

N

IL @, =1 (mod 2), & =2eg + 1.
A) Aquivalenz der Formen

(e Lo, 2p) und (2, L(p, T ey, py).

,Aus
(l.l == "‘71'[‘2 + 4’,2 —= (‘J o *‘ 1)1’3 ’ “‘2 o= ("0 —‘}- l) . 2/‘3 —i (”Z 1,2)‘

ergibt sich die Aquivalenz:
0 T :
9) (ry La,, 2p)- )("_'1 +1>—-»('_31;2, Loy, —)opy).

Wegen a, — (Z¢q -+ D py Ay = 2p, 1 (P, + ) 18t

O T1

3))] (7 - La, 2p) -~ (i. | ) (2 p,, T (py - @) py).

“
B) Aquivalenz der Formen
2p,. Fa,p) und (py, Fay, py).
Aus der Gleichung a, == (Z¢, + 1) p, + «, folgt:
I 2p,. Lag, p) — (_1—01 2:)11‘ 1> — (pyy F @y, py),
und aus «, == (2, + 1) p, + @, = (L) + 2) py - v, — p, analog:

0 1
12) (Zj)x,_tal,pd)——><i1 9, +L>—+(112,i(p2~142),/»3).

(]
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Ergebnis: Besteht fir zwei Zahlen p und «, die

Kongruenz . 9 (pod P, wo a, 0 (mod2),

so ergeben sich aus der Kettenbruchentwicklunyg
== [fgy &4y o v oy Enmiy En]

substitutionen, welche die quadratischen Formen (p,,
Ly, 2p) und 2p, La,p) tiberfiihren in diquivalente
Formen, welche zu hochstens (n - 1)-gliedrigen Ketten
vehoren, und welche man so auswidhlen kann, dafi das
neue Mittelglied @, wieder gerade ist. Da man beim
Abbau der Kette fiir 7 schliefilich auf eine eingliedrige

(
1
Kette kommt, so miissen die quadratischen Formen (p,,

oy, 2p,) und (2 p,, Fag, p)dquivalent sein zu denjenigen
quadratischen Formen, welche der cingliedrigen Kette

Y
=1
S

zugeordnet werden kinuen. Das sind aber die beiden
Pormen (1, 0, 2) und (2, 0, —1). Der Abbau lefert
vleichzeitig die Substitutionen, durch welche diese
Formen tibergefithrt werden in die Formen (p,, +a,, 2 p,)
und (2 p,, Ta,,py).

Damit erhdalt man dann auch ecine Darstellung der
Zahlen p, resp. 2p, durch die Formen (2 2p%) oder
(2a2f — y*).

Man wird zweckmiifiig so vorgehen, dali man gleichzeitig
mit dem Aufbau der Ketten, der sich aus der eingliedrigen Kette

{: = [1] entwickelt und der im § 2 dargestellt ist, auch die Sub-

stitntionen bestimmt, welche die mit den Ketten entstehienden
(uadratischen Formen mit den Formen (1, 0, — 2) und (2, 0, — 1)
verkniipfen. So erhiilt man mit allen (# -4 1)-gliedrigen Ketten
auch alle zugehirigen Substitutionen und damit auch alle Zahlen
p, oder 2 p, in der Form (2% — 2 y?) resp. (227 — y?).

Fiir die 3- und H-gliedrigen Ketten sollen die Resultate an-
geaeben werden.
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I. Die 3-gliedrige Kettle.
Es war P .
i(’ = (g, 1, 2¢, 4 1].
1
Man findet
) : 1
(2, 0, _— 1) —_— <&0_-_+]1 “> b4 (1)17 a]v 2)7

Py =2 (¢ + 1) — 12

[1. Die 5-gliedrigen Ketten.

1 le =[e, 29+ 1, 1, &, 2],
(1,0, —2) — (Fl o j— R «"011" 2) T Bt 20
:
also: po=1le, Qe+ 2) 1P — 2.4,
2) le =le, 1,22 26 + 1],
(1,0, —2) — ( 4_1(';]'*;*_31) —4 1) - (py, oy, 2,0

also diesmal: ppo= (e, F3)F— 20, + 12

Kettenbriiche mit kulminierender Periode.

In § 3 sind die Ketten aufgestellt worden, welche der in § I
angegebenen Bedingungsgleichung

1) 24, =D,

geniigen. Mit Beuniitzung der Gleichungen 2) und 3) des § 1
2) b=z Ay — (=" A, D, -1,

3) D=724+4ed,_1—(—1-2.-Bi_,

erhilt man schlieBlich diejenigen Zahlen D, deren Quadratwurzel
eine kulminierende Periode besitzt.

Verwendet man die Bezeichnungen § 2, Gl. 3), so erhilt man
fir 2 und D die Ausdriicke
4) }=p1w_(_ 1)"'61'1)2a
D) D=2 44bx—(—1)2p.
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Setzt man in 5) den Wert von 4 aus 4) ein, so kommt
Gy D=pta? + 2z {(— 1t b -p, - p, 26 4+ pi - 0T —2(— 1)},

Der Ausdruck fiir D ist eine quadratische Form, in der y =1
vesetzt ist. Ks gelten die beiden folgenden Sitze, deren einfacher
Beweis hier iibergangen werden soll.

. Die quadratische Form fiir /) hat die Determinante A ==
(— 1y -2,

[I. Die quadratische Form fiir /) entsteht durch Komposition
der Form (p,, a,, 2p,) mit sich selbst.

Fiir den Fall, da » gerade ist, soll noch die Darstellung
der Zahl D durch die Form (1, 0, — 2) angegeben werden.
Der Fall fiir ungerades n erledigt sich in ganz entsprechender
Weise.  Wir setzen zur Abkiirzung in 6)

. e s )
bypopy -t 20 == 4,
pi— (b —2)= P,.

Dann liegt die quadratische Form (7, A,, I’)) vor, und wir
fragen nach der Substitution, durch welche die Form (1, 0, — 2)
iihergefithrt wird in die Form (pi, A, ).

Im §4 ist gezeigt worden, wice die Substitutionen zu finden
sind, durch welche die Form (1, 0, — 2) in die Form (p,, «,, 2p,)
oder in die Form (2 p,, «,, p,) tibergeht.

Wir behandeln beide Fiille getrennt.

o
[. Fall.
Set , <1L [;)
BHE
y b
die Substitution, durch welche die Form (I, 0, — 2) iibergeht
m die Form (p,, «,, 2p,), und sei ad —fiy = 4 1.

Es bestehen dann die Gleichungen

g )2
Iy AEm e,
) 2p, = f*— 24, (wd—py-— 1)
l (y == afp — 2y0.

Aus der zweiten dieser Gleichungen tolgt, dafi 5 gerade sein

muf3; P f
) = g N
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Die drei Gleichungen gehen daher iiber m:

-
5) Py
l [}l = /;” — 4.

~
t,
I
-
>
¢

|
|
[~
—

Setzt man

( Iy al {- 2y = (9] 2 n Lap
2 4 ( Zay (0% 42 p )—'_!0/‘:”/}1

so findet man 7" = 4 1 und
(ly 07 - '3) = ’lv ) (1’;7 "ll‘ 1)1)'

Fiir die Zahl D folgt deshalb die Darsteltung, die man auch
unwmittelbar durch Einsetzen von 8) in 6) bestitigen kann:

D= {42y x-—0*F+ 20 F40p0 - 2. {2ayur
10) fot4- 20 2opt- //l}

II. Fall.

" ( 1 . . . X
Sel S == (l I;) die Substitution, durch welche die Form
y ¢
(1, 0, — 2) iibergeht in die Form (2 p,, @, p,).

Dann 1st

[ 17 — u ——_,)’ N [[}1-__21[“"
1) ¥ p,= (- 20% oder wegen a==2ua"s 12) 'p, — i, 26
l ay=af—2y9, by =ua'fi—po.

Man erhilt jetzt

B o L o L L X VLAV
L) f_( 2a'y pE420 —20p0, ) B

und (Ll —2)ean =< (R, A, P)),

D =[G4 2a) e — (242020 460 -2|2d'
13) 4 2200 —poh R
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§ 6.
Kettenbriicha mit fastkulminierender Periode.

Wir untersuchen die Kongruenz

1) a2 (mod p,),

wo a, eine ungerade, positive Zahl kleiner als p; sein soll.  Sei
, P A, i vorade

2) . S [0gs Ops « e ov 0 1y 0n] (0 gerade).

1

Wir setzen:

)
D, A 1, =\
Dann ist
f) Py ooy -1
Aus 1) folgt eine Gleichunyg
) a; 2y,

welche die quadratische Form festlegt:
(P Fag,ny)
p, muil eine ungerade Zahl sein, die wir aus den Gleichungen 3)

bestimmen wollen.
Die diophantische Gleichung

hat nach 4) die Losungen:

E = / k * L]
’ + P (/L:()’ e s S
)/' = l]]l —*‘ /| . ﬂ].

Die Lésungen der Gleichung

ar —p -y =2 sind dann

yo=2m 4+ k-q,.
r=23h +L p,
Der Vergleich mit Gleichung 5) ergibt, daf ein ganzzahliger
Wert & vorhanden sein muf, fiir welchen gilt:
a, =20, +k-p,
p, =2, -+ k-q,.

(A =0,+1,1+2 ..0.
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Da a, positiv und kleiner als p, angenommen ist, so kann
nicht £>1 sein.  Auch k= 0 ist unméglich, da sonst q,
rade wire. Hs bleibt nur der Wert

Uge-
ge

h=—1,
und damit erhalten wir die beiden Gleichungen:
7) a p, =20,
) —_)
3) p, = 2, —a,.

Gleichung 7) ist nichts anderes als die Bedingungsgleichung,
weleche nach § 15 4) zu dem Satz Il von Muir gehort.

Jede Kette

p ' ‘
ﬂl = [QO‘ Oy oo oy D1y L)”ly ﬂl 1 (lIlUll J),
1
welehe zur Kongruenz gehort:
a2 (mod p)),
erfiillt demnach die Muirsche Bedinguny
2 -An—l = j;u + An

und liefert daher einen Kettenbruch mit fastkulminierender Periode.

In §3 sind diese Keiten aufgestellt worden, fiir welche o,
ungerade ist und zwar fiir gerades n. Die Ketten fiir ungerades
n erhilt man in ganz entsprechender Weise, wie die Beispicle
am Knde des § 3 zeigen,

Damit ist die Aufgabe gelost, alle Kettenbriiche mit fast-
kulminterenden Perioden zu finden.

Die Zahlen 1), deren Quadratwurzeln eine fastkulminierende
Periode besitzen, erhilt man nach § 1 aus den beiden Gleichungen:

BN
9) ; ;1_*—_(_'1;2:*—_1_)_‘/.1"_(_ 1)"/1,,_1-1)’,._1.

10) D=4 Qs+ 1) By — (=12 Bi_,.

Beniitzt man die Bezeichnungen nach GIl. 3) und ersetzt in
10) die Zahl 7 durch ihren Wert aus 9), so erhilt man:

IV D=piz* +z-{pi+p —20(=17b-m -p + 20} +
-+ (1 -i;_]),)“ —(—=Dmb -y p, — (= 1) b, my 4

- by — (— D 2w+ q,.
1
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s wird argestellt durch eine (uadratische Form, in der
I 1 D dargestellt durel (uadratische ¥
g =1 gesetzt ist, und es gelten folgende zwel Siitze:

I. Die quadratische Form fiir /) hat die Determinante
A= (—1m-2.

II. Die quadratische Form fiiv 1) entsteht durch Komposition
der quadratischen Form (p,, a,, »,) mit sich selbst.

Der Beweis soll hier iibergangen werden.

Zum Schlusse sollen noch die Formeln zur Darstellung der
Zahlen D i der Form (22 — 2 »%) gegeben werden.

Wir schreiben zur Abkiirzung

D =piz* + 2%z 4+ %,.
Aus jeder Kette

V2

i [€6s €40+« vy En—1,y £ | mit geradem «

1

erhiillt man eine Kette

) ) : .
W -, [0y Oys « « s Om—1, 0] mit ungeradem qa,.
" oy a,

Der ersten Kette war die quadratische Form (p,, a,, 2 p,)
zugeordnet worden, durch deren Komposition mit sich selbst die
quadratische Form (pi. A, I’) entsteht, wie in § 75 ausgefiihrt
warde.

Der zweiten Kette wird eine quadratische Form (p,, a;, b))
zugeordnet, durch deren Komposition mit sich selbst die quadra-
fische Iorm entsteht: "

(pi, A, W)

Die Werte fiir ¥, und 8, sind der GI. 11) dieses Paragraphen
zn entnehmen.

KEs kann nun gezeigt werden, dal fiir die quadratischen
Formen (p7, 1,, ) und (pi, 3, W) die Beziehung besteht:

. , — |

Der Beweis soll hier iibergangen werden.
=] D
Diese Gleichung sagt aus, dals die beiden obigen quadra-
tischen Formen als benachbarte Formen iiquivalent sind.



9] r T » ok . . .
62 K. Weber, Kettenbriiche m. kulmiu. u. fustkulmin. Perioden

. 2, — 1 . )
Selzt man p, ~{—1“ , =0, so geht die Form (L), A, p})

durch die Substitution (_Ol i) iiber in die Form (pf, ¥, ¥,)

Im §5 war eine Substitution 7' aufgestellt worden, durch
welche die Form (1, 0, —— 2) iibergeht in die Form (i, 4,, P)):
(1, 0, —2) =T < (pi, A, P)D.

Dann folgt

L O A , .
(1,0, —2) JZl‘(l 0) (P Ay ) 7(_ 1 0) = (1 U, 8
01 0 1
- —9 B/ A 2ty N
oder (1,0, —2) (A (1 0) ( | 6) < (i, A, W)

T (U AN LI A W A T W
Setzt man T (1 0) ((_1 G) = 1 ( 5 1)_ T,

so st schlieilich
(1.0, —2) - 17U (pi, ‘1,,],)

Entsprechend den beiden Tiillen des §5 erhalten wir fiir
die Zahlen D, deren Quadratwurzeln fastkulminierende Perioden
licfern, die folgenden Darstellungen durch die Form (1, 0, — 2).

1. Fall.

Sei o= =2 o
G B ) == 4 ).
o2p, = fr—2¢,

Dann ist
N — (a2 257 (2 F 20— (T 200, F 404
e — 2y 20y0 4 (0% 4 2 [f”)—‘_»_:S/,‘[; )

D — [+ 22 — (4 292064 (02 250, 404
— 2 (2ayxr —2ayo— (0 2% 4 2850,

II. Fall.

. 9 92
Sei 2p, == — 277, o
e 2 == 2

9 T /' it 3

Dann ist
7ol = <— (24 2a'®) (4 2a) o — (2 28 b -+ 4 ﬁf’)
- 2aly 2a'yo 4 (42 45‘“’) —2 (5/;’ h '
D=+ 2ax — (* +2a%)a (2 + 2040, —4 0O
— 2 [2alyx —2alyo — (pE4 2000+ 260,



