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1. Einleitung. In der folgenden Arbeit wird eine Eigen-
schaft der ahsoluten optischen Instrumente, die bisher nur fiir
homogene isotrope Objektriiume und ebensolche Bildriume bhe-
wiesen worden war, verallgemeinert. Diese Verallgemeinerung,
aus der auch der analoge Satz fiir beliebige symmetrische Varia-
tionsprobleme entnommen werden kann, ist sogar viel einfacher
und kiirzer zu heweisen, als der urspriingliche Satz selbst.

2. Historische Ubersicht. Im Jahre 1858 hat J. C. Max-
well mit sehr elementaren Mitteln den Satz bewiesen, daly hei
einem .absoluten= optischen Instrument, d. h. bei einem solchen,
fir welches jeder Punkt des Objektraumes ein scharfes (stigma-
tisches) Bild im Bildraume erzeugt, das Objekt und das Bild (in
Lichtzeit gemessen) gleich grof sein miissen.?) Bel dem Beweise

1) On the general laws of optical instruments. (Quart. Journ. of pure
and applied mathem. 1858, Bd. 11, p. 233 —244 oder Scientif. Pap. {, p. 271 —-285),
s. bes, Prop. VI und 1X.
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2 C. Carathéodory

hat er allerdings die Grolien zweiter Ordnung vernachlissigt,
so daB das Resultat zuniichst nur fiir kleine Objekte zu gelten
schien. In seiner berithmten Arbeit iiher das Kikonal') hat spiiter
H. Bruns allgemein und streng bewiesen, dafi bei absoluter
Abbildung das Bild dem Objekt #hnlich oder symmetrisch ist.
Dagegen hat aber Bruns nicht hervorgehoben, dafi, in Lichtzeit
gemessen, Bild und Objekt gleich groli sein miissen, obgleich
diese Tatsache eine fast direkte Folge seiner Formelu ist. Diese
letzte Konsequenz hat kurz darauf I'. Klein gezogen, bel Ge-
legenhett eines itberraschend eleganten Beweises, den er fiir den
betreffenden Satz gegeben hat®). Klein benutzt bei seinen Be-
trachtungen die imaginiiren ,Minimalstrahlen®, die, wie er be-
merkt, beim ﬁbergang von einem Medium in das andere an der
Trennungstiiiche nicht gebrochen werden. Einen ebenso einfuchen
geometrischen Beweis, wie der von Klein, der aber ganz im
reellen verliuft, hat endlich H. Liebmann gefunden®). Nicht
nur dieser letzte Vorzug zeichnet den schinen Beweis von Lieb-
mann aus, sondern vor Allem die Tatsache, dali nur solche
Strahlen bei seiner Konstruktion verwendet werden, die wirklich
— mag die Offnung seines Tnstrumentes noch so eng sein —-
dieses vollstiindig durchsetzen. Ks ist selbstverstiindlich, dals
eine derartige Beschriinkung der Konstruktion durchaus verlangt
werden muf?).

3. Das Maxwellsche Fischauge. Alle diese Beweise setzen
wesentlich voraus, dak sowohl der Objektraum wie auch der
Bildraum isotrop und homogen sind, so dai nach einem Satze von
E. Abbe das betrachtete absolute Instrument eine kollineare
Abbildung der beiden Ritume aufeinander erzeugt. Nach dem
vorhin erwiithnten Satz von Maxwell-Bruns-KNlein ist dann

1) Das Eikonal (Abhandl. der Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss,, math.-phys,
Kinsse, Bd. 21, 1895, s. bes. p. 370).

2} Rinmliche Kollineation bei optischen Instrumenten (Ztsehr. f. Math.
u. Phys. 1901, Bd. 46, p. 876 —382 oder Gesamm. Abh., Bd. 11, p. 607 - 612).

3) Der allgemeine Malussche Satz und der Brunssche Abbildungssatz
(diese Sitzungsber. 1916, p. 183 -200).

1) Eine sehr gute Zusammenfussung der hier angefiihrten Ergebnisse
hat H. Boegenhold gegeben: man findet sie in der neuen dritten Aoflage
des Buehes von S Czapski nnd O, Eppenstein, Grandzige der optischen
Instrumente nach Abbe (Leipzig, J. A. Barth 1924), p. 213 -216).



Absolute optische Instrumente 3

bei einem absoluten Instrument das Bild immer kongruent oder
symmetrisch zum Objekt und der chene Spiegel ist das einzige
optische Instrument, das man kennt, welches eine derartige Ab-
bildung hervorruft.

Nun hat Maxwell bemerkt?), da in einem Medium von
variierendem Brechungsindex es sehr wohl vorkommen kann, dak
alle Strahlen, die durch einen beliebigen Punkt hindurch gehen,
sich wieder in einem einzigen Punkte treffen, so dali in einem
derartigen Medium jedes hinreichend kleine Objekt wirklich ein
stigmatisches Bild besitzt.

Maxwell hat diese Entdeckung bei Gelegenheit des Studiums
der kugelférmigen Linse des Auges eines Fisches gemacht, deren
Jrechungsvermigen er durch folgende Formel Destimmte: be-
zeichnet man mit » die Entfernung eines Punktes der Augenlinse
von ihrem Mittelpunkt, und mit % den Brechungsindex im he-
treffenden Punkt, so gilt die Gleichung

(1) n =

_ 2ad

bt 42!

in der « und b positive Konstanten bedeuten. In den SOer Jahren
des vorigen Jahrhunderts hat L. Mathiessen durch Messungen
an der Augenlinse des Dorsches und anderer Fische gefunden,
daly die Maxwellsche Formel (1) recht gut stimmt?®).

Nun hat Maxwell mit Hilfe von ziemlich eleganten geome-
trischen Betrachtungen gefunden, dafi, wenn man den ganzen
Raum mit einem Medium ausfillt, dessen Brechungsindex dem
Gesetze (1) folgt, die Lichtstrahlen alle kreisformig oder gerad-
linig werden und dafy dicjenigen unter ihnen, die von einem
Punkte A des Raumes ausgehen, der vom Zentrum O des , Fisch-
auges® verschieden ist, simtlich wieder in einen zweiten Punkt A4,
des Raumes zusammenlaufen. Ilierbei liegt () stets aufl der
Strecke 4.4, und zerlegt diese Strecke in zwei Lutervalle, fiir
welche die Relation

(2) A0 OA =0

1) Solution of problems, Cambr. and Dubl. math. journ., Vol. 8, 1854,
. 188 ~193 oder Seient. Pup. 1, p. 74 79,

*) L. Mathiessen, Uber ein merkwiirdiges optisches Problem von
Maxwell (F. Exners Repert. d. Phys., Bd. 24, 1888, p. 401—407).

1*



4 C. Carathéodory

ailt. Diese Bedingungen geniigen, um simtliche Lichtstrahlen
vollstindig zu charakterisieren.

4. Dieses Resultat von Maxwell folgt nun mit einem Schlage
aus der Bemerkung, daB in der Gleichung

do — b.,ab Vda? + dy* + dz

Ir"’--ﬁ—}—y“

das Differential do, das die optische Liinge eines Linienelements
im Inneren des Maxwellschen Fischauges definiert, auch als das
Linienelement der dreidimensionalen Begrenzung einer vierdimen-
sionalen Kugel gedeutet werden kann, die stereographisch auf
den Raum der x, y, # projiziert worden ist. Hierbei muli der
Durchmesser der Kugel gleich 2« genommen werden und die Ent-
fernung des Raumes der x, y, # vom Projektionszentrum gleich 2.
Die Extremalen des Variationsproblems, das dem [inienintegral
iiber (3) entspricht, fallen mit den Bildern der Grofikreise unserer
vierdimensionalen Kugel zusammen. Diese Bilder sind aber die

(3)

Kreise des Raumes der @, y, 2z, die zwei diametral entgegen-
gesetzte Punkte der Kugel

Ayt =
enthalten. Sie sind dadurch charakterisiert, da ihre Kbene den
Anfangspunkt O der Koordinaten enthilt und daB die Potenz
des Punktes ) in Bezug auf jeden einzelnen dieser Kreise stets
gleich — 7 ist.

Jedes Paar A, A, von konjugierten Punkten, filr welches die
Beziehung (2) gilt, entspricht einem Paar von diametral entgegen-
gesetzten Punkten unserer vierdimensionalen Kugel. Und da die
Entfernung von zwer Punkten der Kugel gleich der Entfernung

ihrer Gegenpunkte ist -— beide Entfernungen aunf der Oberfliche
der vierdimensionalen Kugel gemessen, — so folgt fiir das Varia-

tionsproblem (3), daf die extremale Entfernung von zwei Punkten
A, B des Raumes der @, y, = gleich der extremalen Entfernung
der konjugierten Punkte A, und I, sein muf.

Hieraus folgt, dali bei der stigmatischen Abbildung, die das
- Maxwellsche Fischauge® liefert, jeder Kurve, die auf dem Ob-
jekte gezeichnet ist, eine Kurve des Bildes von genau der-
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selhen optischen Linge entspricht. Die Abbildung ist zwar
nicht mehr kollinear, sie ist aber, wie es der im § 2 er-
withnte Satz verlangt, mafBistiblich. Wir werden sehen, dafi
dies eine ganz allgemeine Krscheinung ist, und daf der Satz von
Maxwell-Bruns-Klein gar nicht an kollineare Abbildungen
gebunden ist.

5. Der allgemeine Abbildungssatz. s sei J ein le-
liehiges optisches Instrument, das von einem Lichtstrahl A 3.1, 1,
durchsetzt wird.

Wir setzen nicht voraus, dafi der Objektraum, in dem das
Stiick «f 3 unseres Lichtstrahls oder der Bildraum, in dem .1,/
liegt, homogen sind, so daly unser Lichtstrahl in seinem ganzen
Verlauf eine doppelt gekriimmte Kurve sein kann.

Die Linienelemente des Objektraumes, die weder in ihrer Lage
noch in ihrer Richtung sehr stark von ecinem der Linienelemente
des Teiles .1 13 unseres Lichtstrahles abweichen, d. h. diejenigen,
die, wie man in der Variationsrechnung sagt, einer .engeren
Nachbarschaft- von AL gehoren, haben die EKigenschaft, dal
jeder Lichtstrahl, der eins dieser Linienelemente enthilt, ebenso
wie 1A, D) durch beide Pupillen des Instrumentes hindurch-
geht und bis in den Bildraum gelangt: wir sagen dann, dati der
Lichtstrahl im I"elde des Instrumentes liegt.

Es ser 5 en sonst willkiirliches Kurvenstiick nit stetig variie-
render Tangente, durch dessen Linienelemente lauter Lichtstrabien
hindurchgehen, die im Felde unseres [nstrumentes liegen. Wir
wollen dann sagen, daly die Kurve y tangential im Felde von
J liegt. Ks ist klar, dak jedes in ; eingeschriebene Lichtpolygon,
falls nur seine Seiten hinreichend klein gewihlt werden, aus lauter
Lichtstrablen besteht, die 1im Felde von J liegen.

6. Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen, die unein-
geschrinkt gelten, nehmen wir an, dali wir ein absolutes In-
strument vor uns haben. D. h. wir setzen voraus, dafz alle von
uns betrachteten Lichtstrablen, wenn sie von einem Punkte I des
Objektraumes ausgehen, sich in einem Punkte A, des Bildraumes
kreuzen miissen.

Alle unser Instrument durchsetzenden Strahlen, die zwel aut
diese Weise einander entsprechende Punkte A und A, verbinden,
haben dann gleiche optische Linge zwischen diesen Punkten, wie
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aus einem sehr elementaren und sehr bekannten Satz der Varia-
tionsrechnung hervorgeht. Diese optische Euntfernung zwischen
einem beliebigen Punkte 4 des Objektraumes und seinem Bild-
punkte A , die also von der Richtung, die der A mit 4, ver-
bindende Strahl im Punkte 2 besitzt, unabhiingig ist, wollen
wir mit ¢ (A) bezeichnen. Wir werden gleich sehen, dali alles
darauf hinauskommt, zu zeigen, dali der Wert dieser Funktion
g (1) von der Wahl des Punktes A4 unabhiingig ist.

7. Bezeichnen wir mit /. die optische Entfernung zwischen
A und B und mit /, die optische Entfernung zwischen .1, und B},
so haben wir nach der unten stehenden Figur

b= g () —= g d)y + 1,

oder
(1) by =k + g (B) — o ().
Wir betrachten nun eine Kurve y, die tangential im Felde

des optischen Instrumentes liegt (§ 5) und die die Punkie .1 und
Iy verbindet, und bezeichnen mit ;, das Bild von ;.

Es seit APQLD ein beliebiges in 3 eingeschriebenes Ticht-
polygon, dessen Seiten im Felde des Instrumentes liegen, und
AP QD sein in p, eingeschriebenes Bild.  Dann haben wir,
wenn wir mit u, v,  die optischen Liingen der Seiten des in y
eingeschriebenen Polygons bezeichnen und mit «,, v, o, die
optischen Liingen der Bilder dieser Seiten, folgende Gleichungen,
die ebenso wie die Gleichung (4) gewonnen werden:

[ — g (),
o) b= v g () — g (D),
| wy, = 1w 4 g (L) — ().

"
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Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB, da die beiden Licht-
strahlen A B4, und APA, dieselbe optische Linge haben, ¢ (A)
dieselbe Bedeutung in (4) und in der ersten der Gleichungen (%)
hat; genau ebenso siebt man ein, dal} die Werte von ¢ (L), ¢ (),
g () in jeder der beiden Gleichungen (4) oder (5), in der sie
vorkommen, dieselbe Zahl darstellen. Durch Addition der Glei-
chungen (5) erhilt man also

(6) y + o,y =ut o400+ (B) — ¢ (4),
eine RRelation, die besagt, dafi die Differenz der optischen Lingen

y
g (1) — ¢ (A) ist.  Diese Eigenschaft, die unabhingig von der
Seitenzahl der eingeschriebenen Polygone ist, kann durch Grenz-

des in + eingeschriebenen Lichipolygones und seines Bildes oleich
D o ta]

iibergang auf die optischen Liingen der Kurven ; und p, iiber-
tragen werden und wir erhalten auf diese Weise den

Satz 1. Fiir jedes absolute optische Instrument. das
die Punkte eines Objektraumes W schart aut die Punkte
eines Bildraumes N, abbildet, besteht zwischen den op-
tisehen Lingen L und L, einer beliebigen tangential
im Felde des Instruments liegenden Kurve 7 und ihres
Bildes ;, dic Relation
(7N Ly =L+ o) —p(d);
hierbei bedeuten ¢ () und ¢ () die optischen Entfer-
nungen der Endpunkte A4 und 2 von y von den KEnd-
punkten A, und B, von y,.

8. Der Satz, den wir im Auge haben, wird also bewiesen
sein, wenn es gelingt, zu zeigen, dafi ¢ (A) == ¢ (D) ist.

Dazu bemerken wir, dali die optischen Lingen L und [,
von 3 bzw, . durch Integrale lings dieser Kurven dargestellt
werden kionunen: man kann schreiben:

(8) L= § F@. gz 0,8 dt,
(9) L, - j I (e yyy &y g0y 5y) L

Hierbei sind die beiden Kurven = und + mit Hilfe eines

‘ i1
Parameters 7 dargestellt und die Funktionen 77 und ¥, sind

homogen erster Ordnung in 7, g4, & bzw. in .7, g, 5. Diese
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letzte Bedingung hat bekanntlich zur Folge, daB der Wert der
Integrale (8) und (9) unabhingig von der Wahl des Parameters ¢ ist.
Die beiden Funktionen I’ und 77, kionnen dabei ganz verschieden
voneinander sein; nach unseren Voraussetzungen kann z. B. sehr
wohl der Objektraum W kristallinisch, der Bildraum )i, isotrop sein.

Die (stigmatische) Abbildung der beiden Riume W und N,
aufeinander werde nun durch die Beziehungen

(10) xy=5@ Y Y=y &G =L y2)

dargestellt, Setzt man

(11) ¢ +

d& 3k 3¢
dt 3y

- T
ity

. { Z . :
und ihnliche Gleichungen fiir ((l)/] und :5’, und fithrt die Be-

zeichnung ein

ds dy dZ
2 (v, oy, 20— IT &y . ,
(1 ) ( Uy &y ) 1(— 1y Gy (l/ df l[f),
so kann man das Kurvenintegral (9) iiber ;, durch ein Ikurven-
integral iiber ; ersetzen und statt (9) schreiben:

I

(13) L == § D,y 2 4 42 dt.
Mit Hilfe von (3) und (13) mmmt also die Gleichung (7)
die Gestalt an:

:51 ((]) - ]«') di = g (1)’) —- (A)

Diese letzte Gleichung bedeutet aber, dah der Wert eines
Kurvenintegrals iiber (& — I') nur von den Endpunkten A, I,
nicht aber von der Gestalt der Kurve y abhingt. Die
Kurve y ist zwar nicht ganz willkiirlich: sie muf tangential im
Felde des Instrumentes liegen. Dies hindert uns aber keineswegs,
zi schlieBen, daf die erste Variation des Kurvenintegrals iiber
(0 — F) 1dentisch verschwinden muf und dab daher der Aus-
druck (@ — I') selbst das vollstiindige Differential einer Funktion
g (2, y, 2) 1st. Wir kinnen also schreiben

(11) G 7 — e A + Yy 'l] -*' e Z.
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9. Ist das Medium des Objektraumes M isotrop, so besitzt
die Funktion I die Gestalt
(15) F (@98, 4 4. 8) = f(xy,2) 1/"-': + g 2
in diesem Falle stellt fiir feste «, y, ¢ die Gleichung I/ — 1 im
Raume der 7, 4, i eine Kugel dar. Ist ) kristallinisch, so mul3
man die Funktion (15) durch eine kompliziertere ersetzen, derart,
dat im Raume der ./, g, ; durch die Gleichung I'"==1 eine
I'resnelsche Strahlenfliiche dargestellt wird®). In allen Fillen
haben wir aber die Relation

(16) F(xyy, 2, — 0, — g, — 2= I"(>, 4y, 2. 04, 5).

(Die Relation (16) wiirde nur dann nicht mehr gelten, wenn
der Objektraum N sieh unter dem Einflusse eines merkbaren
Magnetteldes befindet.)

Genau ebenso kénnen wir annehmen, dali dieselbe Identitit
auch fiir die Funktion 7, stattfindet; nach den Gleichungen (10),
(1) und (12) kénnen wir aber dann schretben:

(U7)  B@gs — iy — D) = D@,y o g ).

Ersetzen wir also in (14) die Gréofien .7, 4, & durch — %,
— 4, — &, so erhalten wir, wegen (16) und (17)
D— I —= — (e 4y + 12 )
und durch die Vergleichung dieser letzten Gleichung mit (14)
(18) D= I

Aus dieser letzten Gleichung folgt nun nicht nur fir die
tangential im Felde liegenden Kurven y, sondern fiir jede Kurve ¢
tiberhaupt, die ein Bild €| besitzt, dali die optischen Lingen der
beiden Kurven einander gleich sind:

Satz 2. Fiir jedes absolute optische Instrument ist
die optische Linge ciner Kurve C, deren Punkte im Felde
des Instrumentes liegen, gleich der thres Bildes.

Dies ist aber die Verallgemeinerung des Satzes von Hamil-
ton-Bruns-Klein, die wir im Auge hatten.

10. Die stigmatische Abbildung von Flichen. Von einem
zweidimensionalen Flichenstiick S wollen wir sagen, dab es

1) Siehe z B. P.Drude, Lehrbuch der Optik (Leipzig, Hirzel, 1900), p. 303.
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tangential im Ielde eines Instrumentes J liegt, wenn
man durch jeden Punkt P von S mindestens einen Lichtstrahl
hindurchlegen kann, der erstens die Fliche S berithrt und zweitens
das Instrument J durchsetzt.

Wir wollen nun annehmen, dafi zwar J kein absolutes In-
strument ist, daB aber jeder Punkt des Fliichenstiickes S ein
scharfes punktfdrmiges Bild besitzt. s sei jetzt y ein beliebiges
Kurvenstiick, das erstens auf S und zweitens tangential im Felde
unseres Instrumentes liegt; man bezeichne mit A, B die Knd-
punkte von y, mit L die optische Liinge dieses INurvenstiickes
und mit L, die optische Liinge seines Bildes. Dann kann man
genau wie im § 7 beweisen, daBi die Gleichung

besteht. Ll = I —I" g (];) - ,/.(‘,1)

Die Abbildung zwischen S und semem Bilde 5, kann man
ausdriicken, indem man S und S, mit Hilfe von zwei Parimetern
i, v derart darstellt, dali ein Punkt P von 5 und sein Bild P
auf S, demselben Punkte der Parameterebene der w, » entsprechen.
Dann werden die Kurvenstiicke y und y, derselben Kurve €' in
der wv-Ebene entsprechen und die optischen Liingen dieser Kurven-
stiicke konnen durch Kurvenintegrale lings (' dargestellt werden.
Wir werden also schreiben kinnen:

L [ ®@v i iydt, L == § D, (u, v, 0, 7y AL
[ (5

Wir kinnen jetzt dhnlich wie im § 8 schlielien, dali (¢ — &)
ein vollstindiges Differential, also von der Form (y./ 4 . ¢) isl:
dann folgt wicder aus

{ P(u,v, iy = ) = D (e, 0 ),
l D (u, v, — i, — i) = D, (u,v, i),

daly @ == &, ist. Wir haben m. a. W. den

Satz 3. Wird ein Flichenstiick S, das tangential im
Felde eines Instrumentes J liegt, Punkt fir Punkt auf
ein Flichenstiick S, des Bildraumes stigmatisch abge-
bildet, so hat jede beliebige Kurve auf S dieselbe op-
tische Linge wie ihr Bild auf S|. Die beiden Flichen-
stiicke S und S, konnen also (optisch) aufeinander abge-
wickelt werden.



Absolute optische Instrumente 11

11. Dieses letzte Resultat, das neu zu sein scheint, ist um
so merkwiirdiger, als es durchaus an die Bedingung gebunden ist,
dals S tangential im Felde von J liegt. Ks ist nimlich seit langem
hekaunt!), dafi man die Strahlen des Objektraumes derart mit
den Strahlen des Bildraumes verbinden kann, daB erstens die Be-
dingung von Malus besteht und dali zweitens zwei gegebene
Fliichen (die aber nicht tangential im Felde liegen) ganz will-
kiirlich aber stigmatisch aufeinander abgebildet werden. Es ist
daher notwendig, den Grund dieser scheinbaren Diskrepanz zu
untersuchen. Wir wollen dabei wegen der grofieren Ubersicht-
lichkeit voraussetzen, dafi Bild- und Objektraum homogen und
isotrop sind.

Wir bezeichnen wieder mit S und S, die beiden Flichen, die
stigmatisch aufeinander abgebildet werden sollen, und definieren
diese Abbildung selbst, indem wir wiederum festsetzen, daf durch
die Gleichungen
(19) £ =z, v), y o=y, ), 3= &(u, ),

(20) 2, =z, (U, 0), Yy, =y v, z =2z @uv),
jedem Punkte der wuv-Ebene, innerhallh ecines gewissen Gehietes,
zwel entsprechende Punkte von S und S| zugeordnet worden sind.

Nach Voraussetzung soll also ein Lichtstrahl, der durch den
Punkt (19) des Objektraumes hindurchgeht und die Richtungs-
kosinus p, ¢, r mt den positiven Achsen bhildet, nach seinem
Durchgang durch das Instrument in einen Strahl des Bildraumes
iibergehen, der den Punkt (20) enthiilt und die Richtungslkosinus
Pys 4y, 7y mit den positiven Achsen eines Achsenkreuzes des Bild-
raumes einschliefit. Hierbel sind die Grofien p,, ¢,, », Funktionen
von p, ¢, r, 1, v, die man, wie schon liingst bekannt, mit Hilfe
des Malusschen Satzes explizite herechnen kann.

12. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit ¢ (u, v) die
optische Entfernung des Punktes (19) von S von seinem Bild-

1) Stehe z. B. Bruns, a. a. 0., p. 371 -75. Zwar hat K. Abbe gelegentlich
hehauptet, daB eine stigmatische Abbildung von zwel Flichenstiicken auf-
emander nur angenithert moglich ist (Ges. Abh., Bd. I, p. 216), aber schon
1890 hat M. Thiesen treffend bemerkt, dafi die Behauptung Abbes, aus
der Verwechselung von zwei verschiedenen Winkeln entstanden ist (Berl.
Sitzungsber, 1890, 2, p. 812).
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punkte (20) und mit » bzw. n, die Brechungsindizes der beiden
Réume N und MN,. Ferner betrachten wir auf einem Lichtstrahl,
der durch das Instrument hindurchgeht, die beiden Punkte

(21) Xe=ua+41-p, Y =y +iq, A= i,

(22) X, =, + ;“11)1’ 1f1 =y, + A, Z; =2 4 A 1y,
wobei 2 und Z, zwei Parameter bedeuten. Die optische Kntler-
nung o der beiden Punkte (21) und (22), von denen der erste

im Objekt-, der zweite im Bildraume liegt, ist nun
durch die Gleichung

(23) o =g, 0) Fnd—nl.

Wir setzen nun fiir p, ¢, », 4 beliebige Funlktionen von
und ¢ ein und bestimmen 4, durch die Bedingung, da§ die Gréte o
in (23) eine Konstante sein soll. Dann werden die Koordinaten
der Punkte (21) und (22) bestimmte Funktionen von u, r sein
und diese Punkte selbst bestimmte Flichen & und &, beschreiben.
Der Malussche Satz besagt nun, daB jedesmal, wo die Funktionen
von u, v, die wir fir p, g, r, 4 eingesetzt haben, die Eigenschatt
haben, dat die Normalen von § in jedem Punkte die Kompo-
nenten p, q, » besitzen, gleichzeitiz die Normalen von §, die
Komponenten p,, g,, », haben miissen. Es soll m. a. W. aus
2pd X = 0 die Relation Xp, d X, == 0 folgen.

Nun erhiilt man aus der Differentiation von (21), wenu man
die Relationen

(29) P+ =1 und pdp + qgdg 4 rdr -0

berticksichtigt,

gegehen

2pd X - Xpdae + 2 3pdp +dipt o Spdx b di

Die Bedingung Xpd N == 0 ist also gleichwertig mit der

Relation di = — (pdz +qdy 1 rd?)

und ebenso findet man, dat die Bedingung Xp, d X, -~ 0 dqui-
valent ist mit der Relation

di, = — (p,dwx, + q,dy, + r dz)
Endlich folgt aus (23), wenn man o = konst setzt,

dop +ndl, - ndi=0.
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Der Malussche Satz ist daher dquivalent mit folgender Relation:

n, (p,dz, + q,dy, +r,dz) = n{pdz + qdy + rdz) + dy.
Diese Gleichung ist aber nur eine Abkiirzung fiir die zwei
folgenden

ox, 9 dz oz | 3dYy oz y
nl([)la” +q, /1+7‘ l).-:n(pg}ﬂ» q + r >J;— f

du Yau T au au du’
25)
axr, | Y, EEA dx oy 9 3y
- : o Ll=n { r .
ln]<l"8v*q‘ ar Tgy Paw Tl g, T 50

die zusammen mit

I 2 2 2

(26) g4 —=1

nns erlauben, die Groten p,, q,, r, als Funktionen von p, q, r, u, r
auszurechnen.

3. Um die geometrischen Folgen der Gleichungen (25) zu
erfassen, wollen wir die Parameter #, » und die beiden Achsen-
kreuze der z, y, » und der z,, y,, #, so wihlen, daB diese Glei-
chuugen fiir ein bestimmtes Paar entsprechender Punkte eine mog-
lichst einfache Gestalt erhalten. Dazu bemerken wir, dak be-
kanntlich in jedem Punkte .1 von S mindestens zwel aufeinander
senkrecht liegende Linienelemente gefunden werden kinnen, die
in zueinander orthogonalen Linienelementen von S, abgebildet
werden. Wir konnen also ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit
von vornherein voraussetzen, dafi die Parameterkurven « = konst
und = konst sich auf beiden Flichen S und S| senkrecht
schneiden. Hierauf konnen wir die z- und die y-Achse parallel
zu den Richtungen der beiden Parameterkurven in einem Punkte A
von S wiihlen und eine entsprechende Lage fiir das Achsenkreuz
der @ y, =z, gegeniiber den Parametern von S| im Bildpunkte .1
von A annehmen. Dann verschwinden in (25) die acht Grilen

3y 3z 3dxr 3z 3y, 3& 2w, Iz

au' du' 3v’ 3¢’ 3u’ du’ r’ Ar
und diese Gleichungen nehmen die einfache Gestalt an
(27) ’l])l e /) + (l, ﬁ q] = {q + l'-

Man iiberzeugt sich leicht, dat die Parameter a, p das Ver-
groBerungsverhiiltnis der beiden Flichen (in Lichtzeit gemessen)



14 C. Carathéodory

in der Richtung der Kurven » == konst bzw. « -~ konst bedeuten
und dall a und b den ersten Ableitungen von ¢ (u, ») propor-
tional sind.

14. Die Gleichungen (27) erlauben sehr leicht die Bedingungen
dafiir aufzustellen, dafi die Strahlen im Objekt- und im Bild-
raume, die einander entsprechen, beide reell seien. Dafiir niim-
lich, da der Strahl mit den Richtungskomponenten p,. ¢,, r, reell
sei, mut die Gleichung (26) erfiillt sein, woraus folgt i -{- 47 <1,
oder wegen (27)

(29) (p —({;) a)’ + (q ~{: b)? o
2 [+

ebenso findet man, dab
(29) Gl e/ A
sein muf.

Das betrachtete Instrument lifit also hochstens dann
Lichtstrahlen durch, wenn in der pg-Ebene die Ellipse,
deren Fliche durch (28) definiert wird, mit dem Kreise (29)
innere Punkte gemeinsam hat.

Die Lichtstrahlen, die durch das Instrument hindurchgehen
und gleichzeitig beide Flichen S und S, in den einander ent-
sprechenden Punkten 1 und A, berithren, sind Punkten der
1 q-Ebeune zugeorduet, die gleichzeitig auf den Riindern der Flichen-
stitcke (28) und (29) liegen. Falls also nicht @ ==74 0 und
gleichzeitig « == 7 =1 ist, gibt es nur hochstens vier derartige
Strahlen. Ks kann aber vorkommen, daBi kein einziger reeller
Strahl dieser Art existiert.

Fiir ein Paar konjugierter aplanatischer Punkte auf der Achse
eines rotationssymmetrischen Instrumentes miissen z. B. wegen der
Symmetrie die beiden Ovale (28) und (29) konzentrische Kreise
sein, die also keinen reellen Schnittpunkt besitzen: man mufi in
diesem Falle haben: «-=04=0 und « =/ 1. Statt der
Gleichungen (27) hat man dann

(30) ap ==p, g, = q,

d. h. Gleichungen, aus denen das berithmte Sinusgesetz von
E. Abbe unmittelbar folgt.
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15. Wir sind jetzt im Stande, den Zusammenhang unseres
Satzes 3 mit den bekannten Rlesultaten iiber die stigmatische Ab-
bildung zweier Flichen S und S; aufeinander vollkommen zu {iber-
sehen. Liegt niimlich S tangential im Felde des Instruments (§ 9),
o gibt es durch jeden Punkt A von S unendlich viele Strahlen,
die gleichzeitig S und S, beriihren. Nach dem vorigen Para-
graphen mufi dann die Ellipse (28) identisch mit dem Einheits-
kreise (29) sein, woraus ¢ == 6 = 0 und « = f -= 1 folgt.

Aus der ersten Bedingung entnimmt man in Ubereinstim-
mung mit unserem Resultat des § 10, dak die Ableitungen ¢
und ¢, verschwinden und dafi ¢ (v, ?) == ¢ (A4) konstant ist. Die
zweite Bedingung « == ff == 1 besagt aber, dafi das VergroBerungs-
verhiiltnis in Lichtzeit gemessen fiir zwei aufeinander senkrechte
Richtungen und daher fiirojede migliche Richtung gleich Eins ist.
Hiermit haben wir aber den Satz 3 fiir isotrope und homogene
Objekt- und Bildriiume mit Hilfe der Theorie des Kikonals noch-
mals bewiesen.

16. Die stigmatische Abbildung von isotropen Ridumen.
Der Satz 2 des § 9 fiihrt unter der Voraussetzung, dafs die beiden

Medien im Objektraum N und im Bildraume i, isotrop — aber
nicht notwendig homogen — sind, zu einigen bemerkenswerten

Folgerungen. Bezeichnet man nimlich, wie im § 9 mit f(z, y, 2)
und /) (x,,y,,2,) die Brechungsindizes der beiden Riume in zwei
mittelst der stigmatischen Abbildung einander entsprechenden
‘unkten und mit ds und ds, zwel entsprechende Linienelemente
von N und N, durch diese selben Punkte, so folgt aus unserem
Abbildungssatze

Fo (@ 1y 8 dis, = T(2,y,2) ds.

Das Verhiiltnis s, : s der aufeinander abgebildeten Linien-
clemente ist mithin in jedem Punkte unabhingig von ihrer
Richtung, woraus ohne weiteres folgt, dali die stigmatische Ab-
bildung der beiden Riume aufeinander konform sein mufi.

Nun gibt es einen bekannten Satz der Differentialgeometrie.
den Liouville zuerst gefunden und bewiesen hat?!), nach welchem

1) Note VI der von Lionville herausgegebenen b. Auflage von Mon ge
SFeunilles d"Analyse appliquées 3 L géométrie® (Paris 1850) s, auch I Klein,
Einleit. in die hihere Geometrie (autogr. Vorles., Gottingen 1892—93), p. 378 11,
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jede konforme Abbildung von dreidimensionalen Gebieten aufein-
ander entweder mit einer Kollineation identisch ist, die jede Figur
in eine dhnliche transformiert oder mit einer Transformation durch
reziproke Radien, oder endlich mit einer Transformation, die aus
diesen beiden zusammengesetzt ist. Wir haben demnach den

Satz 4. Jede stigmatische Abbildung von zwel iso-
tropen Riumen aufeinander, die durch ein absolutes
optisches Instrument hervorgerufen wird, ist entweder
eine Ahnlichkeitstranstformation oder eine Transforma-
tion durch reziproke Radien oder endlich eine Trans-
formation, die durch eine Transformation durch rezi-
proke Radien und eine darauf folgende Ahnlichkeits-
transformation dargestellt werden kann.

17. Das Maxwellsche Fischauge (§§ 3 und 4) ist ein Beispiel
einer stigmatischen Abbildung, wie sie aus dem letzten Satze folgt.
Man kann leicht zeigen, dat die Abbildung des Raumes auf sich
selbst, die durch das Fischauge geleistet wird, die einzige Ab-
bildung ist, bei der jeder Punkt des unendlichen Raumes W (mit
Ausnahme des Zentrums O) ein einziges scharfes Bild besitst.
Denn unter den Transformationen, die im Satze 4 aufgeziihlt sind,
gibt es keine andere, die involutorisch ist (d. h. bei der das Bild
von A, wiederum A ist) und keine Doppelpunkte hesitzt.

s wiire aber ein Irrtum, hieraus allein schlieBen zu wollen,
dat das Gesetz fiir den Brechungsindex, das eine derartige stig-
matische Abbildung hervorruft, notwendig der Gleichung (1) des
§ 3 geniigen muB. Aus der Gestalt der Abbildung des Raumes
in sich kanun man nimlich nur schliefien, dafi die Lichtstrahlen
geschlossene Kurven sein miissen, die durch die besagte Abbil-
dung in sich selbst transformiert werden, nicht aber, dafi sic
kreisférmig sein miissen. Konnte man letzteres heweisen, so hiitte
man wohl auch Aussicht, schliefien zu kinnen, dalz der Brechungs-
index (1) des § 3 der einzige ist, bei dem der ganze Raum stig-
matisch auf sich selbst abgebildet wird. Das ,Problem des Fisch-
auges“ ist die Ubertragung auf den drei-dimensionalen Raum einer
Frage, die Herr W. Blaschke fiir geschlossene Flichen gestellt
hat, die aber noch nicht beantwortet worden ist?).

1) W. Blaschke, Vorlesung iber Differentialgeometrie I (Berlin,
Springer 1921), 1. Anfl,, § 86, p. 1565—158.
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18. Wenn man heachtet, dak das Bild eines Lichtstrahls, der
im Felde des Instrumentes liegt, mit der Verlingerung des Licht-
strahls selbst zusammenfillt, so sehen wir, wegen des Satzes 4,
dafi die Lichtstrahlen im Bildraume Kreise oder gerade Linien
sein miissen, wenn die Lichtstrahlen des Objektraumes diese Eigen-
schaft haben. Eine Anwendung dieser Uberlegung ist folgende:

Den Objektraum wird man normalerweise als homogen und
isotrop annehmen. Man koénnte aber versucht sein, eine stigma-
tische Abbildung dadurch zu erzwingen, daB man den Bildraum
isotrop, aber von veriinderlichem Brechungsindex annimmt. Wie
wenig dabei zu gewinnen ist, zeigt folgender Satz, der aus den
vorhergehenden Uberlegungen und den Eigenschaften der Trans-
formation durch reziproke Radien unmittelbar folgt:

Satz 5. Ist der Objektraum homogen und isotrop,
so mul dafiir, daB eine stigmatische Abbildung tber-
haupt mdglich sei, der Bildraum entweder dieselbe
Eigenschaft haben, oder eine derartige Verteilung des
Brechungsvermdégens aufweisen, daBl alle Lichtstrahlen,
die ithn durchsetzen, die Gestalt von Kreisen hahen, die
simtlich durch einen und denselben Punkt des Raumes
hindurchgehen.

19. Anwendung auf die Variationsrechnung, FEs ist fast
selbstverstindlich, daB die Beweise der §3 7—10 sofort auf bhe-
liebige symmetrische Variationsprobleme in Riumen von beliebig
vielen Dimensionen iibertragen werden kinnen. Hierbel nennen
wir ein Variationsproblem symmetrisch, wenn der Wert des
Kurvenintegrals 5\ Bz, 6 di

unabhiingig ist vom Sinne, in dem man die Integration tiber die
gegebene Kurve ausfithrt, was dann und nur dann stattfindet.
wenn die Relation

F(x;, — 2y) = I (x;, &)
identisch besteht.

Um unsere Siitze zu fibertragen, miissen wir voraussetzen,
daB wir zwei ,miteinander gekoppelte® Variationsprobleme haben.
d. h. daB wir eine kanonische Transformation zwischen den kano-
nischen Veriinderlichen der heiden Variationsprobleme kennen,

Sitzungsb. d. math.-naturw, Abt. Jahrg. 1926, 2
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durch welche das eine dieser Variationsprobleme in das andere
iibergefithrt wird?).

Durch diese Koppelung werden hekanntlich die Extremalen
der beiden Variationsprobleme eindeutig aufeinander bezogen.
Wenn nun die Extremalen des ersten Problems, die durch einen
Punkt 4 des Raumes )N hindurchgehen, durch diese Zuordnung
iibergefiibrt werden in Extremalen des zweiten Problems, die sich
alle in einem und demselben Punkt A4, des Raumes ), kreuzen,
und wenn dies immer der Fall ist, sobald A sich auf einer zwei-
dimensionalen Fliche S befindet, die ,tangential im Felde der
Koppelung® liegt, so sind alle Voraussetzungen erfiillt, um einen
Satz zu beweisen, der unserem Satze 3 des § 10 so vollstiindig
analog ist, dai wir ihn nicht einmal auszusprechen brauchen.

Ahnliche Siitze scheinen sogar zu gelten, wenn man ge-
koppelte symmetrische Variationsproble mit Differentialgleichungen
als Nebenbedingungen betrachtet; die Verhiltnisse sind aber in
diesem letzten Falle komplizierter und ich begniige mich deshalb
mit einer Andeutung dieser Moglichkeit.

1} 8. 7. B. Riemann-Weber, Differential- und Integralgleichungen
der Mechanik und Physik (7. Auflage, Braunschweig, Vieweg 1925, p. 19n).



