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247

Uber diejenigen Flachen, welche durch zwei Scharen
von Kurven konstanter geodatischer Krimmung in
infinitesimale Rhomben zerlegt werden.

von K yoss.

(Eingdaufen 21. Mai.)

Uber Eigenschaften von Kurvenscharen konstanter
geodatischer Krummung auf krummen Flachen habe ich
bereits vor langerer Zeit den folgenden Satz ausgesprochen,
der die Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von Liou-
ville bildet:]

* Schneiden sich zwei Kurvensysteme von den konstanten
geodatischen Krimmungen yx und y2 auf einer Flache Uberall
unter konstantem Winkel, so ist die Flache von negativer kon-
stanter Kriummung.“ Nur in dem ganz speziellen Falle, wo
die Krummungen yv y2 gleichzeitig Null sind, also die beiden
Kurvenscharen in geodatische Linien Ubergehen, wird die
Krimmung gleich Null, oder die Flache developpabel.

In der folgenden Note untersuche ich nun die Form des
Langenelementes derjenigen Flachen, welche durch ein
Kurvensystem von den konstanten geodatischen Krim-
mungen yv y2in infinitesimale Rhomben geteilt werden
— Flachen mit infinitesimaler rhombischer Teilung*) durch

) Vgl. Uber die Fundamentalgleichungen der Flachentheorie, diese
Sitzungsber. Bd. XXII, p. 268, 1892; desgleichen die Inauguraldissertation
von F. Probst, Uber Flachen mit isogonalen Systemen von geodatischen
Kreisen. Wdurzburg 1893.

2 Statt dessen soll auch einfach rhombische Teilung gesagt werden.
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geodéatische Kreise von konstanten Radien, wie man auch sagen
konnte.f)

* Es seien hier noch folgende Bemerkungen uber infinitesimale
Teilung in Rhomben angefuhrt. Aus jedem rhombischen System
ds*= e(du*+ dv]j 2f dudv

erhalt man ein Orthogonalsystem

wenn man

Uu= u+ r, v=u—v
setzt, vermdge der Diagonalkurven der Rhomben. Umgekehrt erhélt
man auch aus jedem Orthogonalsystem

«idul+g”vi

durch die Substitution

Uus=u-4vVvs=u—v
das rhombische System

< +0,) (du*+ dv*)+ 2dudvi{el-</,).

Die Auffindung ~ler Kurvensysteme, welche eine Flache
in infinitesimale Rhomben zerlegen, isir daher identisch mit
der Ermittelung aller Orthogonalsysteme.

£8 gehort ferner zu jeder Kurvenschar eine unendliche Anzahl
anderer Scharen, welche mit der ersten eine rhombische Teilung be-
wirken.

Ist namlich
ds* = edu*-j-2fdudv-\-gdv*

das Langenelement, und geht dasselbe durch die Substitutionen

in
ds*= ej(du\ + dv*)+ 2d«j dv, fx

uber, so ist

e=«i 1+V,P+ 2v'J,

f= e, VuY, + V.A-

ff= «i V&

Hieraus folgt durch Elimination von fx und et die partielle

Differentialgleichung

*VI — 2fV,V,+ 9Vi = ff,

d. h. man hat unter Anwendung des Symboles A fur den ersten Diffe-
rential parameter
Alvi) = A).
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Man Uberzeugt sich leicht, da3 nicht auf jeder Flache
derartige Systeme mdoglich sind, sondern daf? nur Flachen eines
charakteristischen Langenelementes solche Systeme zulassen,
und auf die Bestimmung dieses letzteren kann es hier allein
ankommen, da die geforderte Eigenschaft allen zueinander iso-
metrisch zugeordneten Flachen gleichmaf3ig zukommt.

Flachen mit infinitesimal rhombischer Teilung durch Kurven,
deren konstante geod&tische Krummungen weder gleich noch
entgegengesetzt gleich sind.

Bezeichnet man das Quadrat des Langenelementes auf der
Flache mit
*1) ds%= edu%-j- 2fdu dv -f-g dv%
so sind bekanntlich die geodéatischen Krimmungen der Koordi-

natenlinien u = const, v = const oder gu und g9 gegeben
durchl

du —dVAg = ~
dve d f
dv 3uy-~e 9 !

So sind z. B. alle rhombischen Teilungen der Ebene, bei denen die
eine Schar aus Parallelen resp. aus einem Strahlbuschel besteht, abhangig
von den Gleichungen

V>|+ vwi= 1
resp. »vj»+ Vi =
welche letztere durch die Substitution I vI = v auf die obere zuriickge-

fuhrt wird. Analog kann man die Teilungen einer Rotationsflache, bei
denen entweder die Parallelkreise oder die Meridiane als Kurven u = const
gewdahlt werden, auf die Gleichung

v:+vi= Fu
zuruckfohren.
1) Vgl. z. B. 3. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen
Flachen, Leipzig 1888, p. 248.
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wo A= eg—f*
gesetzt ist.

Soll nun wegen der rhombischen Teilung e= g = &% und
gu= —cv g, = — c sein, setzt man ferner

f = e<p,
so dall — der Kosinus des Koordinatenwinkels eo ist, so
€

hat man aus 2)

2) x gy

= ceVe* — g%
dv du 99

Wird ferner die Substitution
ox UX= cu + cxv,
vi 5B5ciu + Ccv

eingefUhrt, was unter der Voraussetzung, daf3 die geodéatischen
Krimmungen der Koordinatenlinien weder gleich, noch ent-
gegengesetzt gleich sind,) oder

A= ct—@*0
ist, zulassig ist, so hat man

XU = Ccux— CXvX
XV = CcVvX— cxuv

Aus den Gleichungen

d d d_— \]Li d

du Cdux °ldvX dv d ux d vx
a. d d .d d a.
g’ux""Gdu C}dv dvx ™ %du CVx

folgt nun nach 29

I) In Wirklichkeit kommt es auf das Verhaltnis der Krimmungen ¢
und ct an, da man durch Abnlichkeitstransformation von jeder Flache
zu einer anderen Ubergehen kann, welcher dasselbe Verhaltnis c:cx und
derselbe Koordinatenwinkel (o zukommt.
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3e _dop
d Ux dvx
oder
dyj
d Vx d Ux

wo y> eine willkirliche Funktion der Argumente w,, vx be-
zeichnet. FuUhrt man, in dem man statt der Differential-
quotienten

dF dwF dF

Tu' Ja* Twv'"

der Kurze halber
FU Fuu, F,...

schreibt, die Werte in 4) in die Gleichungen 28 ein, so ergibt
sich zur Bestimmung von y> die partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung

A) V.1—V«l= WiVHX—VlIs
welche von ¢ und cx ganzlich unabhéngig ist.

Und umgekehrt gehort zu jeder Losung der Glei-
chung A vermége der Substitution 3) und der Glei-
chungen 4) das Ladngenelement einer Flache, welche
durch die Kurven M= const, u= const mit den konstanten
geodatischen Krummungen —cv — c in infinitesimale
Rhomben zerlegt wird, falls nur die Voraussetzung

cc—cj* 0
eingehalten wird.

Das Quadrat des Langenelementes der Flache 1) wird in
Bezug auf die Variabein ux vx

o+ Q
5 (c*-a)*

\(Bu\ -f- d/;?) (e%f- ex (p) -f- 2 duxd (e -f el*)],

wo zur Abkurzung
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2cclLJ)
e +

gesetzt ist, und der Kosinus des Koordinatenwinkels a>1 der
Kurven uv vx steht mit co in der Beziehung

COS 0 4- X
14* ncos >*

cos col —

Die Kurven w, = const, vx= const bilden daher wieder
eine rhombische Teilung der Flache.
Wahlt man insbesondere x = O, d. h. etwacx= 0, c= — 1
so wird
ds%= (du] + riv?) N + 2duxdvt yH yn
= d\p%+ du\ (>4 — VEI).

Die Flache hat daher jetzt die Kurven ux— const zu
geodatischen Linien, wahrend die Linien vx= const von der
geodatischen Krimmung + 1 sind, woraus man durch Ahnlich-
keitstransformation diejenigen Flachen erhéalt, bei denen das
eine System aus geodatischen Kurven, das andere aus Kurven
von konstanter geodatischer Krummung besteht.

Es ist Ubrigens leicht zu zeigen, dalR nicht auf jeder
beliebigen Flache solche Kurvensysteme, wie die hier
betrachteten, existieren. Aus der Bonnetschen Formel*)
fur die geodatische Krummung g der Kurven gp— const

i/~a 3 19<P»-f<P*[ , 3 ( e(Pv— f<Pu\
9vVvVa~d~\ “ s j+3» \~'~-8 e

s= Vg<pl — 2f<pup + eg®

folgt namlich, unter der Voraussetzung, dal3 die Flache auf
ihre Minimalkurven e= g = 0 bezogen sei

<
f% + hVvf

* x darf dabei den Wert + 1 nicht annehmen.
a8 Vgl. z. B. Knoblauch, a. a. 0., p. 247.
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oder, wenn man ?ZU mit z% f mit 1:X%bezeichnet:

9l
69 d* dX . . e \dX

V%9O<f = ~di e du Yv e d~v'

Soll nun auf einer zweiten Kurve xp= const die geodatische
Kriommung wieder einen vorgeschriebenen Wert gw haben, so

wird far

W

du du dv f dv

Damit endlich eine rhombische infinitesimale Teilung durch
die Kurven = const, tp= const hervorgebracht werde, mui3

Ve = <Pef*
sein. Setzt man namlich

(pudu gOdv= d{p
toud u f-tpvdv = dip,

so wird, wenn man mit g die Funktionaldeterminante von @
und ip bezeichnet,

odu = yfod p— gBdtp
gdv= qudtp — tpud @
oder
2f
— ds%= — \d(p%ipwpud" dtp* vqu— d qd Yp(ip9qu4- Btpud].
Q

Setzt man demgemaf

fl fl
V» = F1<Pu=-
Q

*
Vf= MC 9 = figz,

wo fi eine neue unbekannte Funktion ist, so ergibt sich durch
die Integrabilitatsbedingungen in Bezug auf g und ip, sowie
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in Bezug auf /4 eine partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung fir z und £ so da3 man mit 63, 68 im ganzen
drei partielle Differentialgleichungen fur z und £ hat, welche
nur fUr gewisse Formen von X oder f miteinander vertraglich
sein werden, wie dies Ubrigens auch schon aus der oben an-
gegebenen Form des Langenelementes ersichtlich sein dirfte.

82.
Beispiele zu § 1
Die partielle Differentialgleichung A des § 1, welche durch
die Substitutionen
u%= ux+ vt

VWo = — W,

auch auf die Form

2 = (¥S + VtY) W>2Wh
oder in gewohnlicher Schreibweise in die Gestalt
4sh= (p+afpg

gebracht werden kann, scheint einer allgemeinen Behandlung
in dem hier erforderlichen Sinne nicht zuganglich. Ich be-
schréanke mich daher auf die Betrachtung einfacher partiku-
larer Losungen derselben.

1 Setzt man
tp= uxk -V
wo V eine Funktion von vx allein ist, und die Konstante A

wie im folgenden geschehen soll, auch gleich 1 gesetzt werden
kann, so folgt aus A § 1,

vi—V Vv*-\
oder

- = = _1 -
arc cos -\%7 V'i v cosv,

mithin wird
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p= yi=1
und der Kosinus des Koordinatenwinkels ist
COS ca = COS WV

Das Quadrat des Langenelementes wird daher nach § 1, 5

(c*—ciy

? * — -4 - —
(du? + dt?) \costxJr cosvx)+ 2 OIU”.I.d\Icho%*vxJr By MJ
oder

dS* — «* o+« ? 1 -
(c* — C?)*COS*0,

{(dnP+ dVi)(L + xcosv,) + 2d«, df\ (x  cosr,)}.

Bestimmt man nun nach der Weingartenschen Formell

K = 1J iJ =i5s_?iU _51i?!_3n1
2VA  Ya dv)~ dv\fj.\?v  du)Jd
A= el —fi

das Krimmungsmaf3 K, so ergibt sich

X R A (Vi _L. cn

1
11— & '(cl — 1+ im
Die Flache ist daher von konstanter negativer
Kruommung, der Koordinatenwinkel aber nicht von
den Variabein unabhangig.

2. Setzt man dagegen:
b= Vi+ U,
SO ist
—U‘'=I/I—U%
oder:
arccosU' = w,

) Vgl. z. B. Knoblauch, a. a 0., p. 177.
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d h
e= 1 <= cosu.
Daher wird

ds* = [(<?2?+ d«D(l + *cosMQ-f-2d«liifl{cos«1+ X)]

und das Krimmungsmal® wird jetzt gleich Null.

3. Man kann ferner y; als Funktion von aut+ RBvt= z
annehmen. Setzt man y = F (9, so ist)

R*— adFnme F WRY]? —&
oder

VW-a'
R(a ut+ RBvty
Da hier
VR'l—al _aYBR*—a%
e= (am+ RN) ff~B (au~TfS p.)’
so wird \;—Vkonstant; d. h. die Flache ist konstanter nega-
tiver Krimmung.

4. Setzt man endlich

F{*),
so wird die Differentialgleichung A
F 4-2'4 F = —F*-7~—r,
ui “ —WNA

wobei die Indizes von F die Differentiationen nach z angeben.
Far F = 1C erhalt man

dC 2zC z
dz z%—i

* Der Wert a= + B ist hier nicht zulassig. Allerdings ist dann
die Funktion F willkdrlich, aber cos oo wird gleich + 1, was keinen
Sinn hat.
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oder £= —Yz%—1+ —1)

wo & eine willkurliche Konstante. Demgemald wird

W,
AWI—WVi) — vt Vul—vi

<P= +
k(u\ —vJ —
und zugleich wird
vt ucx+ vc
Ccos = ---- =D e e .
ux uc + vcx

Die Flachen dieser Klasse zeichnen sich durch eine besondere
Eigenschaft aus, welche im néchsten § 3 nachgewiesen wird.

§ 3
Die Differentialgleichung fur den Eoordinatenwinkel co.

Durch die vorige Betrachtung ist die Bestimmung des
Langenelementes auf die partielle Differentialgleichung A des
§ 1 zurtickgefuhrt. Man kann statt derselben auch eine analoge
Gleichung fur den Winkel (o der Kurven w, v ermitteln. Hierzu
wirde nur eine Transformation der genannten Gleichung er-
forderlich sein, doch erscheint es angemessener, die urspring-
lichen Variabein w, v jetzt beizubehalten. Setzt man

D= e cos m

so gehen die Gleichungen 2A des § 1 Uber in

- o)y . Ny B .Ccoso)
1) — W= —vy G h cotg oouJ\+ 5_s'ma)
_ \(Ou | c,cosi)+ ¢
—ty= —1 [sma) \ cotg & (ovj_+ -1 sng



258 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 5. Mai 1906.

und man hat nur die Integrabilitatsbedingungen fur die Funk-
tion 1§ zu bilden. Ist nun allgemein

— —SA + B

so folgt aus den Integrabilitatsbedingungen fur |
2) flA: - A,]1-(Bm+ B A)- (Bt+ BA)= 0.
Ist also nicht gleichzeitig

3) A,—Am= 0
Bu- B A = B\t B A\

so ist f vollig bestimmt. Unter diesen Umstanden ge-
hort also auch zu dem Werte @ in den Gleichungen 1)
eine vollig bestimmte Form des Langenelementes, d.h.
eine ganz bestimmte Klasse zueinander isometrischer Fléachen.
Sind dagegen die beiden Gleichungen 3) erfullt, so wird f im
allgemeinen noch eine fur das Langenelement wesentliche Kon-
stante enthalten; d. h. es existieren dann ocolFlachen mit
rhombischer Teilung durch Kurven konstanter geo-
datischer Krimmung, ohne daB sich dabei der von
diesen eingeschlossene Winkel a andert.)

Man hat nun:

<

A'= 57 ¢ s, cotgm
sinp ¥ o ©01
D

A= 2 phwveotg o
sin ©

B = cx-f- c cos @

sin @

c+ ctcosm

B = [

also

1) Dabei ist selbstverstandlich nicht ausgeschlossen, daf diese
Flachen selbst zueinander isometrisch sein kdnnen.
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4 — _
) du \sm cJ dv \sin coJ

Bu—B*‘A = cogg?n%(c.l+ ccosco)7
B, —_BgA"= couﬁos’/g)é 00s o 4-%t\
snrco " 1

Der zuletzt genannte Fall kann, abgesehen von der
Moglichkeit co = const, wo die Flache wegen der konstanten
Krimmung oo8Transformationen in sich zulaf3t,]) nur statt-
finden, wenn

5) 09[<L, + ecosdS) = con[cxcos o + C]

und die erste der Gleichungen 4) erfullt ist. Aus dieser letz-
teren folgt aber unmittelbar

duitogtgy) = ~(l»gtgy)
oder

wo F, resp. iPFunktionen der Argumente u v, resp. u—v
allein sind. Setzt man nun

1 xaoe
1- % ol
COoS 0

so ergibt sich aus 5) die Funktionalgleichung fQr F und
6) O—(c—c)F'F*$*+ (c+ ¢c) F
oder <*.

2FF (c,—c¢)= 2(c+ c)™ = A

wo & eine willklrliche Konstante bedeutet.

*) Hieruber vgl. g 8,9, 10.
1006. Sitziuigsb. d. m*th.-phys. KI. 18



2% bit<reg 4*r 11i f to= 5 Mii 1S0&

Fi= ~+J)

*1—C
1 A**-ri
H#.o“ * o4 ox

wo die liit"gratioLskoii>tar.teD aL ganz unwesentlich von vorn-
herein gleich Null gewahlt sind. Mithin ergibt sieh

r

und hieraus folgt

d. b. gerade der Wert, der sich bei dem fruheren Anséatze in
8 2 ergeben hatte. In der Tat ergibt sich nun nach ent-
sprechender Rechnung auch genau die dort angegebene Form
des Langenelementes, welche noch eine willkurliche wesent-
liche Konstante k enthalt.

Es wird namlich

i vur — v* VCc%— cjl
sinm= -
Uuc+ Icx

B = uVc' — ([

vV c%— Ci
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Setzt man noch
1 u%— v*
Y uc + vcx

so werden die Differentialgleichungen 1)

yct_£
WV» + VV«— WV -r— - = 0
Vu* —tr
N N
B2+ wv. + Veirir== =
» » « l|£<<r—tr
so daf3
dtj
oder
kWl—tH)— w+ — V%
Ve* — A\ uc = vcex
wird, wo k die Integrationskonstante.
Demgemaf3 wird
eNcl — A= ue o vex
k(W —v* — (CM+ Cjt) — V%

und wenn man den Nenner mit w bezeichnet, so daf3
tc= k(u%—v%h—(cu+ cxv)y * —v%
ist, wird das Langenelement
ds%= - X
WX(C%— C,%)
[(du%t dv¥)(uc+ vey%— 2(ucx+ ve)(uc H{-vey dudvl.

Die Koeffizienten desselben sind in w, v homogene Punk-
tionen vom Grade — 2. Nach einem bekannten Satze yon
Bourl ist aber dasselbe einer zu einer Rotationsflache
isometrischen Flache angehdrig.

¥ Vgl. z. B. Maurice Lévy, Sur le développement des surfaces dont
I'élément linéaire est exprimable par une fonction homogéne. Compt.
Rend. 87, p. 788.
18*
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Das Krummungsmaf3 K kann am einfachsten vermége der
folgenden Formel berechnet werden, welche nur noch Diffe-
rentialquotienten Ton co enthalt:

e O *
sin*é%K - Esma [ef + 29cxcosoo+ cy
co9(tf, + cCcos co) + {c+ COS c0)
+ Ve '

hat aber bei beliebigem c, c1 keinen einfachen Wert. Ist in-
dessen ct (oder auch c) gleich Null, so ergibt sich eine
Flache negativer konstanter Krummung. Man sieht
dies am leichtesten aus der oben gegebenen Form von ds\
welche in dem genannten Falle die Gestalt

__(du%+ dv®Hpu%— 2vududyv
S~ \k(«¢&»—VvV)—cvVurv')'

annimmt. Setzt man t*— v%= Uj,v= Vv, SO erhalt man

d3* - dit+dvl
aS ~ (A —o»)*

und dies ist das Langenelement einer Flache von dem Krimmungs-
mal3e
- (1 + ¢

Man hat also den folgenden Satz:

Die einzigen Flachen, bei denen Systeme von
Kurven geodatischer, durchweg konstanter Krim-
mungc, cx(c%— c* 40) existieren, und bei denen zu ein
unddemselben Koordinatenwinkel co noch ool Langen-
elemente gehdren, sind diejenigen, bei denen

uc+-vect
ist. Sie sind zu Rotationsflachen isometrisch.) In

t) Ich unterlasse es, den Typus dieser Rotationsflachen anzugeben,
der in bekannter Weise erhalten werden kann, aber keine einfache Ge-
stalt anzunehmen scheint.



A. Vofi: Uber Flachenzerlegung in infinitesimale Rhomben. 263

dem besonderen, Falle wo die eine Kurvenschar aus
geodatischen Linien gebildet ist, sind die betreffen-
den Flachen von konstanter negativer Krimmung.

In der Oleichung 6) ist indessen der Fall ¢c%= ¢j, der in
den sich daran schlie3enden Betrachtungen ausgeschlossen werden
mufdte, zuldssig. Setzt man z. B. c= -f cv so folgt

= const»1, F = f(u+ v\
wo F eine willklrliche Funktionvon u + v ist. Man erhalt dann

*
cos<0= W

Integriert man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen 1),
so wird auch 1j oder e eine Funktion von u + v allein und
man erhalt das L&ngenelement einer willklUrlichen
Rotationsflache

c* | cos* —a(du + dv)%+ sin*” (du— dv)*J,

bei welcher die Diagonalkurven der Rhomben, u— v = const,
selbst geodatische Linien (die Meridiane der Rotationsflache)
vorstellen. Der Fall ¢%— ¢j + O wird indes im nachsten Para-
graph allgemein untersucht werden.

§*.
Uber diejenigen Flachen, welche in infinitesimale Rhomben

durch Kurven gleicher oder entgegengesetzt gleicher geoda-
tischer Krummung geteilt werden.

Setzt man den in den vorigen Untersuchungen im allge-
meinen ausgeschlossenen Fall ¢c%= o\ voraus, so lai3t sich die
Bestimmung des Langenelementes, anstatt auf eine par-
tielle Differentialgleichung, auf eine kubische Irra-
tionalitdt und zwei einfache Quadraturen zuruck-
fuhren.

Wird c = cxangenommen — fur den Fallc = — cxgelten
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ganz dieselben Betrachtungen, nur dall an Stelle von u-\-v
u —v einzusetzen ist —, so geben die Gleichungen 2A des § 1

eu <p9 = sV <pv

oder

3@ HP_ 3@+ P
du dv

Demnach ist
S+ o= F(u + v,
wo F eine willkdrliche Funktion des Argumentes u + v be-
deutet. Setzt man jetzt
u-Fv=u
u—v=1y,

so wird die erste der Gleichungen 29 § 1

o*— (pv= ceVe%— N

wegen
= F —e
und
+ + A _ 2.2,
du dv du
in

— (2e—F)= ce \ZF|/¥T—F
g0 (2e—F) = ce\ZF]

Ubergehen. Setzt man endlich

2e—F=w\
so daf
F —wl
COSft)— £ +__\I\/r%)

wird, so erhédlt man als Differentialgleichung f&r &

d. h. eine Riccatische Differentialgleichung, bei der die Inte-
grationskonstante eine willktrliche Funktion von u — v — v ist.
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Die Gleichung 1) 143t sich Iésen, wenn man die Funktion F
in geeigneter Form annimmt. Setzt man namlich

w= ,yfy)
so entsteht
adJ _
2) Fe% c 1+*»
du’ 2 e*

Denkt man sich nun  durch eine partikulare von v freie
Losung der Gleichung 2) bestimmt, so kennt man ein partiku-
lares Integral von 1) und findet so

3> “= u+ v ~or

wo £/, i/j, U% Funktionen von u‘ allein, V eine willkirliche"
Funktion von v ist. Damit dieser Wert von w der Gleichung 1)
genlige, mussen die Gleichungen

a) U'= c/4(F+ UXVF
b) U= ¢4VF2UU,
c) —U2= c/4uxv f

bestehen. Nun liefert die Gleichung a) bei willktrlich ange-

nommenem U eine und nur eine reelle Wurzel fur YF, aus b)
erhalt man dann 17, durch Quadratur, und ebenso aus c) die
Funktion Ur

Das Langenelement wird nun bezogen auf die Variabein

4) dsi= — AW\ F + di* ws].

Wird also w als Funktion von ux allein angenommen, so
ist die betreffende Flache zu einer Rotationsflache
isometrisch.

Umgekehrt kann man aber auch auf jeder Rota-
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tionsflache solche Systeme von Kurven konstanter
geodatischer Krimmung bestimmen, da ds%noch eine
willktrliche Funktion enthalt.

Setzt man namlich das Langenelement in der Form
5) ds%= dU%+ g di%

voraus, so dald vx= const geodatische Linien der Flache sind,
wahlt man ferner

u=/-(«).

wo f eine noch zu bestimmende Funktion von uv g aber eine
gegebene Funktion von f ist, so kann man immer, und zwar
im allgemeinen auf ool verschiedene Arten, bewirken, da3 die
rechten Seiten der Gleichungen 4) und 5) identisch werden.
eMan hat dazu nur zu setzen:

W%+ F)F=4:f%
W2+ F)w %= 4g.

Daraus folgt durch Addition und Multiplikation

W+ Fr=4(f* + g)
w*+ F)2Fw*= 16f'g.

Demnach wird

@+ F)wVF = AfvVg
W+ F = 2Vf* -fg

vr'+s
Die Differentialgleichung 1), welche man auch in der Form
j~ = ~(w*+ F)VFu>

schreiben kann, wird daher
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Sie liefert

oder
df

11 7 - o%
y* (SVgdf

womit f als Funktion von ux mit der willkiirlichen wesent-
lichen Konstanten a bestimmt ist. Hiermit ist zugleich die
Aufgabe gelost, auf einer gegebenen Rotationsflache alle die-
jenigen Kurvensysteme mit der geodatischen Krimmung c zu
finden, die eine rhombische Teilung bewirken, deren Diagonal-
kurven die Meridiane sind.

Ich erwdhne zwei Beispiele allgemeinerer Natur.

Wahlt man in Gleichung 1) F=k\ so wird

o= ktg(ulc”™ + v),
setzt man zur Abkirzung

Ko . ir

so wird das Langenelement ausgedriickt durch

ds* = 4 cos*o (dul + tg*ad«?).

Bestimmt man aus den Koeffizienten

. __ faAtg*o
6 4 cos*o’ - ~4 cos* a

mittelst der Gaufischen Formel

2 Veg Vge $v Veg

das Krummungsmaf3 K, so erhalt man

VI
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Man erhalt daher wieder eine Flache konstanter nega-
tiver Krimmung — ¢% wenn V eine lineare Funktion von
vt ist, aber der Koordinatenwinkel oo ist nicht konstant, son-
dern eine lineare Funktion von ut und t*] Setzt man
andererseits

eine partikulare Lésung von 1), wenn
- f = ca(/d+ «*)

gewahlt wird. Nun wird

B>+ o1
2«,

m_ a* [*'

V~~20l
man erhalt daher wieder eine Flache konstanter negativer
Krimmung mit konstantem Koordinatenwinkel. Die allge-
meine Losung der Differentialgleichung 1) fihrt in diesem
Falle auf nicht besonders einfache Formen.

§5-

Uber diejenigen Flachen, welche durch zwei Systeme geoda-
tischer Linien in infinitesimale Rhomben zerlegt werden.

Soll endlich eine rhombische infinitesimale Teilung
der Flache durch zwei Systeme geodatischer Kurven
entstehen, so ist in den Formeln 23 des § 1 e —cx= 0 zu
setzen. Man erhélt dann

&= ®
B = (pu

* Es wird allgemein cos .« — cos 2 o.
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oder
£= = Vn,
mithin
VW —\Vu= o
oder

= F (Uu-Jv)— &(u —v),

wo F und 0 willkuirliche Funktionen ihrer Argumente sind.
Demgemaf3 wird

€= F' -f
P= F’—<P,
wo die Indizes bei F und 0 Differentiationen nach den Argu-
menten u+  w— v andeuten. Das Langenelement wird nun-
mehr durch die Formel
ds%= (F* + #') [ (du+ dv)¥* + (du - dv)*<P’{}
ausgedruckt. Setzt man
(du + dv)}/!* = dul
(du —dv)VvOo'= dvl
i 7+ 4>'=£71+ F1,
wo Ux und Vx Funktionen von ux= u+ v, vx=u — v allein
sind, so entsteht

1) ds' = {du\ + dv?)(Ux+ V.

Man hat daher den folgenden Satz: Jede Flache, welche
durch zwei Scharen geodatischer Linien rhombisch
geteilt wird, ist eine Flache mit dem Liouville’'schen
Langenelement, d h. eine Liouville’sche Flache.

Umgekehrt kann man nun aber auf jeder Liou-
ville’schen Flache oolSysteme von Kurvenscharen der
genannten Art angeben.

Bekanntlich sind durch die Gleichungen

dux dvx
VUPFIr c- Vv,'— c

bei willkurlicher Konstante c¢ bei geodatischen Linien der
Flache gegeben. Setzt man nun
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<4 * — + -du,
Vut+c”™ Vv.-c

d d
ui s =dvt,
VUx+ c VVXx-c

so wird
dux __ dut+ dvt
VIN+ 7~ 2
dvt __dut -\ dvt
VV,-C 2

und damit geht die Form ds* (1) in
ds'= U+ V' [(rftij+ d$){Ut+ Vd+2duidvi(Ul- r i+ 2c)]

Uber, aus der hervorgeht, daf3 alle diese Systeme geodatischer
Kurven rhombische Teilungen hervorrufen.

Zu den Liouville’schen Flachen gehoren insbesondere die
Flachen zweiten Orades; zu den Systemen geodatischer Linien
der verlangten Art die Erzeugenden derselben. Dies lait sich
auch leicht direkt nachweisen.

Betrachtet man z. B. das Hyperboloid

und setzt
so ist
u+ v
i+ «»
uv — 1
V= s My
Uu— v

1+ uv’
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Es wird demgemal® fur 1+ uv = s

=V 1—w
f — s tf-— st
2v 2u
1 + v o1+ w
Q s% "’ s*

daher sind die Koeffizienten des Langenelementes gegeben durch
de= a% c—2t*@ —c—26%+ (+ c*t4
sfg= a* w—2ul(@*—c*— 26% + (a*+ cJ «*,;

und in der Tat wird die Teilung eine rhombische, wenn man
an Stelle der Variabein u, v die durch die Gleichungen

AN du
1 Va% c*— 2u%@ — c%—26%+ (a*+ c)wd
dvx= dv

y a%+t c%— 2v%(@* — c%— 26* + (a* -f Hv*
einfahrt.
Nun hat bekanntlich das Hyperboloid] die Eigenschaft,
da’ zu dieser Teilung oolFlachen derselben Art gehoren, bei
denen die Koeffizienten e, g dieselben bleiben, wahrend der

*) Die namliche Eigenschaft besteht Ubrigens noch fir das Para-
boloid

x| _ 2z
S non
wo durch die Institutionen
X -
%—(—:z 14-4-0,, ZV——c— u EZ =uv
a b

die Koeffizienten e und g gleich
al-f- 6% -]-c«c* a*-f* J*-j- c* u*
4 ’ 4
werden, und sich nicht &ndern, wenn man oa durch n* — 6* durch
6* + A ersetzt.
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Kosimus des Koonlinatenwinkels variiert: sie mtstehen durch
die mit der Transformation in die Schar der konfokalen Fliehen

a*= al+ X
b'*=Db'-ri
C*= h— L

aquivalente Deformation, welche die Langenabschnitte zwischen
den sich kreuzenden Erzeugenden ungeéndert laft.

Dieselbe Eigenschaft aber kommt allen Liouville-
schen Flachen Oberhaupt in viel allgemeinerem Sinne
zu: d. h. zu jeder rhombischen Teilung einer Liouville-
schen Flache durch Systeme geodatischer Linien ge-
horen ocl andere Liouville'sche Flachen, welche die-
selben Ladngenabschnitte der auf ihnen verlaufenden
beiden Scharen geodatischer Linien, aber einen ver-
schiedenen Koordinatenwinkel dieser Scharen be-
sitzen. Wie man sieht, liefert dies eine «Deformation* der
Liouville’'schen Flachen, welche der ganz speziellen Defor-
mation der Flachen zweiten Grades vollig analog ist, und zu-
gleich die bekannte Deformation der letzteren als Spezialfall
erscheinen laRt.

Man erhalt nadmlich fur tj = log e aus den Gleichungen 2*)
des § 1, wenn man cos co — z setzt,

dv du
Die Integrabilitdtsbedingungen fur z sind, wenn man aus
den Gleichungen 2) die Werte von €9 und su wieder eintragt:
Wwm—  (r]9— ZTJY — Z W= rP®— rju(rjm— 2 iff) — * ixt
oder

Mn+ vi=v,+ 'k

Ist aber diese von z ganz unabhéngige Gleichung Ober-
haupt erfullt, so wird
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aber bei ungeédndert bleibendem e cosca noch von einer Kon-
stanten abhéangig.

Der Satz kann Ubrigens auch aus der Form des Langen-
elementes auf den Liouvilleschen Flachen ganz direkt geschlossen
werden. FuUr den allgemeineren Fall, wo die Kurven von
konstanter geodatischer Krimmung sind, besteht ein analoger
Satz nicht, da die Integrabilitatsbedingung hier die Funktion z
selbst enthélt.

86.

Beispiele fftr die Bestimmung von Kurvensystemen der be-
sprochenen Art auf Flachen konstanter Krimmung,

Als eine weitere Aufgabe bietet sich nun die Bestim-
mung aller Kurvensysteme der gewunschten Art dar,
welche auf einer gegebenen Flache unter gewissen
Umstanden moglich sind. Ich muf3 mich aber hier grof3ten-
teils auf die einfache Angabe einzelner einfacher Falle be-
schranken, welche die Flachen konstanter Krimmung betreffen.
Schon auf den Flachen von der Krimmung Null scheint es
keineswegs einfach wegen der Komplikation der zu l6senden
Funktionalgleichungen, alle Systeme der geforderten Art, die
nicht auf bloRen Bewegungen beruhen, anzugeben.l

1. Setzt man
X = r cosu -f- rxcosv

1) y= rsinu+ r,siny,

so hat man bei konstantem u den Kreis
(x —rcosu)%+ (y —r sinu)%= rx

1) Fur die Liouville’schen Flachen ist dagegen die Aufgabe, alle
rhombischen Teilungen durch geodatische Lini en zu finden,
im § 6 gelést. Ein besonderes Interesse haben dabei wieder diejenigen
Flachen, die auf mehrfache, d.h. oo vielfache Art sich als Liouville-
sche Flachen ansehen lassen.
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mit dem Radius r,, dessen Mittelpunkt den Kreis mit dem
Radios r durchlauft; die Gleichungen bilden Uberhaupt ein
doppeltes System von Translationskurven. Dal3 nun
die Ebene durch dasselbe in Rhomben zerlegt wird, ist selbst-
verstandlich. Transformiert man dies Kreissystem durch stereo-
graphische Projektion in geeigneter Weise auf eine Kugel, so
erhalt man auf den Flachen positiver konstanter Krum-
mung eine Doppelschar von Kreisen mit konstanter geodati-
scher Krimmung, welche die Flache in Rhomben zerlegen.
Dabei ist natlrlich der Fall nicht ausgeschlossen, daf3 r und r,
von verschiedenen Vorzeichen angenommen werden, was eine
veranderte Lage der Kreise gegeneinander znr Folge hat.

2. Das System der Kreise mit konstantem Radius a,
deren Mittelpunkte einen Kreis mit dem Radius r
durchlaufen:

(X— rcosu)r-f- (y — rsinu)%= a*
(X —rcosv)%+ (y —r sinv)%= a\
liefert
X0+ — 2r(x cost«-f ysina)= al— r*
X1+ yx— 2r(xcosv + ysinv) = a%— r%
oder
#(cosu— cosv) + y (sinu —sinv) = 0.

Setzt man nun

x = X[sinu—sinv] = 2 Xsinq cosp
y = X(cosu— cosv) = 2 Xsinqsinp,
wobei

so wird
X cosu + ysinu = Xsin(u—v)
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oder
I = t/Mcosq+ Va%— r*+ cos2q)
sing
Demgemaf wird

X Z=cosp (cosq + S)
y = sinp (cosq - 8),

wenn zur Abkurzung

S — Va* — r8-f cos2q
gesetzt wird.

Eine einfache Rechnung zeigt, daf’ in der Tat die Koeffi-
zienten e und g von ds% einander gleich sind. Wahlt man
insbesondere a «r, so erhdlt man die Doppelschar von
Kreisen mit konstantem Radius durch den Koordi-
natenanfang, d. h. einen speziellen Fall von Nr. 1L
Auch hier kann man durch stenographische Projektion zu
Flachen konstanter positiver Krummung Ubergehen.

3. Auch die Kreise von gleichem Radius r, welche
eine gerade, etwa die £-Achse beruhren, bilden eine
solche Doppelschar. Setzt man namlich

SO ist
Xu— x9— */a
v—u v—u
4 (v—uf - rz
4

so dal3 wieder e= g wird.

4. Vermoge des Prinzips der reziproken Radien gewinnt
man aus dem Spezialfalle unter Nr. 3 in der Ebene den Fall,
wo die Doppelschar der Geraden, welche ein und den-

1908. Sltsniigsb. d. matb.-phy». KI. 19
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selben Kreis beruhren, ein System von geodatischen
Linien bildet, die wieder eine rhombische Teilung
bewirken.

5. Allgemeiner aber rufen je zwei Strahlblschel der

Ebene mit beliebigen Mittelpunkten eine solche Teilung
hervor.
Die Gleichungen
y= (X —e)Vv
X = (X + e)u,

in denen der Einfachheit halber e= 1 gewahlt werden mdge,
sind die von zwei Strahlblscheln, welche durch die Punkte e, O;
— ¢, 0 gehen. Aus den Gleichungen

u4*v
ergibt sich

y (u—v*

vVVT+s~ \Y

so werden die Koeffizienten e,g einander gleich.

Dabei kann auch der Mittelpunkt des einen
Buschels im Unendlichen liegen, ein Fall, der durch die
Formeln

y = uv
X =

zum Ausdruck gebracht wird.
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Hier wird das Langenelement
ds?= du2(1 + v3 4- 2uvdudv + u2di?,

so dafl3 man nur
du _ dv

du, -7 —.asdVv
« VTTv*
zu setzen hat.
6. Endlich sei noch ein System angefuhrt, bei dem die

eine Kurvenschar geodétisch, die andere aus Kreisen von kon-
stantem Radius besteht.
Setzt man
y=yv
(x -u f+ 2?2 = <

d. h. betrachtet man die Parallelen zur rc-Achse und die
Kreise mit konstantem Radius ¢ deren Mittelpunkt
auf der #-Achse liegt, so ist das Langenelement

b7 - dup_gvduav  tiavg
V? —i?

und man hat nur

Edv bvv bu = but
y&—*

zu setzen, um die rhombische Teilung herbeizuf&hren.

87.

Bestimmung aller geodatischen Kurvensysteme mit rhombischer
Teilung auf den developpabeln Flftchen.

Die im vorigen § 6 gegebenen Beispiele erschopfen fur
die Ebene noch nicht einmal die Félle, in denen beide Kurven-
scharen aus geraden Linien bestehen. Aus dem Liouville-
schen Ausdrucke fir das Krimmungsmafl folgt firc= ex= 0

sofort
19*
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cor@= 0
oder
1) a= U+ V9

wo U und V Funktionen von u, v allein sind.
Aus den Gleichungen

dVe 3 /A X
——- a/é/ COS o = @

du
9}/e 3 LV/- V_
3v du(<Je coS o = 8

folgt fur c= \ze:

eusin od f- af -f- coucos ad= 0
ewsinad + cou+ a#cosad= O;

also die Integrabilitatsbedingung

3 (ad+ <»cos«A __ 3 im» + @608

sin«) / 3 «\ sin & /
oder nach 1)
sin(i7+ F) (F"— J7)= (F'*- U'*)cm(0+ F),
d h.
F* — iT*
2) tg(l7+ n = Y~ r%n-

Diese Funktionalgleichung ist nun offenbar erfallt far
£T= ¢, F*= + c; desgleichen fur t = const,

17" cos(Z7+<0
U'*~~sin(U+c)
oder
i7" = ¢, sin (?7 -f- ¢),
also
du
sin (7<?) * 1Y
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Um aber alle Systeme der verlangten Art zu finden, mufi3
die Funktionalgleichung 2) gelost werden. Differentiiert man
nun dieselbe nach u und vt indem man zundchst tg (if+ V)

durch ersetzt, so folgt
O ——*a55_jjfi =T iy g-
F I r. v 3— U>
r Y i %*_ ) _Une2

oder durch Elimination von f
2u'r (r& m)=(f*—u*(trr +v uy
Dividiert man diese Gleichung durch U' F\ was zulassig
ist, wenn keine der Funktionen U, V eine Konstante ist,
(welcher Fall soeben betrachtet wurde) so folgt
3) 2(r*- in) = (r* - rr¥
Differentiiert man jetzt nach t, so folgt

49 4 rr-2rr (] r+ ™ -(rl-er*)(~)=o0

und hieraus durch Differentiation nach u

—2FF" + 2U'0" (Em)'- 0.
Mithin ist
/irv i /F"v 1

ve/rdJ il'ZT—vr 7 r f"—¢

wo c eine willkirliche Konstante. Durch Integration erhalt man
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Setzt mau den so bestimmten Wert von -JIJT in 4) ein,

60 folgt
V*'[4r I'—2cF',-(a + j)V']= 0

Eine erste Losung dieser Gleichung ist V" = 0. Dann
ist aber V = vy, und der Gleichung

— 172
f(U+yv) = ¥Z_ ET-

kann offenbar nur genltgt werden, wenn U* = + y genommen
wird, wodurch man auf den oben bereits genannten Spezialfall
zuruckgefuhrt wird.

Es mui? daher

6) r =o2 f'3+ r
und ebenso
6») u" = 20" -fn V

4

sein. Vergleicht man diése Gleichungen mit den in 5) er-
haltenen Ausdricken, so folgt

« = fy
so dal3 nun
Fw .
ETTi | ™
F'~ 2 2
U _c ) a

Vr~2U 2

wird. Setzt man diese Werte endlich in 3) ein, so folgt

2(F" - Jr) = [(F'a+ 1T*c+ 2a]

und diese Gleichung zerfallt in die beiden neuen
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Vn— F*£E—F*| = fc
7)
U«—U™j-U'*al2 = &

wo k eine neue willkirliche Konstante bedeutet. Setzt nian
jetzt a= — 4/ so wird

2Vidu1l

V

oder, wenn 4= — yl1 genommen wird,

= 2dwZzZF

arcsin (—+ Ut2y\

\7 U H Uy + K).
7

Man hat also:

i72y f-y = sin2 (J7y + ht)

F'2y+ A = VSsin2(17y + A9,

wo

gesetzt ist. Demgemafl wird
y(T* _ F*)= Vm[sin2(uy + A)- sin2(Fy + A))]
Ua— U'= Vm[cos2(Uy -fA)—cos2(Fy + A)l
Hieraus folgt
- y2
Ve F- - cotg [(Z7+ F)y-f-Ad4+ AJ.

Zieht man noch die Konstante y in die Funktionen Z& F
hinein, und wahit Aj + A2=» N\2, so folgt in der Tat



282 Sitrang der meth.-pbys. Kinme vom 5. Mai 1906.

av — F*

G g (7T P,

Diese Losung, welche 17, F als elliptische Funktionen von
u9v darstellt, entspricht, wie jetzt gezeigt werden soll, dem
folgenden Satze:

Die Tangenten jedes Kegelschnittes bilden eine
doppelte Schar von geodéatischen Linien in der Ebene,
durch welche dieselbe rhombisch geteilt wird.

Seien namlich

Xcosu ysinu 1
+ ~~b~ =

X Ccosv ysinv _
~~a~~ + .-.b.. ~

zwei Tangenten eines Kegelschnittes, insbesondere der Ellipsel

so wird

a—sin (v—ti) = sinv— sinu
Asin(v—u)= COSu— COSV.

Daraus ergibt sich

e= x\+ yY\— (®2sin2 + fr2cos2v) P
g= & + y2= (a2sin2w+ &2cos2w) P,
Wo
p_11—cos(v—u) P
sind(v— w)

gesetzt ist. Es entsteht also in der Tat eine rhombische
Teilung, wenn man

) FuUr die Hyperbel sind natdrlich die trigonometrischen Funk-
tionen durch hyperbolische zu ersetzen.
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du _/\ N
Vaz2sin2w -f-  cos2u 1

dv AN
Va? sin2% + 62c0s2v 1

setzt. Auch fttr die Parabel y2= 2p x besteht der Satz. Denn
hier hat man far den Schnittpunkt zweier Tangenten

uv

X = Bl
v-\- U

* _____D

Demnach wird

Xt YR£ 4D * A t (oL )2

und man hat nur

Vy +«2 *
ZU setzen.

Will man dagegen alle rhombischen Teilungen der
Ebene finden, welche durch zwei Kreisscharen von
konstanten Radien ¢ und cx entstehen, so ist zu setzen

x— U= ccosO, y— Ux= 4sin0
X —V=cxcos0l1 y— Vx= cxsin0’,

wo Z7, Ux; V, Vx Funktionen der Argumente u\ v allein, O
und O, aber von beiden abhéngig sein konnen. Alsdann ist

Xxu=—cxsin 0' Oi, x9= —csin 0 S9
yu= + excos 0* y9= + ccos O O,,
so daf die Bedingung der rhombischen Teilung
om= <Lo6j
wird. Setzt man demgemafd

0 =cxyh, 91= cyi*
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so sind noch die Funktionalgleichungen
U — V — cxcos (¢ yj9 — c cos (cx %)
Ux— F, = cxsin (cxy?9 — csin (cxyx)

zu befriedigen. Dieselben sind aber keiner einfachen Behand-
lung zugénglich und auch andere Ansatze, welche die Ein-
fuhrung trigonometrischer Funktionen vermeiden, fuhren zu weit-
laufigen Funktionalgleichungen, die ich bisher nicht vollstandig
untersucht habe.

§8.
Die Fl&chen konstanter negativer Krimmung.

Die Formeln des § 1, 2 nehmen eine besonders einfache
Gestalt an, wenn cos o als konstant vorausgesetzt wird.
Bezeichnet man die geodatischen Krimmungen der Koordi-
natenlinienu = const, v= const mit yv yy so wird das Langen-
element der zugehorigen Flachel)

N du%t+ 2coscmdudv+ dvi
) ~~r(ri + 7tcos°°)“ + (yi + y»COSW) Vv
[ sin ©

mit dem konstanten negativen Krummungsmaf3

K _ yi+ 2ytytcosm+ W
sin*

Da K ein negativer definiter Ausdruck ist, der nur
dann Null wird, wenn yx y% gleichzeitig Null sind, so ent-
stehen nur dann developpable Flachen, wenn beide Kurven-
systeme aus geodatischen Linien gebildet werden. Zugleich
zeigt sich aber, dal3 ein solches Kurvensystem die Flache
negativer konstanter Krimmung immer in infinitesi-
male Rhomben zerlegt.

Setzt man

yX+ COS Y%= asinm
yxcos @ -f- y%— bsin co

I) vgl. P. Probst, a a. 0., p. 35
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und

au+ bv= ux

au + Bv = vx
so wird fur

m—all— ba

m*(du* + dv%+ 2coso)du dv) = exdu] 4- 2/i duxdvx-\-gxdvi,
wobei

ex= R%+ a*— 2cos(oal

gx= b*4" & — 2cosab

/i= coso(Rad-ba)— (Rb aa).
Wird nun angenommen, daf3

R = fi (a— bcos )
a= fi(acosomo—b)

ist, so verschwindet der Faktor fx; es folgt zugleich
a*4" R* — 2alRcosoo= fiwa* 4”

— 2abcos o) sin* @

m= fi(a* b*— 2a6cos ).
. Demnach wird

- . . .

mP i = QZSinzco(lju]zdf'“J

N —Jabeosm

Ui
Setzt man jetzt
a- 6" **, vx= vtfisina,
ML

so wird

, N sin*oo(diB 4" e~**2d r¥)
a*4" — 2abcosm

Das Krummungsmalf3 ist nunmehr
£ __ a*4-&a— 2abcosco

sin* @

Damit ist das Langenelement auf die typische Form der
Flachen konstanter negativer Krummung gebracht, bei der die
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geodatischen Linien irt= 0 samtlich durch einen unendlich
fernen Punkt der Flache gehen.

Es ist aber
Da endlich
acosa—6= —sinays
a— cosoj b= sinay,,
so wird

vt= ylv -y tu.

Fur den besonderen Fall yl = + Ys wird daher die
eine Schar der Diagonalkurven der Rhomben selbst
aus geodatischen Linien gebildet.

Ist umgekehrt eine Flache von der Krummung — 1 ge-
geben, also

S0 setze man
d14- 6*— 2ab cos®
sin* co
und

ut= au-|-bv

vX=au + By,

3 — a— bcos co, yxsinco= B
a=a cosoo—ft, yasina>= —a.

Die Flache von der Krummung — 1 ist alsdann auf ein
rhombisch isogonales System mit den konstanten geodatischen
Krimmungen yv y% bezogen.

Ich beweise nun zundchst die Umkehrung des obigen
Satzes:

Ist ein rhombisches System mit konstantem Ko-
ordinatenwinkel auf einer Flache mit konstantem
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Eriammungsmafi vorhanden, und besteht die eine Schar
der Kurven aus Kurven konstanter geodatischer
Krummung vy, 40, so ist auch die andere Schar von
konstanter geodatischer Krimmung yf und das Krim-
mungsmald der Flache ist negativ.

Es sei demnach e= g und cos o konstant, f = e cos &,
so ist nach § 1, 2

— ytesml) = —-------- — COS (0,
vt ) du dv
also wenn e= gesetzt
2 — vy, Smw = 3 L cos co — dtJ
)7 Yy dv du

Eine partikuldre Lésung dieser Gleichung ist
3) tjJ0= uyl sinco;

aus der Gleichung

dv du
welche man durch EinfUhrung von 3) in 2) erhalt, folgt daher
fl— )0+ f(u cos @+ v),

wo f eine willktrliche Funktion des Argumentesz = u cosc+ Vv
ist. Demnach ist

4 Ve = GyTstco it ~ta/

wenn man a = yxsin oo setzt.
Die geodatische Krimmung y%der anderen Kurvenschar ist
dve d}/e

—vyv.esinmw= ——-——-- COS 0.
Y- dv du

Vermoége der Gleichungen

dve fe dVve (q+ f cosco
dv (ua+ /) du (wa - f)*
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folgt:
Y%= f ‘sin&>— yxcosce

Aus der Liouvilleschen Formel f&r das Krimmungsmalf3 K
folgt aber, wenn man den Wert von y% einsetzt,

5) K =—y*—f*+ (««+ f)fm

wo die Grofzen f\ fmvon dem Argumente z allein abh&ngen.
Differentiiert man nun die Gleichung 5) nach t7 so folgt

-rf‘+(ua+nr=o0.

Jetzt missen zwei Falle unterschieden werden. Ist a,
d h. yx von Null verschieden, so kann diese Gleichung
nur dann bestehen, wenn f' eine Konstante ist,) dann ist
aber auch y% eine Konstante. Ist namlich f* nicht konstant,
so ist auch fm nicht Null, dann ist aber auch f* wvon Null
verschieden, daua + f nicht unendlich sein darf. Dann folgt aber

Nun ist der eingeklammerte Teil entweder eine Konstante
oder eine Funktion von Z\ beides aber fuhrt auf einen Wider-
spruch. Damit ist der angegebene Satz bewiesen.

Ist dagegen a= O oder yx= O, so hat die Funktion f
nur der Gleichung

Diese Gleichung ist wieder erfullt fur f* = const, dann
ist auch y2= const. Ist aber f* nicht konstant, so ist auch
f 0, und man hat

*) Naturlich kann auch f' = 0 sein, dann ist yt= — yi cosa und

R=-rl
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I
Jjr — r

und dies liefert
f= % c %.

Wird das obere Vorzeichen gewahlt, so wird
f=Aec-\-Be-ct
K=+ABc\

man erhélt daher Flachen von konstanter Krummung; dieselbe
kann hier positiv, negativ oder auch Null sein.
Wahlt man dagegen das untere Vorzeichen, so ist

f=Asmcz-\- Bcosgjs
K = -c*(A*+ &),

also K wesentlich negativ.

Eine Flache konstanter Krimmung kann daher
auch in infinitesimale Rhomben durch ein isogonales
Kurvensystem zerlegt werden, deren eine Schar von
geodatischen Linien gebildet ist, wahrend die andere
Schar nicht von konstanter geodéatischer Krimmung ist.

Man kann Ubrigens aus jedem Systeme w, v, wie es in
1) zu Grunde gelegt ist, durch lineare Transformation
der Variabein w v andere Systeme derselben Eigen-
schaft herleiten.

Nach Bonnet’s Formel ist die geodatische Kriummung yri
welche zu den Kurven 9= const gehort, fur den Fall e= g,
f=e cosad ausgedruckt durch

d Ve(wu—cosd d Ve(w9—cos o
— y~esmco = o ( g el - ( N i

dv S
wobei
S = v<P*— 2cos Dquqv+ o

gesetzt ist. Setzt man nun

(p=au-\- Bv = ux

y = yu-\-dv = vv
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so werden die Kurven ux= const, vx= const ein rhombisches
System bilden, wenn

A= Va* -}-/*— 2alRcoso= Vy%+ d2—2ydcosm
ist, und der Kosinus des Koordinatenwinkels cot ist

....... . (dB + ay) + (ad + Ry)cosa>

Es werden daher die geodatischen Krimmungen r x und r v
welche zu den Kurven ux= const, = const gehdren, aus-
gedrickt durch

Wxesin o= d (a— Rcosa))Ve N d (3— acosco)Ve
— Vesino= 4§ K av K

. d (y — dcosco)l/e d (d— ycosco)Ve
riesma>= — j + — ] .

Unter Berucksichtigung der Gleichungen

. dve dVe
-y iesmco= — - — = cosa>
.. *V~e dv-e
— ytéanD=— ---—-------- — COS
* dv du
folgt hieraus
>_7ia+ 7t@ f — +
[ Toowe X

Hierdurch sind auf der Flache negativer konstanter Krim-
mung ool lineare, nur durch die Bedingungen

&+ Ry 2alBcosco= y% d%— 2ydcosom
ad —Ryj: O
beschrankte Transformationen der Variabein bestimmt, welche
wieder isogonale Kurvensysteme von rhombischer Teilung mit
den konstanten geodatischen Krimmungen r v r % bilden.
FUr den Winkel cot erhédlt man auch die Gleichung

k¥sin* cox= (ad — B y)*sin*co,
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aus welcher
ksin sinco(@a 6 —RYy)
folgt, falls diese Transformationen stetig aus der identischen
a=1 B=0
y=0 <=1
hervorgehen sollen.
Auch erkennt man, daf3 die Invariante des Zahlers
von dslin 1) bei dieser Transformation durch die Gleichung
mH-]- 2 r<r,cos<ol+ % A+ 2y, 32cos(o + yl

sin* 6 sin* @

ausgedruckt wird, welche die Unveriinderlichkeit des Krilm-
mungsmafles K aussagt.
Setzt man insbesondere

u=ua+ v»R

v = —ull —va

= acosm,
so wird

cos (ol = cosd), k= asinm

und

r = 7i ftcosw

1 sin @

r _ (Xi cos®©+ y2

1= sin® :

so dafd der Kosinus des Koordinatenwinkels ungeéandert
bleibt, wéhrend die geodatischen Krimmungen sich &ndern.J)
Diese Transformation entspricht daher keineswegs einer Be-
wegung der Flache in sich.

Eine solche mul? dagegen notwendig eintreten, wenn auch
rx= yw r%= y2 wird. In diesem Falle ergibt sich aus den
beiden vorstehenden Gleichungen zwischen yx und y% die
Relation

yx(1 —sinco) = — y%cos .

) vgl. g 3
1006. Sitsangsb. d. matb.-phys, KI. 20
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Und in der Tat, setzt man

ux= u-fvcosm
VX= — V—UCOS,
so wird
i du%\ dv%\ 2dudvcosco
S {y2 g'——t——s—i—r—j——c—p)u +y M]*
[[2 cosoo J
__du\-\- dv\+ 2duidvicosco
~ 1 (1+ sinco 2
h -isv—_.

sobald yx(1 —sinco)= — y%€cos @ vorausgesetzt wird.

§10.

Allgemeine Bemerkungen Uber die geodatische Krimmung
eines Kurvensystems.

Ich fuhre endlich einige Bemerkungen Uber geodatische
Krimmungen an, welche eine nahere Ausflihrung zu verdienen
scheinen.

Sind die Kurven w=const, v= const und die Flachen-
normale so orientiert, wie die Achsen x,y, z eines Parallel-
koordinatensystems, so ist das Integral

bei positiver Umlaufung eines ,Elementarflachenstiickes” jF,
d. h. bei derjenigen, welche denselben Sinn hat, wie die positive
Umlaufung eines den positiven Zuwachsen du, dv entsprechen-
den Elementarparallelogrammes der Koordinatenbestimmung,
gleich

W= -f(Pdv-Qdu).

Es sei nun nach Bonnet’'s Formel das Integral der geo-
datischen Krummung yip der Kurven qp= const, erstreckt Uber
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die Flache F, es mag etwa als totale geodatische Krim-
mung der Kurven 9 fur dieses Gebiet bezeichnet werden —,
gegeben durch

+h (—-5— )]

wobei
s = Vg P\—2f gt + eq?
gesetzt ist.
Man erhalt also
i) JVyd-F - c(ff<pe—f<P)dv- ( eP' —f<p*)dur

.J S

wo rechts das Integral Uber die Berandung von F in positivem
Umlauf zu erstrecken ist. Ist nun F hinreichend klein, so
werden die Kurven = c¢ nahezu in derselben Richtung ver-
laufen; wir verstehen dann unter der positiven Richtung
von ¢>= const diejenige, fur die dv positiv ist. Dann ist
far einen Punkt des Randes

__du
+u dv

Enthalt @ Uberhaupt die Variable u, so kann man immer
voraussetzen, dal3 qu positiv ist. Unter dieser Voraussetzung
ist aber der Integrand auf der rechten Seite von 1) mit Be-
ricksichtigung des Vorzeichens, da nur positive GrofRen aus
dem Wurzelzeichen 8 entfernt werden, gleich dscos (9, ds),
so daf3

2») —3$yvdF = —fcoa(<p,ds)ds’)

wird. Ist dagegen 9+ 0, so erhalt man, falls jetzt als posi-
tive Richtung der Kurven @ = const diejenige angesehen
wird, wo du positiv ist, ebenso

2b —3$yvdF=+$cos(<p,ds)ds.

1) Der Satz selbst ist keineswegs neu, vgl. z. B. Darb oux, Lecons
sur la théorie générale des surfaces Ill, p. 142; doch scheint daselbst
keine vollig ausreichende Vorzeichenbestimmung gegeben zu sein.

20~
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Ich mache von den beiden Formeln eine Anwendung auf
diejenigen Flachen, welche ein isogonales Kurvensystem ti=const,
v= const mit den konstanten geodatischen Kriummungen yv y%
enthalten.

Fur das aus den Kurven u = const, v— const gebildete
Viereck AB CD mit dem Inhalte J, welches in positivem
Sinne durchlaufen wird, ergibt sich fir ¢o= u nach 2A

— 7iJ=s —(AB —CD) + (BC —AD) cos &
Dagegen nach 2b fir p— v
-y 2J=(AB-CD)cosco + (BC— AD).

Endlich hat man nach Liouville’'s Formel fur das Krim-
mungsmafd

+jKdJ=ytJ ~ dudv+r,f~ dHdv

= yt(CD —AB)+ y2(BC-AD).
Hieraus folgt nun

J (yi + y2cosg® = (AB — CD) sin*a>

J (yxcoso) + y3 = (BC—AD)sin*a
also

leJ J— »?+ 2riY*os< + rl)

J sin* co

Aus dieser Formel aber kann man unmittelbar auf die
Konstanz von K schlieen, wenn man J gegen Null konver-
gieren &03t.

Ist andererseits ein Gebiet F eingeschlossen von zwei ortho-
gonalen Trajektorien einer Reihe von Kurven 9?= const, so dall
ein Viereck A B C 1) entsteht, in dem A B C D zwei gegen-
Uberliegende Trajektorien, BC und A D zwei Kurven 9?= const
sind, so ist die totale geodatische Krimmung der Kurven
= const fur F

— dF = BC—AD.
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Insbesondere ist fur yv = const= y
- yJ=BC —AD

also die Differenz der Bogenlangen der Kurven < welche das
Gebiet begrenzen, dem Inhalte J desselben proportional. In
dem besonderen Falle, wo y= 0, ergibt sich der bekannte Satz
von der Aquidistanz der orthogonalen Trajektorien einer Serie
geodatischer Linien.

Diese Betrachtungen koénnen auch in etwas erweitertem
Sinne benutzt werden. Ein Beispiel dafur bildet das Stuck
einer Zone einer Rotationsflache, die von irgend zwei Parallel-
kreisen und zwei durch Rotation ineinander Ubergehenden
Kurven begrenzt wird. Hier haben die Parallelkreise, falls das
Langenelement der Flache gegeben ist durch

ds*= (1+ f'%du* + u*dtl,

die geodatische Krummung
1

7x~ MI/r+77%’
die totale geodatische Krimmung ist daher gleich
2Xx0, — M),

d. h. gleich der Differenz der beiden Parallelkreisbogen, welche
das Zonenstlck begrenzen.

Eine Serie von Kurven, deren geodétische Krummung
Uberall von ein und demselben Zeichen ist, kann niemals von
einer oder mehreren geschlossenen orthogonalen Trajektorien
vollig begrenzt werden, vorausgesetzt, dal3 eine Zerlegung des
Gebietes in Elementarflachen moglich ist, fur welche die
Formeln 23 resp. 28 immer in derselben Weise anwendbar
bleiben. Fur geodatische Linien ist dies dagegen sehr wohl
moglich, wie z. B. ringférmige, aus den Umfangen Gaul3-
scher Kreise gebildete Teile der Flache zeigen.

Umgekehrt ist es nicht mdglich, auf einer Flache etwa
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ein ringformiges Gebiet abzugrenzen, das von geodatischen
Linien begrenzt ist, derartig, daf auch der Innenraum stetig
Ton solchen geschlossenen Linien erflllt ist — den einzigen
Fall ausgenommen, wo die Umfange der beiden Begrenzungs-
linien, wie z. B. bei einer Zylinderflache, gleich grof3 sind.
Dagegen ist dies, wie das Beispiel der Parallelkreise einer
Rotationsflache zeigt, fur Kurven, deren geodatische Krimmung
von einerlei Vorzeichen ist, sehr wohl mdglich.



