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Uber die sogenannte absolute Bewegung.

von Hugo Seeliger.

{Ringdanfm 8. Februar.)

Fur Galilei, den Begriuinder der wissenschaftlichen Mechanik,
konnte kein Zweifel darUber entstehen, was er bei der Betrach-
tung von Bewegungsvorgédngen als das Ruhende und Feste
betrachten muf3te, um voraussichtlich zu der einfachsten theo-
retischen Zusammenfassung der beobachteten Erscheinungen zu
gelangen. Fur ihn kamen fast ausschlielBlich nur Vorgénge
in Betracht, die sich in unmittelbarer Nahe der Erdoberflache
abspielten und so erschien es von selbst als das Naturlichste,
die Erdoberflache zum Bezugssystem zu wahlen, in Bezug auf
welches alle irdischen Bewegungen zu betrachten seien. Ein
glucklicher Umstand war es hierbei, dal fur die damals be-
bekannten mechanischen Vorgadnge die getroffene Wahl des
Bezugssystems vollstandig genuigte, denn nur so war es ihm
mdoglich, in den verwickelten Bewegungserscheinungen das im
mechanischen Sinne Wesentliche von dem zu trennen, was als
unwesentlich anzusehen ist. Das Resultat dieser Abstraktion,
die zu den bewunderungswurdigsten gehdrt, die der mensch-
liche Geist ausgefuhrt hat, war die Aufstellung des alle Be-
wegungsvorgange beherrschenden Tragheitsgesetzes: ein sich
selbst Uberlassener Punkt bewegt sich in gerader Linie mit
gleichformiger Geschwindigkeit. Was man darunter, trotz des
Fehlens einer genaueren Definition, zu verstehen hat, konnte
zu Galileis Zeiten niemandem zweifelhaft sein und insoweit
auch in der Folgezeit keine Erscheinungen bekannt wurden,
die eine genauere Festlegung der Begriffe verlangten, war da-
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mit in der Tat die Grundlage zur Entwicklung der Mechanik
gegeben. Denn die weiterhin entwickelten Begriffe der Be-
schleunigung, der Kraft, der Masse u. s. w. schlieBen sich an
das Tragheitsgesetz an und sind durch dasselbe bedingt.

Als man aber die Folgerungen aus der kopemikanischen
Lehre zu ziehen anfing, als man die Bewegungen der irdischen
Kérper — z. B. den freien Fall derselben — als auf einer
rotierenden und um die Sonne sich bewegenden Erde vor sich
gehend aufzufassen begann, als dann Newton die Bewegung
der Himmelskoérper auf Grundlage der Galileischen Forschungen
zu untersuchen unternahm, muf3te sich das Bedurfnis nach
einer strengeren Begriffsbildung einstellen. Newton war der
erste, der dieses Bedurfnis erkannte und eine strenge Definition
des den mechanischen Betrachtungen zu Grunde zu legenden
Koordinatensystems fur notig hielt. So trat zuerst bei ihm die
fundamentalste Frage der Mechanik auf: in Bezug auf welches
Koordinatensystem bewegt sich ein sich selbst Uberlassener
Punkt geradlinig und gleichférmig? Die Antwort Newtons ist
in den bekannten und viel zitierten S&tzen enthalten:])

I. Die absolute, wahre und mathematische Zeit verflie3t
an sich, vermoge ihrer Natur, gleichférmig und ohne Beziehung
auf irgend einen &auferen Gegenstand .. ..

1. Der absolute Raum bleibt vermoége seiner Natur und
und ohne Beziehung auf einen aufReren Gegenstand stets gleich
und unbeweglich. Der relative Raum ist ein MafR oder ein
beweglicher Teil des ersteren... .

in. Der Ort ist ein Teil des Raums, welchen ein Kdrper
einnimmt und nach Verhdaltnis des Raumes entweder absolut
oder relativ.

V. Die absolute Bewegung ist die Ubertragung des Kérpers
von einem absoluten Ort nach einem anderen absoluten Ort;
die relative Bewegung die Ubertragung von einem relativen
Ort nach einem anderen relativen Ort. — Die weiteren Er-

) Newtons mathematische Prinzipien etc. Ubersetzt von Wolfers,
1872, S. 25.
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klarungen Newtons sind dahin zusammenzufassen, daf3 die ab-
solute Bewegung eines sich selbst Uberlassenen Punktes gerad-
linig und gleichformig sei. Das gesuchte Koordinatensystem
ist also ein absolutes oder ein mit dem absoluten festen Raum
fest verbundenes.

Bei diesen wenig befriedigenden Festsetzungen Newtons
haben sich die meisten Forscher auf dem Gebiete der Mechanik
beruhigt. Dies muf3 einigermafen befremden, da man kaum
zaudern wird, E. Mach] Recht zu geben, wenn er die absolute
Zeit Newtons einen muRigen metaphysischen Begriff nennt und
ebenso L. Lange,? der die absolute Zeit und den absoluten
Raum als , Gespenster” bezeichnet.

Die Geschichte der Versuche sich mit den Newtonschen
Fiktionen in der einen oder anderen Weise abzufinden, ist
aulBerst interessant. Sie ist sehr eingehend von H. Streintz3
und L. Lange dargestellt worden. Danach hat es seit Newton
bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts zwar nicht an Versuchen
zur Klarlegung gefehlt, aber es waren doch nur wenige Mathe-
matiker und Physiker, die sich in dieser Richtung betatigt
haben. Allgemeineres Interesse haben die sich hier darbieten-
den Fragen nicht gefunden und eine wirkliche Aufklarung ist
tatséchlich nach keiner Richtung hin erfolgt. Eine Wendung
wurde erst durch eine kleine Schrift von Carl Neumann4
hervorgerufen, die auf die Notwendigkeit einer strengeren
Fassung der mechanischen Grundsatze aufmerksam machte.

*) E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 5. Aufl., Leipzig
1904, S. 238.

*) Von L. Lange werden im folgenden drei Arbeiten zitiert:

a) Uber das Beharrungsgesetz. Berichte der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Leipzig, 1885.

b) Die Geschichte u. Entwicklung des Bewegungsbegriffes. Leipz.1886.

c) Das Inertialsystem vor dem Forum der Naturforschung. Wundts
Philosophische Studien, Bd. XX, 1902.

*) H. Streintz, Die physikal. Grundlagen der Mechanik. Leipzig 1883.

4 Carl Neumann, Uber die Prinzipien der Galuei-Newtonschen
Theorie. Leipzig 1870.
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Diese wichtige Schrift Neumanns enthélt eine Fulle klarer und
eindringender Gedanken, denen eine unbedingte Gultigkeit zu-
erkannt werden mufR3, auch wenn man sich seinen schlie3lichen
Zusammenfassungen nicht anschlieRen kann.

Nahezu gleichzeitig und unabhéngig von C. Neumann
setzen die Bemuhungen E. Machs ein, dem alle unsere Erkennt-
nisse beherrschenden Prinzipe der Relativitat auch in diesem
Gebiete Geltung zu verschaffen. Seitdem hat man den bespro-
chenen Fragen ein intensives Interesse entgegengebracht, wie
eine recht umfangreiche Literatur darUber beweist. Diese ist
in zusammenhangender Weise von Mach und L. Lange in
den zitierten Schriften kritisch besprochen worden. Eine sehr
vollstandige Ubersicht tiber diese Literatur hat A.VoR 1 gegeben.

Wenn ich im folgenden auf den Gegenstand n&her ein-
gehe, so geschieht dies in der Absicht, den Versuch zu machen,
das Fazit aus den Aufklarungen zu ziehen, die die letzten drei
Jahrzehnte gebracht haben, und zwar in einer dem Gedanken-
kreise des Astronomen entsprechenden Weise. In der Astro-
nomie ist die Uberlegung dieser fundamentalen Fragen von
groRer Wichtigkeit und die richtige Interpretation mancher
Tatsachen, welche die neuere Fixsternkunde kennen gelehrt
hat. hangt hiervon ab. Die Schriften von L. Lange und Mach
stellen gewil3 befriedigende und richtige Lésungen der aufge-
tauchten Schwierigkeiten dar, wie sich im folgenden auch er-
geben wird. Trotzdem hoffe ich, daf die folgenden Bemer-
kungen als nicht ganz unnétig sich erweisen werden.

Bisher hat sich, soviel ich weil3, von astronomischer Seite
nur Herr E. Anding*) mit dem Verhaltnis des in der Astronomie
gebrauchten empirischen Koordinatensystem zu dem sogenannten
,absoluten* der Mechanik beschaftigt. Es ist selbstverstand-
lich, da im folgenden sich nahe BeriUhrungspunkte mit den
ausgezeichneten Auseinandersetzungen Herrn E. Andings heraus-
stellen werden.

J Enzyklopédie der mathematischen Wissenschaften, Band IV.
2 Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Band V12 1905.
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1

Ausgehend von der Einsicht, dal} ebenso wie nur relative
Lagen der Objekte gegeneinander, auch nur relative Bewegungen
beobachtet und gemessen werden koénnen, muf3 man vielge-
brauchte Begriffe wie: absoluter Baum, absolute Bewegung,
absolute Ruhe als sinnlos erkldren. Wenn auch naturlich
nichts dagegen einzuwenden ist, da? man der Kurze wegen
diese Worte gebraucht, solange man sie nur wirklich fa3baren
Begriffen zuordnet, so ist es doch, wie L. Lange betont, ratsam,
etwaigen MiRverstandnissen vorzubeugen und jene Worte ganz-
lich zu vermeiden. Es soll demzufolge das Newtonsche ,ab-
solute” Koordinatensystem, einem sehr passenden Vorschlage
L. Langes gemaR ,InertialsystemA genannt werden. Ebenso
soll ,Inertialzeit" ,Inertialbewegung” materiell mit dem Gber-
einstimmen, was Newton durch das Beiwort absolut bezeichnen
wollte.

Die Frage, welche vorliegt, geht also dahin: wie ist das
Newtonsche Inertialsystem vom Standpunkt der Relativitat aus
zu definieren? Wir sagen ,Newtonsches Inertialsystem”, weil
dieselben Grundlagen festgehalten werden sollen, welche sich
beim Aufbau der heutigen Mechanik nach jeder Richtung be-
wahrt haben. Im wesentlichen kommen diese auf den materiellen
Inhalt des Galilei-Newtonschen Tragheitsgesetzes hinaus. Not-
wendig ist dieser Standpunkt keineswegs, denn niemand wird
die Mdglichkeit leugnen, andere Systeme der Mechanik aufstellen
und ausbauen zu kénnen. Zweifelhaft bleibt es nur, ob man auf
anderem Wege zu einer ebenso einfachen Zusammenfassung
der Bewegungstatsachen gelangen kann, wie der heutigen
Mechanik gelungen ist.

Mit der Forderung nach einer logisch einwandfreien Defini-
tion eines Inertialsystems darf die nach der tatséchlichen Fest-
legung eines solchen, z. B. gegen den Fixsternhimmel oder gegen
ein System ausgewdahlter Sterne, nicht vermengt werden. Denn
diese Festlegung kann unabhangig von einer vorangehenden
Definition dadurch bewerkstelligt werden, daf3 einfachere Be-
wegungsvorgdnge verfolgt werden, in denen Richtungen auf-
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treten, welche nach den weiteren Entwicklungen der Mechanik
in einem Inertialsystem unveranderlich sind. Mit diesen Rich-
tungen also bilden die Achsen eines Inertialsystems unverénder-
liche Winkel, und wenn man jene gegen die Fixsterne festlegt,
so ist dasselbe mit den Inertialaxen geschehen. Dieser Weg
ist schon von Newton, allerdings in sozusagen umgekehrter
Richtung, vorgezeichnet worden. Denn er hat gezeigt, und
dieses Resultat als wichtig hervorgehoben, daf in seinem ,,abso-
luten“ System sowohl die Apsidenlinien als auch die Ebenen der
Planetenbahnen festliegen, wenn selbstverstandlich von den
stérenden Einwirkungen der anderen Planeten abgesehen wird.
Die Richtungen von der Sonne nach den Perihelien und Aphelien,
ebenso wie die Durchschnittslinien der Planetenbahnen mit irgend
einer von ihnen erlauben demnach die Lage eines Inertial-
systems gegen ein beliebiges empirisches, etwa durch die Fix-
sterne definiertes System zu bestimmen. Man kann auch andere
astronomisch verfolgbare Erscheinungen, wie die aus der Rota-
tionstheorie ableitbaren Verdnderungen der Lagen von Rotations-
achsen hierbei benutzen, doch sind solche Modifikationen des Ver-
fahrens prinzipiell unwesentlich. Wesentlich bleibt die Moglich-
keit einer Festlegung mechanischer Inertialsysteme gegen empi-
rische auf Grund der Newtonschen Entwicklungen. In er-
weiterter Fassung hat neuerdings Carl Neumannl) diesen
Newtonschen Ansatz in Uberaus klarer Weise auseinandergesetzt
und auch die Ausfuhrungen Herrn Andings weisen in gleicher
Richtung.

FalRt man die Frage von diesem empirischen Standpunkt,
so erscheint die Forderung nach einer streng logischen Definition
des Inertialsystems als weniger wichtig. Man schiebt dann
allerdings das Rétselhafte und Mysteridse im absoluten System
Newtons beiseite, ohne es erklaren zu wollen. Es ist nun zwar
denkbar, daf? sich mancher durch dieses Verfahren befriedigt
fuhlen konnte, aber der Meinung, daf3 die Annahme der abso-

1) Carl Neumann, Uber die sogenannte absolute Bewegung. Boltz-
mann-Festschrift, Leipzig 1904.
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luten Zeit und des absoluten Raumes ,weitaus"” als die beste und
einfachste zu gelten habe, wie neuerdings ein sehr hervorragender
Mathematiker behauptet hat, mu3 auf das entschiedenste ent-
gegengetreten werden. Denn diese Annahme ist sinnlos, liegt
auBerhalb aller Erfahrung und erlaubt gar keine bestimmte
Fa&sung. Will man der unbequemen Frage nach der Bedeutung
des Tragheitsgesetzes aus dem Wege gehen, so kann man dies
nur, wie erwahnt, durch die Bestimmung der Lage des soge-
nannten absoluten Koordinatensystems gegen ein empirisch ge-
gebenes. Man verzichtet so allerdings auf eine Diskussion der
Grundlagen der Mechanik, gibt sich aber dann wenigstens
keiner Selbsttauschung hin. Stellt man sich aber nicht auf diesen
wenig befriedigenden Standpunkt, so dréngt sich uns von selbst
die Frage auf: wie kommt es, dal3 sich Geister wie Lagrange,
Laplace u. a. mit der Fiktion eines absoluten Raumes befreunden
konnten, was bedeutete ihnen dieser an sich inhaltsleere Be-
griff? Carl Neumann hat nun von Neuem auf die bekannte
Stelle in der Mécanique céleste von Laplace aufmerksam ge-
macht, in der von einem ,espace sans bornes, immobile et
pénétrable a la matiére* die Rede ist. Dieser Ausspruch, dem
man &hnliche Ausspriche anderer beriuhmter Mathematiker
und Physiker an die Seite stellen kdnnte, laRt kaum einen
Zweifel aufkommen daruber, dall hier der Raum als eine ob-
jektiv gegebene Realitdt, ausgestattet mit irgendwelchen be-
stimmten Eigenschaften mathematischer oder physikalischer
Natur, angesehen wird. Man darf hierin nicht etwa den Hin-
weis auf die Vorstellungen der modernen Physik erblicken,
welche im Ather den Vermittler oder Erzeuger aller physika-
lischen Vorgange sieht. Gelange es wirklich, wovon wir noch
weit entfernt sind, alle Bewegungen durch Beziehungen zu
dem Ather zu erklaren, so wére allerdings damit jede Schwierig-
keit in der Definition des Tragheitsgesetzes behoben, zugleich
héatte sich aber das Prinzip der Relativitdt glanzend bewéhrt.
Die hier allein in Betracht gezogene heutige Mechanik hat
mit solchen Beziehungen nichts zu tun und der rdumlich aus-
gedehnte Ather ist eben nicht der Raum, sondern ein sehr
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reales Ding. Der Baum soll frei sein von allem, was irgend
wie an das, was wir Materie nennen, erinnert. Denn erst wenn
von allen materiellen Objekten, von allen ihren physikalischen
Eigenschaften abstrahiert wird, soll der Newtonsche absolute
Raum Ubrig bleiben. FUr den Naturforscher geht aber bei
diesem Prozesse alles ohne Rest verloren und der Begriff ver-
flichtigt sich zu nichts. Deshalb ist gegen die Konstruktion
dieses monstriosen Gedankendings, Raum genannt, von mancher
Seite schon protestiert worden und es ist in der Tat nicht ab-
zusehen, wie diesem Protest auf wirksame Weise begegnet werden
konnte. Offenbar handelt es sich hier um ein MiRverstandnis,
demzufolge man die Art und Weise, wie man rdumliche Be-
ziehungen von Objekten zueinander aufstellen kann, ver-
wechselt mit Eigenschaften, die man einem objektiv nicht exi-
stierenden, aber in dieser Weise angesehenen absoluten Raum
andichtet. Aus diesem MilRverstandnis sind auch zum Teil jene
merkwirdigen Interpretationen zu erklaren, welche manche
Mathematiker den Entwicklungen der sogenannten nichteukli-
dischen Geometrie angedeihen lassen, denen doch eine ganz
andere Bedeutung zukommit.

Die Schwierigkeiten, welche sich einer Begriffsbestimmung
des Inertialsystems im Sinne des Prinzips der Relativitat, an
dem unter allen Umsténden festgehalten werden muf3, entgegen-
stellen, beruhen, wie Newton ausfuhrlich erértert hat, auf dem
Auftreten von Zentrifugalkraften bei Rotationen. Die von ihm
angefuihrten einfachen Beispiele sind auch jetzt noch die ein-
leuchtendsten und sie kdnnen deshalb bei Auseinandersetzungen,
wie die vorliegenden, nicht gut umgangen werden. Ehe mit
einigen Worten auf sie eingegangen wird, moége eine von Carl
Neumann erwahnte instruktive Eventualitat besprochen werden.

Ein flUssiger, um eine Achse rotierender homogener Koérper
wird die Gestalt eines Ellipsoids annehmen. Denkt man sich
nun auller dieser rotierenden Masse alle Ubrigen Weltkérper
des Universums vernichtet, sowirden nur die in relativer Ruhe zu
einander befindlichen Teilchen des Kérpers vorhanden sein. Da
also alle vorhandenen Teilchen in relativer Ruhe sind, kénnten
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auch, wenn die Rotation etwas rein Relatives ware, keine
Zentrifugalkrafte mehr vorhanden sein und mit ihrem Verschwin-
den miuRte die Abplattung des rotierenden Koérpers aufhoéren.
L. Langel bemerkt demgegentber, dal’ das Tragheitsgesetz gar
nicht behauptet, daf die relative Ruhe der Teile eines mate-
riellen Komplexes schon das Auftreten von Zentrifugalkréaften
verhindert, sondern nur die Ruhe gegen ein Inertialsystem.
Im Ubrigen ist die Ausfuhrung des Neumannschen Gedanken-
experiments, um einen Ausdruck von E. Mach2 zu gebrauchen,
nur dann zul&ssig, wenn angenommen wird, daf3 nur die Re-
lativitdt der Bewegung gegen beliebig ausgewédhlte Massen
in Frage kommt, was doch gewil3 niemand behaupten wird.
Im vorliegenden Falle werden die fur die Definitionen wesent-
lichen Kérper, namlich die weit entfernten kosmischen Massen,
wie noch gezeigt werden wird, fortgelassen und die unwesent-
lichen, ndmlich die zu einer flissigen im Gleichgewichte be-
findlichen Masse vereinten also in einer nahen physikalischen
Verbindung miteinander stehenden, beibehalten. Die in Frage
kommenden Definitionen verlieren ihre Bedeutung und es ist
keineswegs merkwurdig, dal3 die Anwendung von nunmehr in-
haltsleer gewordenen Begriffen zu Widerspriichen und Schwierig-
keiten fuhrt. Hatte man aber von vornherein nur einen isolierten,
um eine Achse rotierenden Koérper und gar keine anderen Massen,
nach denen irgend eine Orientierung vorgenommen werden kénnte,
so wirde sich die Mechanik auf einem solchen Kérper ebenfalls in
Ubereinstimmung mit dem Prinizpe der Relativitat aufbauen lassen.
Indessen ware es vermutlich eine &uferst schwierige Aufgabe
gewesen, unter solchen Umstéanden Ordnung in die Bewegungs-
erscheinungen zu bringen, und niemand kann wissen, wie sich
hier die Mechanik entwickelt héatte. Ein besonders ingenitser
Kopf ware vielleicht auf den Versuch verfallen, alle Ortsver-
anderungen auf ein Koordinatensystem zu beziehen, dessen eine
Achse mit der Rotationsachse zusammenfallt, deren Lage also
etwa durch die kleinste Dimension des Kérpers bedingt ist,

*) Abhandlung b) S. 123. *) E. Mach. S. 301.
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wahrend die beiden darauf senkrechten Achsen im Aquator
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gegen die im Aquator
gelegenen Teile des Weltkorpers sich drehen. So waren die
ersten Grundlagen zu einer Mechanik in unserem Sinne gegeben
gewesen, wobei nach keiner Richtung die Notigung zur An-
nahme irgendwelcher ,absoluter” Drehungen oder dergleichen
aufgetreten ware.  Ahnliche Uberlegungen kénnte man an-
stellen, wenn nur zwei Korper, die sich umeinander bewegen,
vorhanden wéren. Doch haben diese und dhnliche Betrachtungen
keinen besonderen Wert, denn wie Mach &fters hervorgehoben
hat, die Mechanik ist eine rein empirische Wissenschaft, die
sich nur auf Grund der wirklich gemachten Erfahrungen gerade
so entwickelt hat, wie es tatsachlich geschehen ist.

Die obenerwahnten Beispiele Newtons betreffen das viel-
besprochene ,Wasserglas” und die zwei etwa durch einen Faden
miteinander verbundenen Kugeln. Wird ein Glas mit Wasser
um eine Achse gedreht, so krimmt sich die Wasseroberflache
immer mehr mit zunehmender Drehgeschwindigkeit und der-
selbe Erfolg kann nicht etwa dadurch erreicht werden, dai3
man das Glas ruhen I&3t, und die Umgebung in Drehung ver-
setzt. Der Faden der beiden Kugeln erhélt mit zunehmender
Drehgeschwindigkeit zunehmende Spannung und man kodnnte
aus der mit einem Kraftmesser gemessenen Spannung die Grol3e
der Rotationsgeschwindigkeit, die sich dann als eine ,absolute”
enneisen soll, berechnen. Die Beweiskraft dieser Anordnungen
fur das Vorhandensein einer absoluten Rotation fallt aber in sich
zusammen, wenn es gelingt, ein Inertialsystem aus dem Prinzipe
der Relativitat zu definieren.

Machl bezeichnet mit Recht die Anordnung mit dem
Wasserglas, wenn dieses ruhend angenommen, hingegen die
ganze Umgebung, also auch der Fixsternhimmel, rotierend ge-
dacht wird, als unausfuhrbar und deshalb nichtssagend. Wenn
er aber weiterd sagt: ,Niemand kann sagen, wie der Versuch
verlaufen wirde, wenn die Gefaldwande immer dicker und

1) Mechanik, S. 253. *) Mechanik, S. 253.
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massiger und zuletzt mehrere Meilen dick wirden. Es liegt
nur der eine Versuch vor und, wir haben denselben mit den
Ubrigen uns bekannten Tatsachen, nicht aber mit unseren will-
kurlichen Dichtungen in Einklang zu bringen“, so lassen sich
doch wohl nicht unbegriindete Einwendungen dagegen erheben.
Soll mit dem Angefuhrten gesagt sein, daf3 wir niemals mit
Sicherheit Uber das hinausgehen kdnnen, was beobachtet und
im Sinne einer wissenschaftlichen Disziplin erklart worden ist,
indem wir immer gefal3t sein missen, auf eine Tatsache zu
stoen, die eine Modifikation der bestehenden Theorie nétig
machen koénnte, so ist dies allerdings ein etwas rigoroser Stand-
punkt, dessen Zuldssigkeit indessen nicht bestritten werden
kann. Halt man sich aber an den Wortlaut, so miite man
eine erhebliche Veranderung in den quantitativen Verhalt-
nissen allein, gegenuber denen, welche bei der Vergleichung
der Theorie mit den Beobachtungen zu Gebote standen, als
eine vollstandig neue Situation betrachten, deren Erklarbarkeit
durch die Theorie keineswegs wahrscheinlich sei. Gabe nman
dies zu, dann waren z. B. sehr viele Resultate der Mechanik
des Himmels sehr schwach begriindet. Die auf dem Erdkorper
mit gewissen Theorien in Ubereinstimmung gefundenen Resultate
werden uns z. B. nicht berechtigen, dieselbe Theorie auf die
soviel groReren Himmelskorper, wie Sonne oder. Jupiter, anzu-
wenden, der Nachweis, die Rotation der Sonne koénne nur
eine kleine Abplattung ihrer Oberflache hervorrufen, falls sie
als flussig angenommen werden darf, ware hinfallig u s.f.
Sicherlich wiirde dieser allzu rigorose Standpunkt auf die Ent-
wicklung der Mechanik des Himmels nicht glnstig einwirken
ud ich meine, er ware auch in Rucksicht auf die bisherigen
Erfahrungen, die wohl ausnahmslos nachtréglich ahnliche Extra-
polationen bestatigt haben, nicht gerechtfertigt.

An die eben besprochene AuRerung Machs kniipfen B. und
J. Friedlander*) an. Ohne, wie wir scheint, die sonstigen Klar-
stellungen Machs und namentlich auch Langes genlgend zu

f) B. u. J. Friedlander, Absolute oder relative Bewegung? Berlin 1896.
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wirdigen, wollen sie das Tragheitsgesetz in einem anderen
Prinzip zusammenfassen: alle Massen streben danach, ihren Be-
wegungszustand nach Geschwindigkeit und Richtung aufrecht
zu erhalten. Ohne genauere Verfolgung im einzelnen, die die
Verfasser nicht versuchen, sind solche Satze viel zu unbestimmt
und es ist wohl kaum mdglich, ihre Richtigkeit zu beurteilen.
Im besten Falle, ndmlich wenn es, was mir nicht sehr wahr-
scheinlich scheint, gelange, in dieser oder ahnlicher Weise die
Grundlagen der Mechanik herzustellen, kédme es nach den
Vorschlagen der Verfasser in letzter Instanz auf die Einflh-
rung von Kréften hinaus, die von den relativen Geschwindig-
keiten abhéangen und auch die Gesetze der Massenanziehung
mdten durch dementsprechende Zusatzglieder vervollstandigt
werden. Der Sinn der von den Herren F. in Angriff genom-
menen Experimente kann wohl kaum anders gedeutet werden.
Diese Experimente selbst suchen nach einem Einfluld3 schnell
rotierender, verhaltnismaRig grof3er Massen — als solche wurde
ein grof3es Fabriksschwungrad genommen — auf eine mdglichst
nah aufgestellte Drehwage. Fur die vorliegenden Fragen ware
der Nachweis solcher Einwirkungen — der bisher nicht ge-
lungen ist —, wie mir scheint, erst dann von Bedeutung, wenn
gezeigt werden konnte, daf? diese Einwirkungen nicht von
der Drehgeschwindigkeit gegen ein Inertialsystem, sondern tat-
séchlich von der relativen Geschwindigkeit gegen die Dreh-
wage abhéngen. Die Versuche miften dennach eine Genauigkeit
besitzen, die wohl génzlich auferhalb des Bereiches des Er-
reichbaren liegen durfte.

2.

Ich habe schon oben die Meinung ausgesprochen, dal3
durch die Arbeiten von Mach und L. Lange die Aufgabe, das
Tragheitsgesetz aus dem Prinzip der Relativitat zu erklaren,
im wesentlichen als geloést zu betrachten ist. Es scheinen
sich auch andere dieser Auffassung anzuschliefen, wie u a
aus den &dhnliche Tendenzen wie Lange verfolgenden wert-
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Tollen Aufsatzen von Mac Gregor] hervorgeht. Die wichtigen
Resultate L. Langes verdienen aber unter allen Umstanden
mehr, als bisher, bekannt zu werden, auch was ihre mathe-
matische Begrindung betrifft. AnschlieBend an ein Referat?
bald nach Erscheinen der Langeschen ersten Schrift werde
ich im folgenden eine Begrundung der Langeschen Satze geben.
Die Darstellung folgt selbstversténdlich dem Gedankengange
Langes, benutzt aber im einzelnen etwas abge&nderte Entwick-
lungen.

In den Gleichungen, welche die Transformation von einem
rechtwinkligen Koordinatensystem S Y Z zu einem anderen
X, Y,Z, vermitteln:

f= J+ ax+ axy + a2z\
= d+ Bx + Bly+ 22\ (1)
C= +rx+ y+ 1%*

kommen 6 voneinander unabhdngige Koeffizienten vor. Die
Zeit t soll zunéchst in einer ganz willkirlichen Skala gemessen
werden, so dal3 sie nichts anderes als eine vierte Variable be-
deutet, durch welche die Bewegungsvorgdnge mitbestimmt
werden. Bewegt sich im System S YZ ein Massenpunkt auf
einer beliebigen Kurve mit beliebiger Geschwindigkeit, so werden
£7£ gegebene Funktionen von t sein.  Aus (1) folgt dann
sofort, daf3 es unendlich viele Systeme XY Z gibt, in Bezug
auf welche dieser Punkt eine vorgeschriebene Kurve mit vor-
geschriebener Geschwindigkeit beschreibt. Erst wenn 2 Punkte
in beiden Systemen gegebene Bahnen mit gegebenen Geschwindig-
keiten beschreiben sollen, wére die Lage und Bewegung des einen
Systes gegen das andere im allgemeinen bestimmt, da dann
6 Groflen 6 Gleichungen zu genlgen haben. Es sollen nun
nur geradlinige Bahnen betrachtet werden. Nimmt man zu-

1) Mac Gregor, On the fundamental hypotheses ofabstract dynamics.
Canada, R. Soc. Trans, vol X, 1892, ferner; On the hypotheses of dynamics.
Philos. Meg. 5. ser., vol. 36, 1893.

a) Vierteljahresschrift der Astr. Gesellach., Band 28.

1900. Sitznngab. d. math.-phya. KI. 7
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erst an, dal3 nPunkte im System X Y Z sich in vorgeschriebenen
Geraden

rf* = An™ + CH Ai ))

yw =*BHI'>+Dn; n  °>1..." " *} ()

bewegen sollen, so sind also die GrofRen A, 2], (7, D gegeben,
wahrend ihre Bewegung im System SY Z ebenfalls beliebig
gegeben ist, so dal3 £rj f bekannte Funktionen der Zeit sind.
Fur jeden Wert von t missen dann 3n Gleichungen (1) und
2n Gleichungen (2) erfullt sein, denen die 6 Transformations-
koeffizienten und 3 n Koordinaten zu genuigen haben. Die Er-
fullung der Bedingungen ist im allgemeinen nur mdglich, wenn

5n<3»+%6 oder »<"3

Man kann demnach im allgemeinen ein System XY Z so
bestimmen, dal3 in ihm 3 beliebig bewegte Punkte vorge-
schriebene Gerade beschreiben. Fur diesen Fall schreiben wir
die Gleichungen der gegebenen Geraden besser in der Para-
meterdarstellung

x=a+belt) |[x=a+bgp x =a-+i>-
y= at+bt<p(t) |y = a[ + b y-=a\ + b<pm (3)
z= QTP jz=H4RP z'7a.+ bty

Gegeben sind also die Koeffizienten a, b. . die Funktionen
ff,f'... o4 wahrend die Funktionen P ¢, alRd... . zu
bestimmen sind. Da es sich, weil die Orthogonalitatsbedin-
gungen vom 2 Grade sind, um nichtlineare Gleichungen handelt,
ist die Bestimmung nicht eindeutig, sie kann auch zu imagi-
naren Werten fuhren. Aus den 9 Gleichungen (1) kann man
die 6 Transformationskoeffizienten eliminieren. Die sich so
ergebenden 3 voneinander unabhdngigen Gleichungen erhalt
man am einfachsten dadurch, da3 man das von den drei
Punkten in jedem Zeitmoment gebildete Dreieck betrachtet.
Dasselbe ist erst durch alle 3 Seiten gegeben und diese drei
Seiten milssen in den beiderlei Systemen dieselbe Lange haben.
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De 3 im allgemeinen voneinander unabhangigen Gleichungen
sird also:

(i-FP+f0 -*)*+(£ -C7 = (*-*T+(y -y )*+<*-*?
U-Fp+fo -n % (* *T+(y -/)*+#-0a (4)
(i'-iT+fo' =(*-*TH(y-y )+ (#-*?

FOhrt man mit (3) die 9 9 ein, so erscheinen diese flr
jedest durch 3 quadratische Gleichungen bestimmt. Denkt man
dch die <jp<gm etwa als rechtwinklige Koordinaten eines
Punktes, so mul3 dieser zugleich auf 3 Oberflachen 2. Gerades
liegen. Danach gibt es hoéchstens 8 zusammengehorige
Werte 00 P\ Bildet man nun aus (1) die Gleichungen

f—f =a(x —*)-fa<y —y)+ <(—*)
£-r =a(**) +a(y-30 +«,(*-*")/
wazu nhoch noch hinzutritt
1= a*+ g+ dd

20 ergeben sich fur jedes Wertsystem gxplqr zwei L&sungen
fir aaxa%etc. und dhnlich ftir RRxEr Denn die ersten beiden
Gleichungen geben a, und at als lineare Funktionen von a und
de 3. Gleichung ist dann vom 2. Grade in Bezug auf a

Zu jedem Wertsystem aaxa% gehort aber nur ein Wert-
system B BxRr denn es ist

Ve V= RBX—X)+ R\y“*y)+ By*—*)

+ +A(*-0
0=R -a+ Rxax+ RYE%

ud die R bestimmen sich also eindeutig aus den aaxar

Ganz ahnliches kann fur die Bestimmung des yyxy2 und
auch der dxdxdi ausgesagt werden, so dal3 es also hdchstens
16 Koordinatensysteme gibt, die den gestellten Bedingungen
entsprechen. Nattrlich kénnen einige der Lésungen imaginar
werden und es koénnen auch, da hier die Bestimmungen fur die
einzelnen Zeitmomente ausgefuhrt werden, reelle Losungen mit



100 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 3. Februar 1906.

der Zeit imagiuar werden und umgekehrt. Es ist wohl kaum
notig, zu erwdhnen, da} die Bestimmung der a aus (5) un-
bestimmt wird, wenn die 3 Punkte in X Y Z in einer Geraden
liegen, welcher Fall also auszuschliefen ist.

Man kann also auch fur 3 sich selbst Uberlassene Punkte,
die sich in Bezug auf ein willkurliches Koordinatensystem S'Y Z
irgendwie in bekannter Weise bewegen, ein Koordinatensystem
XY Z gegen SYZ so festlegen, dal3 sich diese 3 Punkte in
vorgeschriebenen Geraden bewegen und zwar gibt es nur
eine relative kleine Zahl solcher Systerre.

Der letzte Zusatz setzt noch voraus, dal3 die Gleichungen (4)
voneinander unabhéangig sind, was wohl im allgemeinen, aber
nicht in allen besonderen Fallen stattfindet. Sind die Glei-
chungen (4) nicht unabhangig voneinander, dann gibt es
unendlich viele gesuchte Systeme, die Aufgabe ist unbestimmt.
Die Unabhangigkeit der Gleichungen (4) voneinander wird
dadurch ausgedrtckt, dal3 man (3) in (4) einsetzt, die PPN
als unabhangige Variable betrachtet und die Funktionaldetermi-
nante A der 3 Funktionen von <f(p' gmwelche in (4) Vorkommen,
gleich Null setzt. Man setze zur Abkirzung

2a=a-\-al-\-av Za =a -\-a{+ «£, 2ai = a&+alli4-a26setc.
so schreiben sich die rechten Seiten von (4)

Z(d-a)%t2y Z(a,~ a)vV —29¢Z(a'—a)b
— 22bV<p<p'+ <p"2V%+ <p*2h%
Z(ama)*+ 2y Z(a" - d)bm292(0,*- a)b
— 2Zb Vo>(par y % b+ <p'Zb%
Z(a*—a)%-2 92 (pT-a)bm—29pZ(d-d)V

—2ZV \N<p P+ PZV*+ V>

und wenn man weiter abkulrzt:

A =Zab + pZb* B =zdV + 9ZV%jC=ZaV+<p'ZV*
A\=Zdb \{pZbV Bt=Zam+ gAVV Ct=ZaV+<pZbbm
A~Zab + vZbV B2=ZaV + <pZbV Q% Za‘'V+<pZVV
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0 wird
A -A1B—Bi o0
J= A—A% O c-Cx ~-(A-AB-B"~C-C),)
0 B -B XC-C\ + (A-Ai)(B-Bi)(C-Ct
Offenbar ist A= 0, wenn

V = kb, b{—kbiybi= k&

b= kb, \= k%, bi= Kh2
d h. wenn die Geraden parallel zueinander sind. Diese Be-
dingung ist also gewil3 hinreichend. Dal} sie aber auch not-
wendig ist, kann man folgendermaflen beweisen. Soll A= 0
sein fur alle moglichen Werte der ®9 9, so kann man par-
tiell nach den einzelnen < diffenzieren.

Differenziert man log A partiell nach 9 so wird:

2 b* 2bbM 2 b 2bb*
~A~-Al C—Cx~ A-A9

Differentiiert man weiter nach =i

(A-Aty (C-C,r
Zb* Zb'*

ud durch nochmalige Differentiation nach @ ergibt sich sofort:

Zb* Zbb’
A— A%~ C—Cx

eire Gleichung, die fur jedes ¢¢ erfullt sein mul3, woraus man

findet:
Zb*Z(a'—a)b" = Zbb‘(a’—a)b
Sb*zZV* = (Zbby

Die letzte Gleichung ausfihrlich geschrieben lautet:
6+ b+ 6) (& + bi*+ bi*¥)= (bb"+ Mi + h«)«
Setzt man nun

b= kb; B\= kh; bi —fthi



102 Sitzung der raath.-pbys. Klasse vom 3. Februar 1906.

so wird
bb)(k— Xf + bIjA— 12+ b\o\jx—Xf= 0

eine Gleichung, die fur reelle und von O verschiedene b nur
erfullt werden kann durch k= X= fx

In derselben Weise wird sich nachweisen lassen, dal3 die
Gleichung A= 0 die Bedingung nach sich zieht:

b*=k\b; o=k ft; bi= R

womit die Notwendigkeit der obigen Bedingung nachgewiesen
erscheint.

Wenn aber durch die drei sich selbst Uberlassenen Punkte
ein Koordinatensystern mit beschrankter Vieldeutigkeit dadurch
definiert ist, da3 in ihm die 3 Bahnkurven gerade Linien
sind, so ist dieses System noch kein Inertialsystem. Als solches
soll vielmehr ein System gelten, in Bezug auf welches
sich beliebig viele sich selbst Uberlassene Punkte gerad-
linig bewegen. Es wird sich empfehlen, die Definition eines
Inertialsystems, wie L. Lange tut, durch Konstruktion eines
recht einfachen Falles zu bewerkstelligen. Danach sollen drei
Massenpunkte genommen werden, die gleichzeitig nach ver-
schiedenen Richtungen von einem Punkte ausgehen und sich
selbst tiberlassen werden. Ein Koordinatensystem, in Bezug
auf welches dann die 3 Bahnkurven gerade Linien sind, ist,
wie leicht zu zeigen, ein Inertialsystem. Die Voraussetzungen
erlauben, die Moglichkeit eines solchen Ansatzes natirlich
vorausgesetzt, anzunehmen

f() = t
= 2729t
£>= Bfi

wo fur n kein, ein oder 2 Striche zu setzen sind. Es kann
dabei t in irgend einer Skala angesetzt sein. Ebenso wird man
in (3) alle a gleich Null setzen durfen. Dann schreibt sich
die erste Gleichung (4)
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und ganz ahnlich die beiden anderen. Die Auflésung gibt
unter allen Umstanden

(p==mt; @9 —mt\ = m*t

wobei die m Konstanten sind. Ebenso wird die Aufldsung von (5)
fur die Richtungskosinusse afRy... konstante Werte ergeben,
wahrend sich die ddld® als lineare Funktion von t darstellen.

Fur jeden weiteren sich selbst Uberlassenen Punkt werden
letzt die Koordinaten f 1j £ als lineare Funktionen von t, also

£= A+ Bt, n= Al + BIt, t= A9+ B 2t

anzusetzen sein und daraus folgt dann, wenn man die soeben
gefundene Form der Transformationskoeffizienten in (1) bertck-
sichtigt, dal} xyz ebenfalls lineare Funktionen von t sind.

Auf Grund der ausgefUhrten Entwicklungen erweisen sich
nun, wie von selbst klar ist, die Aufstellungen L. Langes nach
jeder Richtung hin als zulassig und wohlbegriindet. Ich fuhre
sie hier wortlich an:

Definition I. Inertialsystem heil3t ein jedes Koordinaten-
system von der Beschaffenheit, dal3 mit Bezug darauf drei vom
selben Raumpunkt nach verschiedenen Richtungen projizierte
ud dann sich selbst Uberlassene Punkte P P ‘P* auf drei be-
liebigen, in einem Punkte zusammenlaufenden Geraden dahin-
schreiten.

Theorem |. Mit Bezug auf ein Inertialsystem ist die Bahn
jedes beliebigen vierten sich selbst Uberlassenen Punktes gleich-
falls geradlinig.

Uber die Bedeutung der 4. Variablen, der Zeit t, ist bisher
noch nichts ausgesagt worden. Man kann sich nun unbedenk-
lich der von Carl Neumann gegebenen Aussage anschlief3en:
»Zwei materielle Punkte, von denen jeder sich selbst Uber-
lassen bleibt, bewegen sich (in einem Inertialsystem) in solcher
Weise, dal3 gleiche Wegabschnitte des einen immer gleichen
Wegabschnitten des anderen entsprechen”, und gleichen Weg
abschnitten werden gleiche Zunahmen der Variablen t zuge-
ordnet, wo t das, was wir die Zeit in einer gleichférmig ver-
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laufenden Skala gemessen nennen, ist. Die Einwendungen,
die H. Streintz hiergegen erhoben hat, sind nach meiner Meinung
unwesentlich und gegenstandslos. Dann ergeben sich folgende
Satze, deren logisch musterhafte Fassung man ebenfalls L. Lange
verdankt.

Definition Il. Inertialskala hei3t eine jede Zeitskala,
in Bezug auf welche ein sich selbst Uberlassener auf ein Inertial-
system bezogener Punkt gleichférmig fortschreitet.

Theorem II. In Bezug auf eine Inertialzeitskala ist jeder
beliebige andere sich selbst Uberlassene Punkt in seiner Inertial-
bahn gleichformig bewegt.

Die Langesche Konstruktion des Inertialsystems ist selbst-
verstandlich eine Idealkonstruktion, die aber das logische Be-
dirfnis nach jeder Richtung vollkommen befriedigt und das
Prinzip der Relativitat wahrt, denn tatsachlich ist jede Bezug-
nahme auf etwas Absolutes ganzlich verschwunden.

Es ist von einigen Seiten angewendet worden, dal3 der sich
selbst Uberlassene Punkt noch einer Definition bedarf, da er
doch als solcher, erst durch die Geradlinigkeit seiner Bahn im
Inertialsystem erkennt werden kann. Indessen darf nicht Uber-
sehen werden, dal3 man zu dem Begriff des sich selbst Uber-
lassenen Punktes auch gelangen kann, wenn man den Kraft-
begriff zunéchst in anderer Weise festlegt und dann den sich
selbst Uberlassenen Punkt als einen solchen definiert, der von
keinen Kraften angegriffen wird. Erfahrungsgemél3 sind nun
alle Kraftwirkungen in der Natur an das Vorhandensein von
Massen gebunden. Wo Kraftwirkungen nachweisbar sind, sind
auch Massen in groReren oder kleineren Entfernungen da und
umgekehrt, wo Massen in der Nahe sind, haben wir Kraft-
wirkungen anzunehmen. So wird sich strenge genommen nirgends
im Univerum eine Stelle finden, wo das Ideal eines sich selbst
Uberlassenen Punktes anzutreffen wére. Ahnliches gilt ja in
allen Teilen der Naturwissenschaften, wo gewisse Idealvorgange
erst durch mehr oder weniger weit ausgefuhrte Abstraktion
geschaffen werden missen. So werden wir hier durch Ab-
straktion den Begriff eines isolierten Massenpunktes bilden
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missen, indem wir us einen solchen in immer gréRere Ent-
fernung von anderen Massen gerlickt denken. Das praktisch
unerreichbare Ideal wére erreicht, wenn alle anderen Massen m
in unbegrenzt grofRer Entfernung sich befanden. In Wirklich-
keit erfordert auch schon von Anfang an die lIdealkonstruktion
Langes die Durchfulhrung einer &hnlichen Abstraktion. Denn
die von einem Punkt ausgehenden materiellen Punkte werden
sich auch gegenseitig durch die Newtonsche Gravitation be-
einflussen und strenge genommen erst dann sich selbst Gber-
lassene Punkte sein, wenn sie in ihren Bahnen in Uberaus
grofRe gegenseitige Entfernungen geruckt sind. Man kodnnte
ja auch die Massen der Punkte immer kleiner werden lassen,
doch leistet dies Verfahren nicht mehr, als die zuerst gemachte
Annahme, da hier ebensowenig ein nicht zu Ende durchfihr-
barer Prozel3 vermieden werden kann wie dort. Erklart man
die Unzulassigkeit dieser Art von Abstraktionen, dann wird
man Uberhaupt niemals zu befriedigenden Definitionen der Grund-
begriffe der Mechanik gelangen kénnen. LaRt man aber den
Begriff des isolierten Massenpunktes als zulassig gelten, dann
wlrden in der Tat 3 isolierte Punkte, die nicht in einer
Geraden stehen ein Inertialsystem vollstdndig und in
der einfachsten Weise definieren. Der Anfang des
Systems kann in jedem der 3 isolierten Punkte liegen,
seine Achsenrichtungen werden durch die Richtungen
nach den beiden anderen Punkten bestimmt.

Diese Idealkonstruktion ist nichts anderes als ein spezieller
Fall der Langeschen. Man wird aber kaum leugnen konnen,
dal’3 sie mit der Wirklichkeit, d. h. mit den durch astronomische
Beobachtungen gewonnenen Erfahrungen engere Fuhlung be-
sitzt. Denn man wird zunéchst als Anfang des Inertialsystems
nicht einen isolierten Punkt nehmen, der Uberhaupt nicht auf-
findbar ist, sondern ein in mechanischer Beziehung aquivalentes
Gebilde. Ein solches ist — allerdings wegen der Anziehung
der Sterne nur ndherungsweise — der Schwerpunkt des Planeten-
systerms, der sich gegentiber aufRerst entfernten Massen gerade
0 bewegt wie ein Massenpunkt. Dann wird man zur Orien-
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tierung auch &hnliche ausgedehnte Massensysteme benUtzen
konnen und zwar in beliebiger Anzahl, wenn dieselben nur
die Bedingung der Isoliertheit erfullen, d. h. unbegrenzt weit
vom Schwerpunkt des Sonnensystems abstehen und von ihm
aus gesehen nicht in unmef3bar kleiner Entfernung voneinander
zu stehen scheinen. Eine solche Idealkonstruktion des Inertial-
systems, die also aufRer dem Schwerpunkt des Planetensystems
noch mindestens 2 unbegrenzt weite Massen erfordert, scheint
mir keine grof3eren gedanklichen Schwierigkeiten zu besitzen,
als irgend eine andere und ich habe keinen Grund, sie als
nicht sehr ansprechend zu bezeichnen. Bekanntlich gehen
in solchen Fragen die Meinungen auseinander und was dem
einen besonders ansprechend erscheint, ist es dem anderen
keineswegs und eine Diskussion in dieser Richtung fuhrt
selten zu einer Einigung. Dal3 das so definierte System ein
wohl definiertes ist und auf dem Prinzip der Relativitat ruht,
durfte indessen unzweifelhaft sein.

Die angestellten Betrachtungen leiten direkt zu den Klar-
legungen Uber, welche die Wissenschaft Mach verdankt. Sie
sind, wie schon erwahnt, in seinem Buche Uber die Entwick-
lung der Mechanik enthalten, welches zu den schénsten Biichern
gehort, die Uber Mechanik Uberhaupt geschrieben worden sind.
Die fundamentale Wichtigkeit dieses Werkes in Bezug auf
die vorliegenden Fragen beruht hauptsachlich in der Konsequenz,
mit welcher Mach zuerst das Prinzip der Relativitdt und den
Grundsatz festgehalten hat, demzufolge die Mechanik ein auf
rein empirischer Grundlage aufgebautes Gebaude ist, was merk-
wurdigerweise nicht immer gentigende BerUcksichtigung ge-
funden hat. FUr Mach hat nun die Orientierung des Inertial-
systems einfach nach dem Fixsternhimmel zu erfolgen und die
Zeitskala ist durch die Rotation der Erde gegeben. Zu Newtons
Zeit hatte diese Definition unzweifelhaft auch praktisch ausge-
reicht. Seitdem hat man aber in den Eigenbewegungen der
Fixsterne Einflisse kennen gelernt, welche die Festlegung eines
Inertialsystems erschweren und auch die Rotationszeit der Erde,
gemessen durch die Ubliche Sternzeit, ist ein Zeitmal3, das sich
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nachgewiesenermal3en periodisch und sdkular, letzteres in einem
nicht genugend festgestellten Grade, andert. Infolge dieser
Tatsachen ist eine Orientierung einfach nach dem Fixstern-
himmel zu unbestimmt und MulR schérfer gefal3t werden. Das
ist Mach auch nicht entgangen und er ersetzt,] von dem Grund-
sitze ausgehend, dal3 man von den Massen des Universiums
nicht absehen durfe, die Aussage, dal3 eine Masse p im
Raum sich in gerader Linie und mit gleicher Geschwindigkeit
bewege durch eine andere. Nennt man m m'... die Massen
in den Entfernungen r, r*. .. vom Punkte "y so wird die ge-
nannte Aussage &aquivalent sein mit dem Sinne der Formel

dtYnZm)

insofern nur ,hinreichend viele, hinreichend grof3e und weite
Massen“ m Betracht gezogen werden. Die Zul&ssigkeit dieses
sinnreichen Ansatzes unter gewissen Bedingungen mul3 aner-
kannt werden. Denn wenn die grof3en und weiten Massen die
naheren Uberwiegen, deckt sich der mechanische Ansatz mit
den oben gemachten Bemerkungen mit beliebiger Anndherung,
wenn einzelne Entfernungen r beliebig grof3 gemacht werden.

Indessen michten doch Einwande zu erheben sein. Der
erste bezieht sich darauf, daf3 es nicht in unserem Ermessen
steht, die ausgesprochene Bedingung fur die Massen zu er-
fullen, da wir Tatsachen nicht verdndern konnen. Dafd ferner
die Formel auf die sichtbaren Fixsterne angewendet nahezu
richtig ist, durfte feststehen; ebenso sicher ist es aber, daf3
sie nicht dem, was die Bewegung eines sich selbst Uberlassenen
Punktes in einem Inertialsystem ausdriicken soll, ganz genau
entsprechen kann. Alle Massen und die ndheren im besonderen
wirken auf fi so ein, dal3 sich dieser Punkt tatsachlich nicht
gleichformig und geradlinig in Bezug auf ein Inertialsystem
bewegt und ohne nahere Untersuchung kénnen wir nicht ein-
mal sagen, ob diese Abweichung nicht sehr merklich ist. Man

*) Mechanik, S. 248.
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mul’ also die wirkliche Bewegung von p unter allen Umsténden
durch Abstraktion idealisieren. Wie weit man die Abstraktion
treibt, scheint mir von keiner ausschlaggebenden Bedeutung
zu sein und man wird demnach berechtigt sein, von diesen und
jenen Massen zu abstrahieren, da man ganz ohne Ausfuhrung
eines solchen Prozesses doch nicht auskommen kann. Halt
man daran fest, so fuhrt auch der Machsche Ansatz zu der
Notigung, nur sehr weite und isolierte Massen zur Orientierung
zu verwenden und dann kommt man wieder auf denselben Weg,
auf den die obigen Betrachtungen gefiihrt haben und den ja
auch die Langeschen Festsetzungen, in gewissem Sinne, an-
weisen.

Die wirkliche Festlegung eines Inertialsystems mit Hilfe
sehr weiter isolierter Massen ist geknUpft an eine niemals ab-
brechende Reihe von Korrekturen von Beobachtungen feststell-
barer Tatsachen und sie verlangt also strenge genommen die
Ausfuhrung eines unendlichen Prozesses, der nattrlich nie zu
Ende gefuhrt werden kann. An sich wird hiermit allerdings
nichts anderes verlangt, was nicht auch sonst in allen Natur-
wissenschaften verlangt wird; da alle Beobachtungen ungenau
sind, wird die immer erneute Notigung zu Korrekturen nie-
mals aufhoren.

Bei der Festlegung eines Inertialsystems wirde es also darauf
ankommen, die Entfernung immer weiter entfernter Fixsterne
abschétzen zu lernen und dann die ndheren als zur Orientierung
nicht geeignet ausscheiden zu lassen. Da tritt nun eine neue
und wie es scheint uniberwindliche Schwierigkeit entgegen.
Alle Erfahrungen in der Fixsternastronomie dréngen zu der
Annahme, daf? die sichtbaren, also zunéchst der Beobachtung
allein zuganglichen Weltkorper ein rédumlich begrenztes und
zwar nicht einmal so ungeheuer grofes, wie man frither meinte,
System bilden, Uber dessen Grenzen hinaus bisher jede Wahr-
nehmung ausgeschlossen war und wohl auch immer bleiben
wird. Dadurch ist es unmdglich, den oben erwahnten Ab-
straktionsprozef3 beliebig weit fortzusetzen und das Inertial-
system kann auf diesem Wege nur bis zu einer gewissen be-
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schrankten Genauigkeit festgelegt werden. Diese Beschrénkung
bezieht sich naturlich nur auf die tatsichliche, nicht begriff-
liche Festlegung. So bleibt flr die erstere nur der bereits
oben erwahnte, durchaus gangbare, bereits von Newton an-
gezeigte und von Carl Neumann nadher beleuchtete Weg Ubrig.

Nicht unndtig durfte es sein, am Schluld dieser Betrach-
tungen noch einmal darauf hinzuweisen, daf? mit der festeren
Begrindung des Tragheitsgesetzes einzig und allein die Ab-
sicht verbunden sein kann, den wahren Sinn der Grundlagen
des wissenschaftlichen Systems, das wir Mechanik nennen, fest-
zustellen.  Von diesem Standpunkt hat es kein Interesse, zu
untersuchen, ob unter allen Umsténden die jetzige Mechanik
sich als das zweckmaligste wissenschaftliche System fur die
Erklarung aller denkbaren Vorgange bewdhren muf3. In-
dessen wird uns doch die fast unabsehbare Reihe von Erfah-
rungen, die bisher in dieser Richtung gesammelt worden sind,
einigermalRen zuversichtlich machen und uns die Hoffnung
offen lassen, es michten nicht leicht rein mechanische Tat-
sachen auftreten, welche die bisher benitzten Grundsétze als
hinfallig und unbrauchbar oder selbst nur als unzweckméafig
enneisen wiarden.

3.

Die Aufgabe der tatsichlichen Festlegung eines Inertial-
systerrs fallt der Astronomie zu und diese Festlegung hat gegen
das empirisch hergestellte, in der Astronomie gebrauchliche
Koordinatensystem zu erfolgen. Legen wir die Anfange beider
Systeme in den Schwerpunkt des Planetensystems, so wére das
nur erlaubt, wenn das Planetensystem wirklich isoliert wére.
Selbstverstandlich ist das im strengen Sinne des Wortes nicht
der Jall, aber diese Annahme gentgt, wenn die Abweichungen
in langen Zeitrdumen innerhalb der Genauigkeitsgrenze der
Beobachtungen bleiben. Diese Forderung als strenge erfdllt
nachzuweisen, ist gegenwartig unmdglich und man muld sich
mit mehr oder weniger sicheren Abschatzungen begnugen.
Auf Schwierigkeiten, die hierbei auftreten, haben Carl Neu-
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mannl) und ich2 hingewiesen. Es steht danach, trotz der
Einwande, die hiergegen gemacht worden sind, fest, daf3 man
sich entschliessen muf3, die universelle und strenge Gultigkeit
der Newtonschen Attraktionsformel zu leugnen, wenngleich
nur so kleine Korrekturen notwendig sein moégen, dal3 deren
Folgen innerhalb des Planetensystems und vielleicht betracht-
lich dartiber hinaus unbemerkbar bleiben. Diese Korrekturen
missen unter allen Umstdnden in der Richtung liegen, dal3 die
Gravitationswirkung gegentiber der Newtonschen Formel schneller
mit der Entfernung abnimmt. Bedenkt man weiter, daf3 wir mit
einiger Sicherheit die uns umgebenden Fixsterne als ein end-
liches und durch weite Zwischenrédume von eventuell anderen
vorhandenen Systemen getrenntes System ansehen miissen, so
wird vielleicht die Wirkung der Anziehungen jener anderen
Systeme vernachlassigt werden koénnen. Dann wirde es in
absehbarer Zeit moglich sein, eine obere Grenze fur die Ge-
sammtanziehung der Fixsterne anzugeben, denn es ist anzu-
nehmen, dal3 die Studien Uber die rdumliche Verteilung der
Sterne zu bestimmten zahlenméaf3igen Resultaten fuhren werden.
Zur Ableitung einer solchen oberen Grenze genugt die An-
nahme des Newtonschen Gesetzes. Laplace3d hat die GrofZe
der Anziehung eines Stermes berechnet und danach die Uber-
zeugung gewonnen, dal3 in der Tat unser Sonnensystem als
ein isoliertes aufzufassen ist. Die Wichtigkeit der Sache wird
es rechtfertigen, wenn ich hier eine kurze Darstellung von
einem etwas anderen Standpunkt aus folgen lasse.

Das Sonnensystem befindet sich in dem von den Fixsternen
geschaffenen Kraftfeld. Ein Punkt mit der Masse 1 wird an
einer Stelle, deren Koordinaten in einem Inertialsystem, dessen
Anfang etwa im Schwerpunkt des ganzen Fixsternsystems liegt,

) C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen Uber das Newtonsche
Prinzip etc. Leipzig 1896.

2 Munchener Sitzungsberichte 1896 und A. N. Nr. 3273.

8 Laplace, Mécanique célecte, Livre VI, Chapit. XVIII und Con-
naissance des temps pour l'an 1829.
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fttf sein mdgen, den Kraftkomponenten X, Y, Z ausgesetzt
sein und diese verandern sich mit £ 9 £ Strenge genommen
werden sie auch die Zeit explizite enthalten; diese Abhéngig-
keit kann aber vorerst sicherlich unbertcksichtigt bleiben.

Sind nun Jf, tjQCo Masse und Inertialkoordinaten der
Sonne, m, f, I7, f dieselben GréRen fur einen Planeten, so
hat man:

+ Xq
£f- = i'A- + X

Die -T ist auf alle Planeten, 2 X auf alle Planeten mit
Ausnahme des betrachteten auszudehnen. Ferner ist r der
Radiusvektor der Planeten, Ax seine Entfernung von einem
anderen Planeten, X g und X die Werte von X an den Stellen

fo' Vor 80 \E=
Fuar den Schwerpunkt SY Z des Planetensystems ist:

@f+ 2m”N-= MXq + 2mX

und fur die relativen Koordinaten xyz des betrachteten Planeten
gegen die Sonne ergeben sich die Gleichungen:

£ +*(*+ . )*-fE+(X-X0©)

und dhnliche fuir y und s. Hier bedeutet R die gewodhnliche,
aus der Anziehung der Planeten hervorgehende Stérungsfunktion.
Die Veranderung der Komponenten X Y Z mit den Koordinaten
wird sicher sehr klein sein. Erlaubt man sich in der betreffen-
den Taylorschen Reihe die Glieder 2 Ordnung fortzu-
lassen und nennt man X0 YOZO die Werte von X YZ im
Schwerpunkt des Planetensystems, so wird
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do» «  ° df»* *0 dt* 0]

W %045 ) A DAk (1), % + (W)oS+ (>f)o’

Hier bedeuten die eingeklammerten Werte der Differential-
quotienten Werte im Schwerpunkt.

Der Schwerpunkt des Planetensystems mag sich vielleicht
nicht unbetrdchtlich in dem vorliegenden Koordinatensystem
bewegen. Nach der oftmals gemachten Annahme, daf} er sich im
Jahre etwa um £n Erdbahnradien weiter bewegt, wlrde er sich
in tausend Jahren immerhin um rund 140 Neptunsweiten ver-
schieben, was einer Parallaxe von 49- entspricht, die etwa
der Entfernung der allerndchsten Sterne gleiclikommt. Ob
innerhalb solcher Raume und Zeiten die Differentialquotienten

( ec* als konstant angesehen werden durfen, ist naturlich

zweifelhaft. Indessen wird man wohl auch dann nicht ganz
unsichere Abschatzungen mit dieser Annahme erhalten.

Nennt man dann noch V das Potential der Stemanziehung,
so werden also die Koeffizienten:

wo axi = aiK konstant sein und die Bewegung eines Planeten
um die Sonne geschieht so, da durch die Fixsterne eine
Stérung hinzutritt, deren Stérungsfunktion
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éire quadratische Form der Variablen xye ist. Wirken die
Sterme nach dem Newtonschen Gesetz, so besteht die Gleichung:

an+ an+ »2=0

Es macht nun nicht die geringste Schwierigkeit, die Ver-
anderung der Bahnelemente eines Planeten infolge der Stérungs-
funktion F zu ermitteln. In jedem Falle kann man sich auf
die Betrachtung der sakularen Veranderungen beschrénken.
Man hat zu diesem Zweck den sékularen Teil S der Funktion F
2u bilden und hierzu sind die sékularen Teile der in (2) vor-
kommenden variablen GroRRen aufzusuchen. Ich will solche
sdkulare Teile durch ein vorgesetztes S bezeichnen.

Mit Benutzung der Ublichen Bezeichnungsweise (fl, i, ti,
B, n = halbe groRe Achse, Exzentrizitat, Perihel-, Knoten-
lange, Neigung und mittlere Bewegung) ergibt sich leicht:

S(X*) = W [1—sin*Qsin*i + 4e*— 5e*sin* ]
wo - -
5(y*) = —[1 —ocos*Qsin*i + 4¢*— 5e*cos*n]
S(z*) — ~ sin**
fI* . A .
S(xy)= —[sin2Qsin*i -(- 5&4sin 2n\
«* a4
Sixis) =--sm’i2 sint
ar . .
5(yj==-f-—sinq sini
ud mit diesen Ausdriicken nach (2):

ale[(a, —aM sin2n -j- 2ad cos 2
d71 &
dg
c— = — 5fI* [A3sin*7A + flncos*t — ad sin2t
36 N

o — o

'g* (aoo “f“«n)]

1906. Sitzangab. d. math -phys. KI. S
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2“8 = a*cosi [(—aMsin* 1 —an cos* Q - aM
+ adlsin2 ) sini —aMsin Q -f acos 3]
1 ds
sin£ du

Diese Ausdriicke hatte man in die bekannten Formeln
fur die Variation der Konstanten einzusetzen, was so einfach
sich vollzient, daf3 nicht weiter darauf einzugehen notig ist.

Zur Abschétzung wird die Bemerkung gentigen, daf3 sich

. . . . . an
wenn man die angegebenen Differentialquotienten mit und

mit Zahlen, die héchstens einige Einheiten betragen, muilti-
pliziert. Berechnet man den Rang einer Grof3e dadurch, dal3
man sie in Klammern setzt, so wiirde die Gleichung

{A}=a

aussagen, dal3 der absolute Wert von A gleich ist a multi-
pliziert mit einer Zahl, die héchstens einige Einheiten betragen
kann. Auf diese Weise ergibt sich, daf? fur jedes der 4 Bahn-
elemente E

Danach kénnte man also, falls die akt gegeben wéren, die
sékularen Veranderungen der Bahnelemente leicht abschétzen.

Es soll nun beispielsweise eine ganz einseitige Massen-
verteilung angenommen werden, welche also voraussichtlich
ganz auf3erordentlich Ubertrieben grof3e abt ergibt. Nimmt man
namlich an, daf3 alle Fixsterne in einer bestimmten Richtung in
der Entfernung g vom Planetensystem in einer Masse fi ver-
einigt waren, dann ergibt sich leicht
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und demzufolge

Setzt man « = x - 108 Sonnenmassen, ¢ entsprechend einer

Parallaxe 0*01 - d, so ergibt sich fur Neptun, wo dE nume-
risch am grof3ten wird, im Jahrhundert

{dE) a» 0*00027 - X- d*

Nach dem, was wir — es ist das allerdings wenig genug
— Uber die Massen und Verteilung der Fixsterne wissen, wird
man | und & kaum gro3er als 1 annehmen durfen, d ist sogar
wahrscheinlich ein kleiner Bruch. Danach darf man selbst
nach vielen Jahrhunderten in den planetarischen Bewegungen
um die Sonne wohl kaum einen bemerkbaren Einflul3 der An-
ziehung der zu unserem Fixsternsystem gehdrenden Massen er-
warten. Ein wenig anders mdgen sich die Verhaltnisse fur
die Bewegung des Schwerpunktes unseres Sonnensystems ver-
halten. Die Kraftkomponenten sind hier — bei Festhaltung

des herangezogenen Beispiels — nur vom Range Ich

habe schon bei fruherer Gelegenheit) gezeigt, dal3 man wohl
kaum bei den Fixsternen selbst in langen Zeitrédumen auf eine

bemerkbare Abweichung von der geradlinigen und gleich-
formigen Bewegung rechnen wird durfen, naturlich von Aus-

nahmefallen abgesehen.
Der Krimmungsradius g der Bahn des Schwerpunktes
s Planetensystems ist gegeben durch

wo ds das Bogenelement ist.

*) Astronomische Nachrichten, Nr. 3675.
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Nennt man also V die Geschwindigkeit und P die GroiRe
der einwirkenden Kraft, so wird der Rang von q durch
V*
{e}=ir

gegeben sein.  Der Winkel da zwischen zwei benachbarten
Tangenten an die Bahn ist dann

da= 1ds= V
dt g dt q
Also
{da\_P_
\dt) \%

und im obigen Beispiel:

a\__ ko
il-vr?

Bei Festhaltung der astronomischen Einheiten ist k2= c*,
wo ¢ die Bahngeschwindigkeit der Erde ist. Demnach hat man

al__ c%i
{jdx) V- Qb

Setzt man, wie oben, /i = k- 108, g entsprechend einer
Parallachse 0*01 - d so ist A amdie Anderung von a im Jahr-
hundert in Bogensekunden

n %

Far 33 = 2,X=d = | wirde also eine Richtungsanderung

in der Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensysterms von
46* im Jahrhundert folgen, eine Zahl die voraussichtlich noch
viel zu hoch gegriffen ist.
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4.

Die Bewegungen der Planeten werden auf ein gewisses
empirisches Koordinatensystem bezogen. Dasselbe hat im Laufe
der Zeit eine recht solide Festlegung erfahren. Das Nahere
ist in dem soeben erschienenen Band VIj der mathematischen
Enzyklopadie in den Artikeln von E. Anding und F. Cohn so
eingehend auseinandergesetzt, dal3 dem wohl kaum etwas hin-
zuzufigen waére. Indessen ist ohne weiteres durch eine ein-
fache Betrachtung der Resultate der messenden Astronomie ein-
zusehen, dal3 man von selbst darauf gefuhrt wurde, eine in
einem Inertialsystem feste Ebene z. B. die Ebene der Erdbahn
2u einer bestimmten Epoche als Fundamentalebene einzuftihren
ud diese gegen die Fixsterne oder vielmehr die Fixsterne
gegen jene Ebene mit immer steigender Genauigkeit festzu-
legen. Konnte man nun in dieser Ebene eine feste Inertial-
richtung gegen die Fixsterne bestimmen, so ware ein Inertial-
system auch praktisch definiert. Das ist aber nicht mit ge-
nlgender Genauigkeit madglich, weil der Durchschnittspunkt
Ton Aquator und Ekliptik, welcher nach der XAchse des
empirischen Systems weist, sich verschiebt und diese Ver-
schiebung, in ihrem sécularen Teil wenigstens, nicht genau genug
theoretisch berechnet werden kann. Hierzu wére eine genauere
Kenntnis der Differenzen der Tragheitsmomente des Erdkorpers
ndtig, die anderseitig nicht beschafft werden kann. So bleibt
are Unsicherheit in der Bestimmung der erforderlichen Inertial-
richtung bestehen, die nur durch Zuhulfenahme von gewissen
Hypothesen von zum Teil sehr zweifelhafter Sicherheit an-
scheinend behoben worden ist.

Jedenfalls werden tatsachlich in Bezug auf dieses empi-
rische System die Differentialgleichungen der Bewegung fur
de Planeten aufgestellt und integriert und die hier auftreten-
Konstanten als Bahnelemente behandelt und aus den Beob-
achtungen bestimmt. Da die Differentialgleichungen nur richtig
drd wenn sie sich auf ein Inertialsystem beziehen, so wird,
wemn eine von der Zeit abhangige Verlagerung der beiderlei
Achsen gegeneinander vorhanden ist, die Theorie der Planeten-
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bewegung unvolistandig sein. Man kann nun, um diese Unvoll-
kommenheit aufzudecken, sich damit begniigen von den Sto-
rungen durch die Planeten abzusehen und die Keplersche Be-
wegung allein zu betrachten. Sind in dem empirischen System
die Koordinaten eines Planeten x'y‘z , so wird angenommen,
dal3 die Bewegung durch die Gleichungen:

cPx1 x* dty* Vv dvz z
5dfr + “r*~ B + /in ==0

bestimmt ist. In Wirklichkeit gelten aber die analogen
Gleichungen nur fur die Koordinaten xyz in einem Inertial-
system, wo also ist:

&x , #

wahrend die empirischen Koordinaten nunmehr Gleichungen
von der Form

dovecx X*

JjT+ N - Z (1)

gendgen und demnach in der ausgebildeten Planetentheorie
die als storende Krafte interpretierteren Komponenten X T Z
vemachlaiigt worden sind. Es handelt sich also um die Wir-
kung dieser storenden Kréfte auf die Planetenbahnelemente,
die durch sie verdndert erscheinen. Es ist leicht die allge-
meinen Formeln fur eine beliebig gegen ein Inertialsystem be-
wegtes empirisches System abzuleiten. Da es sich indessen
offenkundig nur um sehr kleine Verédnderungen handeln kann,
wird es gentigen anzunehmen, daf? die gegenseitigen Neigungen
der gleichnamigen Achsen beider Systeme so klein seien, dafl
ihre zZweiten Potenzen, innerhalb des betrachteten Zeitraumes,
vernachlaRigt werden konnen.
Zwischen den beiderlei Koordinaten bestehen nun die

Gleichungen:

xX*==ax + by + cz

y =dx-fVy+ cz

z'= amxx + b'y + cz
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Werden die 2. Potenzen der oben genannten Neigungen
fortgelassen, so folgt bekanntlich daraus:

b+ aa=0 c+a=0 c¢c+V=0

und wenn man setzt:)

a=—6=r1, —a=c¢=¢ V= —c=0p
so wird
*=x—rxy ge \
= x| (2)
e —b—ax py )
ud mit derselben Genauigkeit:

x= x'+ ry —qg |
y=y +p* —r* | (2a)
s=27z ox' —py' ]

Die p qr, sind bekanntlich die Drehkomponenten des einen
Koordinatensystems um das andere. Die Gesamtdrehung erfolgt
um eine Achse mit den Neigungswinkeln a, 3, y gegen das
System x' y*z1 mit einer Winkeldrehung Q und es ist

i2= Vpl+ g%+ rf, Bcosa=p, Qco$R=y, RBcosy= ri

Sind beide Koordinatensysteme rechtsdrehende (sog. Kork-
zieher«) Systeme, so dal3 also die x‘Achse durch eine positive
Drehung um die z' Achse um 90 Grad in die y* Achse gebracht
werden kann und in ahnlicher Weise die y‘Achse in die
z Achse und die z' Achse in die x Achse, so bedeuten positive
p g rx positive Drehungen, die um die Achsen des empirischen
Systems x‘y z' ausgefuhrt werden missen, um zum Inertial-
system xy z zu fuhren. Die in der Astronomie uUblichen
Systeme der Rektaszensionen und Deklinationen, ebenso wie
der LAngen und Breiten sind solche rechtsdrehende Systeme.
Die pqrx koénnen im allgemeinen beliebige Funktionen der
Zeit sein. Ich will mich, was vorderhand ausreichend sein

i) Vgl. u. A. H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der
Physik. Leipzig 1900, 1, S. 201.
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dirfte, mit der Annahme begnigen, daf3 pgrx sich propor-
tional mit t &ndern, so dal3 sie fir t = 0 selbst verschwinden.
Es soll also gesetzt werden

p = wsti q= WWt, rx=wtt
WK= Wwecosa, Wy= wcosll, wWME woeosy

wo die Drehkomponenten wswy wo um die 3 Achsen als unab-
hangig von t anzusehen sind.

Aus den Gleichungen (2a) folgt dann:

dx'  dx dy' X4z .

dt  dt 1dt =9 (j:lztr ywt+ Wi

<Px' cPx * * doz' dz'
r

dt* — dt*  1dt di  2WM

und aus (1) ergeben sich dann die Stérungskomponenten

dt dt (3)

Hierin koénnen nach Belieben die xyz durch x'y‘z er-
setzt werden. Diesen Stérungskomponenten entsprechend wer-
den die Bahnelemente periodische und sakulare Veranderungen
erleiden. Zur Ermittlung dieser wird man am besten die
Kraftkomponenten R, S, W, in der Richtung des Radiusvektor,
senkrecht darauf in der Bahnebene und senkrecht auf die
Bahnebene, berechnen. Es seien xyz Ekliptikalkoordinaten,
ferner sollen die friheren Bezeichnungen festgehalten werden,
auBerdem v die wahre Anomalie, u= v-f~n— £ = vfw
und™ = a(l—e% sein. Man hat dann bekanntlich:
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= cos« cosf3 — sinwsin 3 cosi

r_: cosu sinf3 + sinucosf3 cosi

z L
—= smusini
r
~~[— cosB (sinu-\- 6sinco) + sinf3 cosi(cosu-\-e cosco)]

= //r ™ G—sinfl(sinw+ esin co)— cosf3 cosi(cosu+ acosco)]

N = j/ N [sini(cosu + ecosad)]

Bezeichnet man noch:

= — sinftcos3— coswsin (3 cosi
B = —sinusinf3 + cosu cos (3 cosi
= —cosusini
SO wird:

R=X--+ YA+ Z .-
r r r

S=*XA+Y-B + Z-C
W = X sinfR sini— Y cosf sini -f- ™ cosi

Die weitere Ausrechnung ist mit Hilfe der Formeln fur

die Keplersche Bewegung leicht auszufUhren. Setzt man zur
Abkurzung:

D = cosasinf3 sini — cosf3 cos 3 sini -+ cosy cosi
A= cosasinf3 cosi — as"Scosl cosi— cosy sini
E = cosacos3 - cosRsini

0 erhalt man:

S = + 2teesint>j/ " 2) (4)

w= 2 N [—/lIsinw f-Ecosu—Aesinro  Ee cosco]
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Hiermit ergeben sich nun die Differentialquotienten der
Bahnelemente nach der Zeit. Die periodischen Storungen ent-
stehen durch das Auftreten von Zentrifugalkraften bei der
Rotation des empirischen Systems um das Inertialsystem, wobei
indessen nicht vergessen werden darf, dal3 mit wp multiplizierte
Glieder fortgelassen worden sind.

Man findet leicht:

ft=vArS(BeSin,+ Sr) = 0

a bleibt demnach, wenn man nur die Glieder erster Ordnung
bericksichtigt, vollig konstant. Nennt man E die exzentrische
Anomalie, so wird

" ~ . (jRsinv+ S(cosv+ cos2® = — 2wD” smv
. .du 1 X 2w
sini . Wrsmu= — X
[—Arsm%u  Ersinucos™u—Jesina> r sinti -f- 2?ecosd)-rsintt]
di 1 ljr 2w N
tt=yji "7

[—Arsinucosu+ Er cos*fu— Aesin - r cosu+ Ee coSca *rcosu]

eTt=V |' [- Rcosv+ Ssinv (* + N)]+etg*isini - N

2wWA 1 . .d
W Ercost;(l + &p-f 2erdJ + etg 11 sint Q .

Offenbar darf man zunéchst nur darauf rechnen, dal3 die
sadkularen Veranderungen eventuell merkbar werden. Um
diese zu erhalten, sei bemerkt, dal3 man mit der oben ein-
gefUhrten Bezeichnung fur sdkulare Glieder erhalt:

8(r) = anL + j ; S(rsint;) = S(rsinvcosv) — 0

S(rcosv)= — E(rcos*«;)=a+ ~ ; S(rsinat>)=?(l--eg
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and hiermit

S(rsinw) = — ~aesina> 8(rsin*u) = 5[1 — 3e*sin2a)]

. 3 d —

fis(rcosw) = — X accosco S(rcos2w) = - [1 + 2e%— 3e2sin*a>]
U Ci

3
S(rsin«cosw) = Ga Sin @ cos &

Daraus folgt sofort

*(£M 0 - #
s(sini® ) = - jM> s(~) « + *.&
s(eM)=e«>[z)-tgii.zl]

und wenn diese Formeln ausfuhrlich hingeschrieben werden:

S |e = epmatg£isin@ — tg£icosi +
SAsini™ = —w*cosisinf34“ wreosi cosB + wisini (5)
S = wwxoos3 f- uysinf3.

Diese Formeln stimmen, wie zu erwarten, vollkommen mit
denen des Herrn Andingl Uberein, die er einfach durch die
Transformation der Elemente auf ein gegen das empirische
bewegte Inertialsystem abgeleitet hat. Hier erscheinen sie als
spezieller Fall allgemeinerer Betrachtungen. Die einfachste
Anwendung dieser Formeln zur Ermittlung von wx wy wz hat
Herr Anding vorgenommen. Diese war ermdglicht dadurch,
da? S. Newcomb? die sdkularen Veranderungen der Bahn-
elemente der vier kleinen Planeten, Merkur, Venus, Erde, Mars
sowohl theoretisch als auch empirisch abgeleitet hat.

) Enzyklopédie der matbem. Wissenschaften, Bd. Vla
*) The Elements of the four inner Planets. Washington 1895, S. 109.
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Die Differenzen der so gefundenen zweierlei Werte werden
als mit den obigen S Werten Ubereinstimmend angenommen
werden konnen, wenn man voraussetzen darf, da3 im Ubrigen
die theoretische Berechnung der Stérungen volistandig war.
Dies trifft bekanntlich fir das Merkurperihel nicht zu und es
mul3 die grofRe Abweichung zwischen dem empirischen und
theoretischen Werte der Sakularveranderung dieses Elementes
auller Betracht gelassen werden. Tut man dies, so ergeben
sich folgende Werte:

W, = 0:00%0:i5; ™ = 0:03+ 0:15; ™~ = 7:50 + 2:30

zugleich mit den mittleren Fehlern, welche mit den Angaben
Herrn Andings fast vollkommen Ubereinstimmen.

Wie man auch die Zuverlassigkeit der Newcombschen
Zahlen, die sehr vergrofRert in das Resultat eingehen, beur-
teilen mag — auch hierin wird man Herrn Anding beistimmen
missen — sicher ist es, dal3 das empirische System der Astro-
nomie sich im Jahrhundert um mehrere Bogensekunden um
ein Inertialsystem drehen wird. Dal3 von den 3 Drehkom-
ponenten nur W& merkbar ist, ist durch die Art der Orien-
tierung des empirischen Systens von selbst erklart.

§ 5.

Es ist hier der Ort, ein Hilfsmittel zur Sprache zu bringen,
auf das seit Laplace oftmals als auf ein besonders taugliches
zu dhnlichen Betrachtungen, wie die vorliegenden, hingewiesen
worden ist. Nennt man xyz die Inertialkoordinaten einer
der planetarischen Massen, so gelten die 3 Flachenséatze:
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worin die c Konstante sind. Nimmt man ein zweites Koordinaten-
system £ f mit demselben Anfang und setzt man

**

as(f, X) = -p—1-r=, axf, ff)

y% + £ +

so ist die f j Ebene die Laplacesche unveranderliche Ebene.
In Bezug auf sie hat die Konstante der Flachengeschwindig-
keiten den grolten Wert, den sie erreichen kann, namlich

+ £3+ <%bund in Bezug auf jede darauf senkrechte Ebene
ist sie = Null. Aus dieser Bedeutung der unveranderlichen
Ebene folgen gewisse Vorteile fur die analytische Behandlung
von Bewegungsproblemen, wenn man diese Ebene zu einer
Koordinatenebene wahit. Da sie gegen das Inertialsystem fest-
liegt, so kann sie, allerdings nur in beschrénktem Umfange,
zur Orientierung des empirischen Systems gegen ein Inertial-
system benutzt werden. Dazu wird man die zu (1) analogen
Ausdricke fur die Koordinaten x'y z im empirischen System
zu bilden haben. Mit den Bezeichnungen des letzten Artikels
ergibt sich Folgendes: Man setze zur Abkirzung:

2m{jf% z%= A 2myz = c
2m(zx-}#* = jB 2mzx = ¢ (2)
2m(a*+ y')= C 2mxy = c¢"
Dann wird:
2m ~ -y =ct= ( tc% c")- wy(tex+c’) +w,-C
2m =c,=C,+te, . 4+wftci- ¢ “)-w, Mtct+c)  (3)

dx* dz\
Z-gj-X1 J=CACi-WXitCi+c'r+Wy-B+WgitCi-c)

Die durch (2) definierten Grof3en sind mit den Umlaufen
der Planeten periodisch veranderlich. Man wird auch hier die
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periodischen Glieder fortlassen kénnen, da sich voraussichtlich
nur die sdkularen Glieder, die eben mit der Zeit beliebig grof3
werden konnen, als bemerkbar erweisen werden. Da bekannt-
lich die 3 Flachensdtze nicht unabhangig von einander sind,
vielmehr rein formal aus zweien der dritte folgt, so kann man
aus (3), wie von anfang an klar war, die 3 Rotationskom-
ponenten wx  wg nicht getrennt bestimmen. Abgesehen hier-
von hat die Verwendung der Flachensétze bei der Orientierung
des empirischen Systems noch andere Bedenken. Da die Planeten-
messen als Faktoren in den Summen erscheinen, werden die
grofRen Planeten den wesentlichen Anteil an den Sunmen haben.
Tatsachlich erhdlt man schon eine sehr angendhrt richtige
Bestimmung der Lage der unverdnderlichen Ebene, wenn man
aulder Jupiter und Saturn alle &ndern Planeten aul3er Acht laft.
In der Hauptsache werden die linken Seiten von (2) also nur
durch die groRRen Planeten bestimmt und Merkur z. B. hat
nur einen kaum bemerkbaren Einflu. Darin ist auch be-
grundet, warum die Integrale der Flachensatze eine so wenig
wertvolle und durchgreifende Prifung fur die Richtigkeit der
Planetentheorien abgeben. Da die Genauigkeit in den von
den grofRen Planeten herrUhrenden Gliedern sich nicht in ent-
sprechendem Grade erreichen lai3t, konnte die Bewegung von
Merkur und Venus total verfehlt berechnet sein und doch wiirde
dadurch die Lage der unverénderlichen Ebene oder was das-
selbe ist, die Grofien ctc2c9 sich als konstant erweisen.

Eine Eigentimlichkeit besitzen bekanntlich die Integralo
der Féachensatze, die in manchen Fallen von Bedeutung sein
kann. Sie gelten namlich fur allerlei Arten innerer Krafte.
Die Konstanten cxc2c3 andern sich nicht, wenn das Newtonsche
Gesetz nicht zutreffen oder wenn plétzlich an seine Stelle ein
anderes Gesetz wirksam werden sollte, sie bleiben ungeandert
bei Explosionen, ZusammenstofRen etc. Auf diese Weise sind
sie Uberhaupt keine Kontrolle fur die Planetenbewegungen,
die fUr jeden einzelnen Planeten dem Newtonschen Gesetz ge-
mal3 erfolgen und den Beobachtungen entsprechend dargestellt
werden sollen.
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Die Bedeutung der unveranderlichen Ebene scheint dem-
nach in mechanischer Beziehung eine sehr geringe zu sein und
es durfte sich kaum lohnen, ihre Lage im empirischen System
mit grofRer Genauigkeit zu bestimmen. Wenn dies aber unter-
nommen wird, dann mul3 man nicht nur alle Mitglieder des
Sonnensysterms, also auch die Trabanten, mit einbegreifen, was
auch gewdhnlich geschieht, sondern man darf auch nicht ver-
saunmen, wie Poinsot] zuerst bemerkt hat, die Rotationen der
Sonne und der Planeten zu berticksichtigen. Man Uberzeugt
sich leicht, da3 die Rotationsmomente der grof3en Planeten
von demselben Range sind, wie der Anteil des Merkur und
da3 die Rotation der Sonne die Lage der unveranderlichen
Ebene durchaus nicht unmerklich veréndert. Tatséchlich sind
aber die Summen (1) nur konstant, wenn nicht nur alle Massen
im Planetensystem, sondern auch ihre vollen Geschwindigkeits-
komponenten eingesetzt werden. Auf diesen Punkt hat Poinsot
besonderen Nachdruck gelegt und daran sehr weitgehende Aus-
sichten geknUpft, die mathematisch zwar wohlbegriindet sind,
sich aber tatséchlich niemals werden realisieren lassen. Bildet
man ndmlich die Summen (1), so erscheinen links die Massen
als Faktoren, ferner die Tragheitsmomente der Planeten in
Bezug auf zu den x y z parallele und durch den Schwerpunkt
eines jeden Planeten gehende Achsen, multipliziert mit den
Komponenten der Rotationsgeschwindigkeit. Die Summen dieser
Ausdricke missen konstant sein und wenn man nun zu ver-
schiedenen Zeitepochen die Koordinaten der Schwerpunkte und
ihre Geschwindigkeiten, ferner die Lagen der Rotationsachsen
und die Rotationsgeschwindigkeiten um sie bestimmt, so kdnnte
man hieraus sowohl die Massen als auch die Tragheitsmomente
ableiten. Diese Aussicht ist allerdings verlockend und sie wurde
auch von Poinsot mit grof3er Warme besprochen. Dal3 sie aber
trotzdem eine nicht realisierbare Utopie ist, auch abgesehen
von der Nichtkoinzidenz des empirischen Systems mit einem

*) L. Poinsot, Mémoire sur la théorie et la détermination de
I’équateur du systéme solaire. Addition zu den ,Elémens de Statique*.
Paris 1880.
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Inertialsystem, braucht kaum bemerkt zu werden. Die er-
forderliche Genauigkeit — eine genlgende Variation in den
Koeffizienten selbst vorausgesetzt — wird niemals zu erreichen
sein, selbst wenn sich die praktische Astronomie in ganz un-
geahnter Weise entwickeln sollte.

§ 6-

Zum Schluf3 sollen noch einige Bemerkungen Uber den
Zusammenhang gemacht werden, in dem die Eigenbewegungen
der Fixsterne mit den hier besprochenen Fragen stehen. Ich
werde mich indessen auf das Notigste beschrénken, da ich bald
Gelegenheit zu finden hoffe, auf einige der zu berUhrenden
Punkte naher einzugehen.

Wahlt man den Schwerpunkt des Sonnensystens zum
Anfang eines Koordinatensystems f, rj, f, das wir nach den
friheren Betrachtungen als ein Inertialsystem ansehen kdnnen
und ein empirisches System p A £ mit demselben Anfang,
welches etwa nach dem Aquator orientiert ist, so ist

P = gocosdsina
t]' = g cosSsina
C = Qsind
wo a und 0 beobachtete Rektaszension und Deklination, g die

Entfernung eines Fixsterns bedeuten. Durch Differentiation
ergeben sich die viel benutzten Gleichungen:

gdd = — dp sino cosa -]- drj' sindcosa + d £’ cosd\
gcosS-da = — dp sina + dr\ cosa > (1)
dg — — dp cosi cosa + dr\ cosdsina-j-dt'sinJ

Nimmt man nun ein zweites System xyz, dessen Achsen
mit den £ A C parallel laufen und dessen Anfang zunadchst
unbestimmt bleiben mag, so wird:

$= x—a, tj=y —b, t=z—c (2)

wo abc die Koordinaten des Schwerpunkts des Planetensystems
oder mit genugender Anndherung die Sonnenkoordinaten sind.
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Man hat nun weiter, indem gegen friher nur r statt rx
gesetzt wird:

P=£-rVvV +qP
n=y—pP+rp
t'-t-ae+pv'’

Mit Ausnahme vielleicht von einzelnen sehr stark bewegten
Sternen wird man rdrj\ qdp etc. gegentber den anderen
Gliedern, die durch Differentiation entstehen, fur sehr lange
Zeitrdume vernachlassigen konnen. Dann ergibt sich

dp = dx—da—dr-y + dqg-£ \
d\ =dy —db—dp-£ + dr-p 1 (3)
dp = dz—de—dq:p + dp-A)

Denkt man sich (3) in (1) eingesetzt, so erhalt man
Gleichungen, von denen ein spezieller Fall bei den so viel-
fach ausgefUhrten Untersuchungen Uber die Bewegung des
Sonnensystems  gewdhnlich benutzt wird. Es sollen nun nur
solche dz, dy, dz betrachtet werden, die aus einer Rotation
um eine beliebige durch den Anfang gehende Achse mit be-
liebiger Rotationsgeschwindigkeit entstehen. Demgeméald soll
gesetzt werden

dx = zw%— yw3
dy = Xws— zwx
dz = ywx— xwt

Dabei sollen die Rotationskomponenten wiwge  als be-
liebige Funktionen des Orts angesehen werden. Dann wére
der allgemeinste Fall, in dem den rechten Seiten der letzten
Gleichungen noch etwa die Orofen X / v hinzuzuflgen wéren,
ebenso leicht zu behandeln, denn man hétte im folgenden
nur da, db, de durch da—X db—yw de —v zu ersetzen.
Doch soll hier davon Abstand genommen werden. Noch ist
zu bemerken, da3 wxwiwb Rechtsdrehungen bedeuten, wenn
des Koordinatensystem xyz ein rechtsdrehendes ist.

Fuhrt man noch die Polarkoordinaten A und D desjenigen
Punktes ein, nach welchem die Bewegung des Sonnensystems

1908 8iteangsb. d. math.-phys. KI. 9
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iin Inertialsystem xyz erfolgt und h die Weglange dieser
Bewegung in einer sehr kleinen Zeit, so wird

da= hcosD cosA
do= AcosD sin.4
de= hsinD

Setzt man dies in (3) und darauf die Werte (3) in (1)
ein, so ergibt sich folgendes. Bezeichnet man:

hcosD cosA + bw3— cw2= XQ\
hcosD sinA + ctvl —aivs= YO\ 4
hsinD + atc2— bwi = Z0)

so findet man schlief3lich:

gdd= XoOsindcosa -~ Y@indsina— ZQoos &
+'iBp + W) gsina— (Bq + W2 gcos @+ juq
gcos6'da = XOsina— YOcosd — (dp + wjgsindcosa (I)
— ([RBg + wHQsinBsina + gcoosd: (dr wB
dg = — Xo0cosdcosa— YOcos Esina— Z@Bind

In diesen allgemeinen Gleichungen ist durch die Be-
ziehung auf das Inertialsystem schon eine Prézessionskorrektion
enthalten. Das in der ersten Gleichung hinzugefugte Glied /*g
bedeutet etwaige Korrektionen der zur Ableitung der Eigen-
bewegungen in 6 benutzten Deklinationssysterme, wahrend eine
etwaige Verbesserung der Aquinoktien als in dr + enthalten
betrachtet werden kann.

Da die wxw2wz unbekannte Funktionen von a, 6 und g
sind, so erlaubt | gar keinen Schlu3 auf den Apex der
Sonnenbewegung; auch darf man nicht Ubersehen, daf}3 die
Fixsternentfernung g im allgemeinen unbekannt ist. Was man
bisher Uber die Eigenbewegungen da und dt5 in Erfahrung
gebracht hat — in Bezug auf die spektroskopisch bestimmten
dg berechtigt die allzu lickenhafte Erfahrung kaum zu irgend
einer Aussage —, zeigt, dai3 sie fur die einzelnen Sterne stark
und anscheinend regellos hin- und herschwanken. Allgemeinere
Gesetze werden sich demgemél3 nur in Mittelwerten fur sehr
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viele Sterne zeigen kénnen und man wird nur in solchen Mittel-
werten eine Abhangigkeit vom Ort erkennen. Die Gleichungen |
sind dann so zu verstehen, da3 die wxwianB diese den Mittel-
werten entsprechenden Funktionen bedeuten. Man wird also
fur jeden Stern den Gleichungen eine GrolRe A hinzufiigen
missen, die dem Stern individuell zugehort und als ein Fehler,
in der einfachsten Annahme von zufalliger Art, zu behandeln ist.

Die weitere Behandlung von | ist natUrlich nur méglich,
wenn Uber die Funktionen w, zum mindesten was ihre Form
betrifft, Hypothesen gemacht werden. Diese Hypothesen be-
stimmen in Verbindung mit der Art der Ausgleichung, der
Verteilung der Sterne etc., das Koordinatensystem xyz In-
folge dessen kann man nicht immer behaupten, dal3 die Re-
sultate fur verschiedene Sternklassen z. B. fur solche von ver-
schiedenen Helligkeiten, sich auf dasselbe Koordinatensystem
beziehen, in manchen Fallen wird man eine solche Annahme
sogar als sehr unwahrscheinlich erkennen.  Hierdurch und
noch durch andere Umsténde stellen sich einer einwandfreien
Interpretation der Resultate Uber die Bestimmung des Apex
der Sonnenbewegung grof3e, fast uniberwindliche Hindernisse
entgegen, worauf hier umsoweniger eingegangen werden soll,
als Herr Anding] daruber sehr eingreifende wichtige Unter-
suchungen angestellt hat.

Gewdhnlich wird nun die Annahme wx= W/~ =0
gemacht und aulBerdem dp = O gesetzt. Dann kann man
auch dr und dq als Verbesserung der Prézessionskonstanten m
ud n betrachten, so dal3

Am= dr\ An= —dq

Diese beiden GrofRen stellen bekanntlich nur eine Unbe-
kannte dar, wenn die Planetenprazession und die Korrektion
der Aquinoktien als gentigend genau bekannt angesehen werden
dirfen.

1) E. Anding, Kritische Untersuchungen uUber die Bewegung der
Sonne im Weltraume. Minchen 1901.

9*
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Die auf solche Weise spezialisierten Gleichungen 1 sind
aulRerordentlich oft und zwar mit BenuUtzung sehr verschieden-
artigen Materials numerisch verwendet worden. Auch wenn nicht
gerade nach diesen unter dem Namen der Airyschen Formeln
bekannten Vorschriften gerechnet worden ist, wurden doch
fast immer ganz ahnliche Annahmen gemacht, die im Wesent-
lichen darauf hinauslaufen, dal3 es Koordinatensystem xyz mit
zu Inertialachsen parallelen Achsenrichtungen gibt, fur welche
sich die Bewegungen dx, dy, dz im Mittel aus einer grof3eren
oder kleineren Anzahl von Sternen genommen, vollstandig
kompensieren. Auf das rein hypothetische und nicht sehr
wahrscheinliche dieser Annahme wurde nachdricklich von
Anding, Kobold,) Stumpe? und mir hingewiesen. Eine Be-
rechtigung zu dieser Annahme laRt sich nur aus dem Erfolge
ableiten und dieser Erfolg wird weiter nur dadurch konstatiert,
da’ die so verschiedenartigen Berechnungen meistens zu nicht
gerade abnorm abweichenden Werten fiur die Koordinaten A
und jD des Apex gefuhrt haben. Daraus wird man aller-
dings vielleicht schlief?en durfen, dal3 die gemachte Annahme
bis zu einem gewissen Grade die wirklichen Verhaltnisse dar-
stellt. Indessen mul3 andererseits konstatiert werden, dal} sich
fast alle Ableitungen nur auf die im Mittel uns ndheren Fix-
sterne beziehen und daf? andere Annahmen noch nicht ver-
folgt worden sind. Es ist also nicht zu leugnen, daf3 sich
demnach fast alle vorliegenden Untersuchungen mit grof3er Ein-
seitigkeit nach einer Richtung nur erstrecken. Auferdem haben
sich aber auch auf diesem Wege Ergebnisse eingestellt, die
bei der Interpretation der gefundenen Zahlen zur Vorsicht
mahnen. Es sei hier nur ein solches vor kurzem gefundenes
Ergebnis mitgeteilt. Die Herren Dyson und Thackerayd haben
durch Vergleichung des neu reduzierten Groombridge Katalogs
mit neueren Greenwicher Beobachtungen Eigenbewegungen ab-

1) Astron. Nachrichten, No. 3284.
*) Astron. Nachrichten, Nr. 3348.
a Monthly notices. LXV.
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geleitet und aus ihnen mit den sogenannten Airjschen Formeln
den Sonnenapex bestimmt, indem sie den fur gleiche Flachen
amHimmel gebildeten Mitteln der Eigenbewegungen gleiche Ge-
wichte geben und den innerhalb gewisser GrofRenklassen liegen-
den Sternen dieselbe Entfernung zuerteilen. So ergab sichl

Sterngrofie Anzahl A D
1—49 200 244° + 15°
°. B9 14 268° + 27

6.0—6.9 1003 278 + 33

7.0—79 1239 2808 + 38/

8o 8a 811 27z + 43

Hier stellt sich mit zunehmender Sterngréf3e eine sehr
deutliche und bedeutende VergroRerung von D dar. Ahnliches
hat Gbrigens schon Stumpe gefunden. Der Umstand, dal3 der
Groombridge Katalog nur Sterne, deren d > 38° ist, enthalt,
wird vielleicht von Einflul3 gewesen sein, indessen ist es nicht
wahrscheinlich, dal3 hierdurch alles erklart wird.

Formell nicht sehr verschieden von der Annahme wx=
W= = 0, aber allgemeiner, ist die Annahme, daf3 die w
Konstanten sind. An sich ist es von vornherein sehr wahr-
scheinlich, dal3 in den Mittelwerten, als Rest gewissermal3en,
eine Rotation Ubrig bleibt und man wird nur Uber die even-
tuelle Bemerkbarkeit dieser Rotation verschiedener Meinung
sin konnen. Die Frage, ob dieses konstante Rotationsglied
den Hauptteil des systematischen Verlaufs in den Bewegungen
der Fixsterne gegen ein System x y z wiedergibt, mag hier
unerdrtert bleiben. Wahrscheinlich ist dies nicht der Fall.
Zuerst hat wohl E. Schonfeld*) darauf aufmerksam gemacht,
dal3 es sich empfehlen dirfte, auf eine solche Rotation des
Fixsternhimmels RuUcksicht zu nehmen. Leider hat er sich
durch einen Fehlschlul3 — der Ubrigens seine Formeln, welche

*) Fur die hellsten Sterne sind die a. a. 0. gegebenen Zahlen durch
irgend welche Druck oder Schreibfehler entstellt. Ich habe die Zahlen
for X Y Z als richtig angewiesen.

*) Vierteljahrschrift der Astron. Gesellschaft XVII. S. 855 ff.
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in den einfacher gestalteten Formeln | inbegriffen sind, nicht
beeintrachtigt hat — verleiten lassen, sofort eine Spezialisierung
zu empfehlen, die bisher, soviel ich weil3, nicht beanstandet
worden ist. Die Vermutung, dal3 die Bewegungen der Fix-
sterne irgend eine Beziehung zur Milchstral3e zeigen miissen,
ist gewil3 berechtigt, wenn man auch gegenwadrtig positive
Angaben in dieser Richtung nicht machen kann. Schonfeld
sagt nun weiter: ,Die Beziechungen der .mittleren Bewegungen
(zur Milchstraf3e) konnen in mehrfacher Weise gedacht werden.
Am néchsten liegt aber die Annahme, dal3 die Bewegungen
in Ebenen erfolgen, deren Neigungen gegen die Milchstralie
klein sind und demgemal? in Richtungen, welche nahezu unter
sich und der Milchstraf3e selbst parallel sind. Ohne Annahme
einer solchen Rotation in der Ebene der Milchstral3e, wie
J. Herschel sie nennt, ist es kaum mdglich, das Bestehen der
sichtbaren MilchstraRe zu erklaren: dieselbe mifdte sich mit
fortschreitender Zeit auflésen und es ware eigentlich ein Zu-
fall, dal3 wir gerade zu einer Zeit leben, in der dies noch nicht
stattgefunden hat.* Daraus glaubte Schonfeld schliefen zu
missen, dal3 eine etwaige gemeinschaftliche Drehung aller
Sterne nur anndhernd um eine Achse erfolgen konne, die
senkrecht auf der Ebene der Milchstraf3e stande. Es ist aber
nicht einzusehen, wie eine solche gemeinschaftliche Drehung,
die also als Rest der Mittelwerte der Bewegungen bestehen
bleibt, ein Zerfallen der Milchstral3e erzeugen soll. Der ganze
Fixsternhimmel, und mit ihm auch die MilchstralZe, dreht sich
wie ein starrer Korper — das sagen auch die Formeln Schon-
felds aus — es kdnnten nur eventuell parallaktische Verschie-
bungen, wenn das Sonnensystem an der Rotation nicht Teil
nimmt, stattfinden. In jedem Falle ist dieses Argument Schon-
felds nicht geeignet, die Wahl der Rotationsachse irgendwie
zu beschranken. Wenn nicht ganz andere Gesichtspunkte
namhaft gemacht werden, ist jede Wahl gleich wahrscheinlich
und zuldssig. Leider haben mehrere Rechner, welche also die
Formeln | mit konstanten iot tv2ws anwandten, nur die Schon-
feldschen Annahmen benutzt und weiter verfolgt.
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Indessen erlauben die Rechnungen L. Struvesl, der die
Ausgleichung im allgemeinen Falle bis zu einem gewissen
Grade durchgeffthrt hat ohne neue Rechnungen manches in
dieser Richtung auszusagen. Die Arbeiten L. Struve gehdren
Uberhaupt zu den besten auf diesem Gebiete, weil sie die
Grundlagen der Rechnung mit Klarheit und Deutlichkeit her-
vortreten lassen und auch nicht den Versuch machen, kleine
Widerspriche, die an sich ja eigentlich selbstverstandlich auf-
treten missen, durch gekinstelte Annahmen wegzuschaffen.

Danach findet er fur die Bradleyschen Sterne, wobei er aller-
dings fur die g gewisse hypothetische Werte angenommen hat,
in der hier benutzten Bezeichnungsweise:

1. Aus den Rektaszensionen:

dr + wB= — 2725 *Q
dp+ = —0037 T,
& + W= — 1.368

2. aus den Deklinationen:

dp wj* 0408 =+0- + 0:206

+ W — + 1-090 = — 3234

s0= + 2.033
Die Ubereinstimmung der doppelt bestimmten Werte ist
keine gute. Indessen sind, wie L. Struve in einer zweiten Ab-
handlung erwéhnt, noch einige Korrektionen anzubringen. Zu-
erst erfordert die von ihm benutzte Planetenprézession dX, um
sie mit den neuesten Werten in Ubereinstimmung zu bringen,
die Korrektion — 0:81 und eine Verbesserung des Aquinoktiums
im Betrage von + K62, so da3 die beobachteten da die
Gesamitkorrektion + 0:81 zu erhalten haben. Dasselbe wird

erreicht, wenn man

dr + = —2725+ 08l = —i92
annimmt. Eine Ausgleichung der Rektaszensionen und Dekli-

— 0:493
— 4.386

*) L. Struve, Bestimmung der Konstante der Prlzession. St. Peters-
burg 1887 und in Astron. Nachrichten, Nr. 3729- 30.
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nationen zusammen hat leider L. Struve nicht im allgemeinen
Fall ausgefuhrt. Da es sich hier nur um ungefahre Ab-
Abschétzungen handelt, habe ich mich damit begnigt, die
doppelt bestimmiten Werte nach Mal3gabe der aus den m F.
folgenden Gewichte Uberschlagsweise zu vereinigen. So er-
gibt sich

dp+ W= + (K34

dq + w2= -{- 0.87

dr fws= — 1TR

Diese Rotationskomponenten beziehen sich auf das nach
dem Aquator orientierte Koordinatensystem. In Bezug auf die
Ekliptik, wo also, wie friher die #-Achse nach dem Widder-
punkt, die y-Achse nach - 90° Lange und die "~-Achse nach
Norden zeigt, findet man, wenn e die Schiefe bedeutet:

Ql= wi+ dp= + 074
R2= W3+ dqg) cose+ (WI-} dr)sine= + 004
R8= — (wt+ dg)sine+ W3+ dr)cose= —2U1

Mehr &3t sich aus den Eigenbewegungen der Bradleyschen
Sterne nicht schlieRen, denn man kann selbstverstandlich die
Rotation des Fixsternsystems von der Drehung des Inertial-
systems gegen das empirische nicht trennen. Nimmt man aber
die oben angegebenen Werte fir die Drehkomponenten des
Inertialsystems

3, = 0:00;, Qy= + 0:03; R, = + 7:50
so werden die Drehkomponenten des Fixsternsystems 3 *,
Ry, B',:
fl'. = + 0:34,
fl', = + 0:01 =

Man wird wohl kaum behaupten koénnen, daf3 diese Zahlen
den Betrag der Drehung des Inertialsystems R3* = 7750, wie
ihn die sékularen Verdnderungen der inneren Planetenbahnen
ergaben, besonders wahrscheinlich macht. Denn es ist, trotz
der speziellen Annahmen, die gemacht worden sind, immerhin
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verdachtig, dal3 eine Drehung des Fixsternhimmels hervorgeht,
deren Achse sehr nahe senkrecht zur Ekliptik steht, die doch
in keiner Weise eine Beziehung zum Fixsternsystem zu haben
scheint.

Die vorstehenden Bemerkungen sind naturlich nur Anséatze
Zu Betrachtungen, die zum Teil erst in der Zukunft werden weiter-
gefuhrt werden koénnen. Namentlich wird, wie schon bemerkt,
die Ableitung und Benutzung der Eigenbewegung entfernter
Sterne von grof3er Bedeutung werden. Die Konstanz der Dreh-
komponenten w ist bisher nichts als eine ganz willkurliche
Annahme. Andererseits mdgen bei den Sakularveranderungen
der Planetenbahnen noch rein mechanische Vorgénge vorliegen,
deren Einwirkung bisher nicht bertcksichtigt worden ist, wie
dies ohne Zweifel bei der Bewegung des Merkurperihels der
Fall ist. Wir werden nach alle dem wohl mit einiger Sicher-
heit den Satz aussprechen durfen, daf3 sich das im Gebrauch
befindliche astronomische empirische Koordinaten-
system nicht um mehr als um einige und wahrschein-
lich ganz wenige Bogensekunden im Jahrhundert um
ein Inertialsystem drehen kann.



