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Zur Theorie der elliptischen Modulfnnktionen.

Von Georg- Landsberg in Kiel.

(Kingdanf$n 12. Januar.)

Cayley hat sich in seinen letzten Lebensjahren mit dem
arithmetischen Charakter der in der Theorie der elliptischen
Modulfunktionen auftretenden Produktentwicklungen beschaftigt
und sich bemuht das Verhalten der durch sie dargestellten Funk-
tionen bei linearer Transformation der unabhangigen Variabelen
durch Umformung in Doppelprodukte zu gewinnen.l) Bei
dieser Untersuchung ist er indes auf Schwierigkeiten gestossen,
die er nicht Uberwunden hat und die, kurz gesagt, darin be-
stehen, daB die erhaltenen Doppelsummen, resp. Doppelprodukte
bedingt konvergent sind und darum eine Vertauschung der
Summationsordnung nicht gestatten. Diesen Schwierigkeiten ist
Herr Weber2 durch Heranziehung der Kroneckersehen Grenz-
formel3d gerecht geworden, aus welcher sich die gewinschten
Resultate, allerdings nur unter einschrankenden Annahmen fur
den Bereich der Variabelen, durch geeignete Grenzibergénge
gewinnen lassen. Aber in dem Briefwechsel der beiden Ge-
lehrten tritt mehrfach der Gedanke hervor, daB es einen direkten
Weg geben miuisse, um die Wertanderung der betrachteten

* Sur la fonction modulaire Z (w)- Comptes Rendus 12. Jun. 1893.
Vier Briefe tber elliptische Modulfunktionen. Math. Ann., Bd. 47, S. 1—5.
a Bemerkungen zu den vorstehenden Briefen. Math. Ann., Bd. 47,
S. 6—19.
8) Kronecker, Berliner Sitzungsberichte 1863, 83, 86, 89.
Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, § 113.
1%
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4 Sitzung der math.*phys. Klasse vom 12. Januar 1907.

analytischen Gebilde als Folge der Summationsanderung erkennen
zu lassen. Im folgenden glaube ich eine Methode angeben zu
konnen, welche jener Forderung gentigt. Es ergibt sich, dal die
beiden verschiedenen Doppelsummen, die zu verschiedenen Anord-
nungen der Summenbildung gehéren, direkt miteinander ver-
gleichbar sind und daB ihre Differenz ein bestimmtes Integral
ist, welches in jedem einzelnen Falle leicht ausgewertet werden
kann. Der Kirze der Darstellung halber fuhre ich die Methode nur
an dem Beispiele der Diskriininante » (oj) durch; sie bleibt aber
auch fur die Ubrigen in jenem Briefwechsel betrachteten Modul-
funktionen anwendbar, und sie bedarf nur unwesentlicher Modi-
fikationen, wenn andere als die hier untersuchten Anderungen
der Summationsordnung in ihren Wirkungen diskutiert werden
sollen.

In der Theorie der elliptischen Modulfunktionen werden
aus den beiden unabhangigen Variabelen &g die Summen:

1))

gebildet, welche Uber alle ganzzahlige Wertepaare (wr mA mit
AusschluB des Paares mx= wi8= 0 erstreckt sind; dieselben
konvergieren aber nur dann absolut und unbedingt, wenn n> 1
ist. Fur n= 1 hingegen ist der Wert der Summe von der
Anordnung der Glieder abhangig; je nachdem man erst Uber
mx und dann Uber m, oder in umgekehrter Reihenfolge summiert,
erhélt man die beiden Summen:

und

@
02" m «a (w, Ul - m20),)3

wobei i/, und die beiden Perioden des Integrales zweiter
Gattung, aufgefaBt als Funktionen der entsprechenden Perioden
col und 0)i des Integrales der ersten Gattung, bedeuten. Die
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beiden Summen auf der rechten Seite der obigen Gleichungen
sind aber niemals einander gleich; denn es besteht die *Legendre-
sche Relation“:

(3) €0, — o>, = * 2;ii,

in welcher das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem
das PeriodenVerhaltnis:

4) ="

eine positive oder eine negative imaginare Koordinate hat. Wir
stellen uns zuné&chst die Aufgabe, diese Relation direkt aus der
obigen Definition der GroRen rji und durch Vergleichung
der beiden verschiedenen Anordnungen der Summe St abzuleiten.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die beiden Gréfzen 6

und — als Grenzwerte der beiden mit endlichem X gebildeten

Summen:
*pj—-j-3D

. 1
Th= £ fecojw+ eays ™

(—’) nj [0
u,="E"

1
(m, w, -f mi

]
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von denen die erste Uber samtliche Gitterpunkte des zu den
Perioden a)l und af gehorigen parallelogrammatischen Netzes
erstreckt ist, die im Inneren oder auf dem Rande des von den
beiden Parallelen 31, $), und S, (S, begrenzten Streifens gelegen
sind, wahrend die zweite in derselben Beziehung zu dem Parallel-

streifen steht. Beide Summen vergleichen wir
zunachst mit einer dritten, endlichen Summe:
|—+A Wj=4-i

© o Tl "“"C';I'-; ------------ R

deren zugehdrige Gitterpunkte im Inneren oder auf dem Rande
des Parallélogrammes A B GD gelegen ist, das den beiden
Parallelstreifen gemein ist. Demzufolge finden wir fir die
Differenz :

M2=+A  wi—i'X

», =% ™Mot (v, "1+ », «S)*

1

(m @, -f mead*
wobei sich von den beiden Teilsummen auf der rechten Seite
der Gleichung die erste auf den Streifen 35, D C (,, die zweite
auf den Streifen 21, A B SB bezieht. In derselben Welse ergibt
sich fur die Differenz:

N=+OC

A 1

,0. «,=-i (»», o», + »i, 0;,)»
1

Ws «, + *»8D8
wobei die erste Teilsumme zu dem Streifen J2BC(Si” die
zweite zu dem Streifen AD”">t gehort.

Gehen wir nun zur Grenze fur X= oo Uber, so ist:

lin Ti= = lim O i=5%
av

und der Grenzwert von P* ist im Bereiche der gleichmaRigen
Konvergenz der Reihe eine eindeutige Funktion von tov oov
welche mit:
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P(U)v oot) = lim 1\
X~ x
bezeichnet sein mdge. Von den vier Summen der Gleichungen
(7) und (8) ist aber die erste:

1
m#=-fA ni,=-f x
E. B e a T

fur X= o0 nichts anderes als das Integral:

"l p da;, J#, _"p dx2 1 pdz
,2=-i x,=i (%, w, + a302)3~ li w, (co, -j- &t oms) ~ wlw2 z’
wobei das letzte Linienintegral in geradliniger Richtung von
dem Punkte col — oot oder A nach coi+ oder P zu fihren

ist. Ebenso ergibt sich fur die tbrigen drei Integrale:

lim " E+1 "I T 1 7 f dx" dx'
isS ® mj=—€ »| =—A—1 (wij Oij “j* ~j)* —1—® ("] BE

1

nt]=+A wa= 4-oc
oA 21 (WV\ﬂvﬁ*f)* tlfl (1 + M A

1 pdz
ij) ca, z
W=-H we-® +1-1 Ar dr
Ky £ g Alm mf-wcge L1ier" &+ xap
1 pdz
<oxoot A Z '

Man erhélt hiernach durch den Grenziibergang die beiden
Gleichungen'

g P 2 . co,+ cos
o P, Wi g — o,
o .

" H(/U>,a;\.)= J.-.E*.? ..... Vit 2 alra
© 1 BosX(>tz  JcULCMZ  col ()i 0y~ o)t ,
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wobei die Logarithmen als Hauptwerte zu nehmen sind und

somit eindeutige Funktionen des Periodenverhaltnisses w — °X
wt
werden.  Subtrahiert man schlielRlich die erste der obigen

Gleichungen von der zweiten, so vereinigen sich die vier In-
tegrale zu dem um das Parallelogramm A BT A erstreckten
Integral —-— f« und man erhalt die zu beweisende Relation:
wxootJ z

Ux_ Ui= + 2rtj

0)g- ™ ®, 0)3'
in welcher das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem
die Umkreisung des Nullpunktes im positiven oder im negativen
Sinne erfolgt, d. h. je nachdem das Perioden Verhaltnis 0) eine
positive oder negative imagindre Koordinate besitzt.

Mit Hilfe der Legendreschen Relation folgt nunmehr leicht
das \rerhalten der Funktionen nx und n%bei beliebiger linearer
Transformation der Perioden wy und w% da sich jede solche
Transformation:

0 — a<ij -f- B (02, w2— ywx-f-dw, (ad — By= 1)

aus elementaren zusammensetzen lalt, fur die sich die Ver-
anderung von und n%unmittelbar Ubersehen 1aRt, so ergibt
sich:

(9 n\= nxw; ot = anx+ B n2= n%w', 0*)= ynx+ 6

Wir betrachten jetzt die von zwei Periodenverhaltnissen

— und ~ abhangige Summe:

(0 "o () =V ryed 3 i) (WU ey
welche ebenfalls Uber alle ganzzahligen Wertepaare (»*,, mt)

mit Ausschlu®R von mt= m2= 0 erstreckt und deren Wert
ebenfalls von der Anordnung der Glieder abhéangig ist. Diese
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G. Landaber": Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 9

Reihe konvergiert bei jeder Gliederanordnung, bei welcher die
Reihe & in (1) konvergiert und die Funktion des Quotienten

— , die sie bei einer bestimmten Reihenfolge der Summation

darstellt, steht in innigem Zusammenhange mit den Funktionen
>7. und rr Denn differenziiert man gliedweise nach co1 und

so erhalt man, falls man in (10) erst Uber vtt und dann Gber mt
summiert und &> auf die positive Halbebene beschrankt:

dP__ £ £ — = «
(1) 901 vt ° - o
d<p 1 cil t
m w2 (m,col -f- et~ ot (02

und hieraus folgt zunéchst die Konvergenz der Reihe, weil die
gliedweise Integration einer gleichméaRig konvergenten Reihe
gestattet ist. Weiter aber ergibt sich aus den Gleichungen (11):

(12) <Ip= fid(ol — )i d(oi —*2 7Li d log co,.
Es bleibt also das Differential der Funktion:
tp -f* 2 7Li log (0a
bei linearer Transformation der Perioden ungeandert, denn es
ist infolge der Formeln (9):
titdo)[ — r\ di)% Tedijx— Tjidtot.

Bilden wir daher die Funktion:

(.0)

so andert sich diese bei jeder linearen Transformation entweder
der Perioden ocov Wt oder der Perioden UV Qt nur um eine
additive Konstante, und wenn man beide Periodenpaare der-
selben linearen Transformation unterwirft, so ist die Konstante
gleich Null, weil die Funktion verschwindet, falls die beiden
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Periodenpaare koinzidieren. Die Funktion ist also in Beziehung
auf beide eine Modulforra erster Stufe bei kongruenter Ver-
anderung der Argumente.

Man kann die Funktion in mannigfacher Weise als Differenz
zweier anderer darstellen, welche nur von je einem der beiden
Periodenpaare abhéngen und im wesentlichen nichts anderes
als die in der Theorie der Modulfunktionen auftretende Dis-
kriminante A (<»,, @2 (in der Bezeichnung von Herrn Klein)
oder tj (@) (in der Bezeichnung von Herrn Weber) sind.

Sind namlich n, und w2 zwei ganze oder gebrochene Zahlen,
welche zu jedem Zahlenpaare (»?,, m2 so hinzubestimmt werden,

daR:
n, —n2ml= 1
ist, so ist:

wobei in jedem Gliede der Summe der Minuend bloB von
= — , der Subtrahend bloR von = abhangt. Setzt
02 Q=¥ 9
man also:

so ergibt die Ausfiihrung der Summation Uber m%

g
I

-0 (0) —Q) Zﬂijil—l(ctgﬂm[)—ctgﬂm&)

Setzt man also mit Herrn Weber:

10%)= qn n (@ —q29,

so ist:

(15)
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G. Landsberg: Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 11
In der Bezeichnung von Herrn Klein wird:

J (eo, tu,) = i) («)“
gesetzt; es ist alsdann:

fife\ ko - iog - 7—11i10g A}U vUg
v Yoo .0, 6 J(6>,t»8)

Im Gegensatz zu diesen hergebrachten Darstellungen der
Diskriminante A (cor @)3 14Rt die Doppelsumme (10), von der
wir hier ausgegangen sind, die Grenzstellen der Funktion in
Evidenz treten und ergibt das Verhalten der Funktion bei
linearer Transformation als Konsequenz einer Anderung der
Summationsordnung. Die Einfihrung zweier Argumentenpaare
o)v <ot und Qv U2 statt eines einzigen erweist sich hierbei als
zweckmaRig zu Ubersichtlicher Behandlung der betrachteten
analytischen Gebilde; man kann nachtréglich natirlich zu Funk-
tionen nur eines Argumentenpaares Ubergehen, indem man z. B.
8*: i 00, also Q— O setzt.

"l
1.

Das Verhalten der Funktionen 1j (@), resp. A (cov (0% bei
linearer Transformation wurde im vorigen Abschnitte aus dem
Verhalten der Funktionen 17, und r/8 durch Integration er-
schlossen. Man kann aber das gleiche Verfahren, welches im
ersten Abschnitte auf die Untersuchung der Wertanderung der
Summe St bei Vertauschung der Summationsordnung ange-
wendet wurde, auch in ganz analoger Weise auf die Summe
P (>, Q) des vorigen Abschnittes tbertragen und auf diesem
zweiten Wege die letzten Resultate in direkter Weise erlangen.

Zu diesem Zwecke vergleichen wir die Summen:

07\, m n@(/», cot-f- m%od w, + mtU2
und:
ft5j OA ~ A~ 02

(
PLoeh Q- @meme
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miteinander, die durch Vertauschung der Summationsordnung
auseinander hervorgehen. Bezeichnen wir das allgemeine Glied
mit OM, so erscheinen die urspringliche und die transformierte
Funktion als Grenzwerte der Summen:
ml=FfA ®
= £ £ om
und:
“M
9i= £ £ om
»13=—Antj=— ®
fur ). — o0o. Wir setzen alsdann beide miteinander in Beziehung,
indem wir sie mit einer dritten Summe:

Th=> s S a,
A—AW—" A
vergleichen. Ganz analog wie im ersten Abschnitte ergibt sich

alsdann: . . L
nij=fA w=® PE4i nij=—

Ti — //a= £ £ om 4 £ £
.= —A nirt—I-j1 mjer—A m2=- -1
Wrj=*f*A  *;ij=r 0o »Wjss--A  ntj= — ®

Bk — Tix = £ 0, 4- £ £ ow» -
tun~ —. = —/ W|=—A—1

Gehen wir nun zur Grenze fir / = oo Uber, so konver-
giert die erste der vier zuletzt auftretenden Teilsummen gegen
das Doppelintegral:

V % («, — io, £5)) dxxdx%

— 11 CEILENAT A ) (N 4
welches sich durch Ausfilhrung der Integration Uber X%als das
einfache Integral:

darstellen 1aRt; hierbei sind die Logarithmen in der auftreten-
den KlammergroBe so zu wahlen, daB ihre Differenz ver-

schwindet, falls das Periodenverhiltnis w= — mit U =

w, Q%
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G. Landsberg: Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 13

zusammenfallt. Fuhrt man die gleiche Rechnung fiir die Gbrigen
Doppelintegrale aus, so ergibt sich schlief3lich:

>E fy, Gt 20t
(18) 1@K W+ mw)K 6, + )

-S S 7 rn=J3()- J@®).
worin </(«n) die Summe der vier Integrale:

«ui(to) = ~ log(l+ xm)—J — log (L — a-0.)

und (i2) dieselbe Funktion von U bedeutet; die Logarithmen
kénnen und sollen hierbei so bestimmt sein, dal sie fir X = 0
verschwinden.

Die noch ubrigbleibende Aufgabe der Ermittelung der
Funktion J(0S) erledigt sich am einfachsten durch Differentiation
nach 0. Man findet so:

+#  dx 7 tf* \Y; dx Vv dx_

_114XU) _11—X0 —aW@W—x) Jlo(o-3x)'

Das auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Aggregat
ist aber nichts weiter als die Summe der vier auf geradlinigem
Wege erstreckten Integrale:

L){Z41-z+ -(D-!(-)-l-z+ -[)-l:%l-x-l- -CD]:/—l-Z’

also wie ein Blick auf die obige Figur zeigt, das um das Parallelo-
gramm A B FA in positivem Sinne herumgeleitete Integral:

1 Cdz_2ni
0Jj z 0’
Folglich ist:
J(co) = 2jii log 0+ const,
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wobei die Integrationskonstante zwar fur unsere Zwecke be-
langlos, aber durch die Annahme &) = 1 leicht bestimmbar,
namlich gleich 7i2 ist.

Es ergibt sich also die Relation:

“ g

und diese Gleichung steht in genauer Ubereinstimmung mit
der Gleichung (13) des vorigen Abschnittes, welche aussagte,
dal3 die Funktion:

bei kongruenter linearer Transformation der beiden Perioden-
paare ungeandert bleibt.

~oogie



