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265

Uber die universellen Schwingungen von Systemen
von Rotationskérpern.

Von Siegfried Guggenheimer,

(Eingelavfen 1. Juli))

I. Die universellen Schwingungen eines Systems
Kugel-Kreisring.

a) Kugel und Ring sind konzentrisch.

Nachdem in der vorhergehenden Arbeit!) die universelle
Grundschwingung eines schwach kompressiblen Kreisringes in
einem imkompressiblen Medium betrachtet wurde, soll nun die
gleiche Betrachtung durchgefithrt werden fiir ein konzentrisches
System von Kugel und Kreisring. -Wir wollen eine Einheits-
kugel und einen Einheitsring betrachten, die wir durch die
Festsetzung definieren, daB sowohl der Kugelradius £ als auch
der Neumann'sche Ringparameter ¢ (resp. 1) sehr klein seien
gegeniiber dem Radius @ des Fithrungskreises des Ringes. Der
Querschnittsradius des Ringes ergibt sich dann in geniigender
Annﬁherung gleich 2 ac.

Es gelten die Gleichungen:

1) A® = 0 im Aussenraum von Ring und Kugel.
2) AP+ [*® =0 im Innenraum von Ring und Kugel,

wo fiir den Ring in erster Anniiherung

) Guggenheimer, Sitzungsberichte der K. B. Akademie der
Wissenschaften 34, 41, 1904.  Diese Arbeit soll im folgenden mit I
zitiert werden.
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2 42
29) A<I)+-7”n—.—?—(b=0,
2

da % in erster Anniiherung konstant = 1 ist.
U

Sowohl fiir die Kugel als fiir den Ring gelten an der
Grenze:

39) D, = D,
) 2%, _ 2%
v 9 v

wo » die Richtung der positiv genommenen inneren bezw.
dufieren Normalen bedeutet.

Fiir die Kugel allein haben, wenn wir die Grundschwin-
gung betrachten, folgende Gleichungen Giiltigkeit:?)

a
7

4) b, ="

wo 7 die Zentraldistanz irgend eines fulieren Punktes bedeutet,

5) D; = ﬁ sin g%
und
JT
2 Sy
Fir den Ring allein gilt:?)
‘f’a=§2° V1 /—_Iﬁ e 40
7 ) o
7) } n J ‘/ sin? — + )2 cos? _(2)_
1/1—;.?( 1—4 a2k )
8 D =cpy—r— (1 + —~ " — 2
) C20 V’] g i

und

1) Korn, Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massensystemnen
S. 143, Berlin 1901.
2) 1. S. 51 und 55.
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1 1

f=——
% ac /2 K,

worln

2

_ dp (;ﬂ——l——)ﬁ, sm(p—cosg>
Vl—x sm2 2

Damit Ring und Kugel gleichzeitig pulsieren, oder anders
ausgedriickt, damit die Grundschwingungen beider in Resonanz
sind, ist es notig, dafy die Grofien % fiir Kugel und fiir Ring
gleich sind, d.h. dafi die Beziehung besteht (in erster An-
nitherung):

7 1 1
19) YR T a eV k
wo I{, die oben definierte Bedeutung hat. Physikalisch mog-
lich sind allerdings folgende Fille:

1. Beide Korper haben Eigenschwingungen mit gleicher
Schwingungsdauer. Die & sind gleich, und gestatten eine Be-
ziechung zwischen a, ¢ und B abzuleiten.

2. Die Grolen % sind nicht gleich; d. h. die Kigenschwin-
gung der Kugel hat eine andere Schwingungsdauer als die
Eigenschwingung des Ringes.

Wir wollen, mit Riicksicht auf die Beziehungen zur Gra-
vitationstheorie, die Beziehungen zwischen Kugelradius und
Ringquerschnitt so annehmen, daly Fall 1 erfiillt ist.

Iis ergibt sich dann folgendes Problem:

Wir suchen eine Funktion ¢ des Aussenraumes von Kugel
und Ring mit den Randwerten.

11) D=c,,+ ¢, c0s O .-

an der Kugel (wobei die Entwicklung nach Kugelfunktionen
zu geschehen hat);

V1i—c¢

-
12) D = % — (g A3 () + ¢5, A (¢) cos O 4 -+ )

am Ring.
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Nachdem die Funktion @ mit Hilfe der Murphyschen
Methode im Aussenraum berechnet ist, (und aufierdem die
Funktionen im Innenraum von Kugel und Ring berechnet sind),
gerade als ob alle Konstanten in den beiden Formeln bekannt
wiiren, werden dann die Gleichungen

3, 9 D,
3y ar
an Kugel- und Ringfliche gehildet.
Man erhiilt dann Relationen, welche gerade zur Berech-
nung der Konstanten, bezw. ihrer Verhiiltnisse, und der Grike &
ausreichen,

Bestimmung der Potentialfunktion @ im Aussenraume
von Kugel und Ring nach der Methode von Murphy.

Es 1st die
Potentialfunktion des Aussenraumes der Kugel:
1 = - s (5 - ..
@, mit d. Randw. @, =c¢,, + ¢, cos O +-

11
Do, , D, =— D, an der Kugel

und die Potentialfunktion des Aussenraumes des Ringes:
VA e
[ €4 <10 (€) + ¢y A (¢) cosO | - -]
7 2

Dy - . Dy =— @D, am Ring

&, mit d. Randw. &, :}/

zu bestimmen.
Dann ist die gesuchte Potentialfunktion @ des Aussen-

raumes mit den Randwerten

D =c¢,, -} ¢, cos O+ - an der Kugel
und
Vi—e
Vi

h = [y A5 (¢) + ¢y AT () cos @ 4 - -] am Ring
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gleich
1) B By g By By Dy
fiir Kugel und Ring.

Zuniichst ist

B n?
Dy =y " + i1 €08 O+

wo » die Zentraldistanz des variabeln Punktes (x y #) darstellt.

Ferner ist

1/ 1 — 72 do

L= 2 7 o e
- —{— A% ost—-

cos O d () !

NN CT-F RN b

‘/ sin® —l— 2% cos® 5 )
1— 22 . Y .
WO ) = -1st, und 2, @ die Ringkoordinaten

1 —27icosm 4 A2
des variabelu Punktes (» y2) darstellen. (Man vergleiche hiezu 1.,
S. 45—47)

1) Die von Neumann in den Gleichungen 44 S. 32 seiner Abhandlung
gegebenen Formeln sind nicht ganz richtig. Dieselben miissen lauten

PR Ry 10
Jp(h) = - o f - 21
( 2
0
271
_(1_:;_2)9_ cosp B doO
p f 2441
(I—22cosO4128) ¢

0

1
da der Faktor 5, hur dann vor das Integral anf der rechten Seite tritt,

. 1
wenn p==0. In allen iibrigen Filllen p =1,2, 3.+ ist nmr mit — zu
T

multiplizieren. Dasselbe gilt fiir die Aq( 2), fiir die zu setzen ist
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Um nun @,, zu berechnen, entsprechend der Reflexion der
Potentialfunktion @, an der Kugel, wollen wir zuniichst den
Wert von A fiir irgend einen Punkt der Kugel in den sphi-

YV 7 Vi

rischen Polarkoordinaten r, ©, @ ausdriicken, wobel wir wieder
die Symmetrieachse des Systems zur x-Achse wihlen.

Es 1st
-
14) A= -2
r
wenn
15) ri=a*4+ R*+ 2a Rsin O
15%) e=a*+4+ R*— 2a Rsin 6
27
P .
7, P a6
A T I T
J (Sin2 o -+ 22 cos? 5 ) ¢
0 2
P 2x
Ao cosq0dO
T o o\ e
o) (sin?T + 42 cos? 2) €
0 ~

Eine gleiche Bemerkung gilt auch fiir die Formeln Neumann 32.
S. 28 und 37. 8. 30, in denen auf der rechten Seite nur fiir Fall p resp. ¢ =0
mit 2z zu multiplizieren ist, wihrend in allen iibrigen Fiillen der
Multiplikator nur « ist.
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somif - R
16) ; a* 4+ R*—2a Rsin ©
L— a*+ R*+2a Reos O
und
4aRsin®
16%) 1—2=-

a*+ R*+ 2a Rsin O
(und in erster Anniherung 1 — A* = 4 sin @—g).

An der Kugel ist
17) n==Rsin O.

Wir haben also an der Kugel

S
‘pfl/ @ 2a e O 2 o+ Woan Wote]

2
“Va
2

in erster Anniherung, wenn wir Grofien von der Ordnung?

i8)
(1 A 0) ey (L4 W) 4 ey Wyt

vernachlissigen, und wenn

2

1 & d (~)
-IVI = 2 '7[7 e eyt T i s Aié: it 1
V sin2 - —{— A cos2
o
19) g
i e e
<l/ sin? —}— A* cos* - 5 >
¥

Nun ist, immer in erster Anniherung

2z
1 ‘ O\-1
V,= ﬁbf(l ~ (1 - 7*) cos? 72—) de-1

2 2
I
19%) == 4nucos ?d@_ g;—o l+cos@)dO=1(1-2)

v .
=""sin @
a
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Analog ergibt sich fiir W,

l

T

2
f(l — (1 — 1*) cos?® —g)_ cos ©Od O
0

(1 — l'ﬂfcos cos @ dO
198)
— i ?/z 1-— 72)j0052 Odo
R
)(1—73)—3 sin €

und demzufolge

<

5 3 )
20) b, =- [cm - o “]L

21 -‘

Hier ist nun sin ® nach Kugelfunktionen zu entwickeln.
Fir die Entwickelung von sin @ nach Kugelfunktionen gilt
die Formel:1)

sin @ = - [ P, cos (0) — (1) <;)-P2 cos (0)

3 2
-9 ((S)(;Z) P eos O+ - - J

Wir haben also fiir @,

e
21 T -l/a

-sin 6 - J

o

’ 3 1 5
b G F o O «z[ P08 (8) — 1 Py cos (6)

3Q{P cos (0) + - ”

Somit ist, wenn, unseren bisherigen Vernachlissigungen
entsprechend, nur Glieder erster Ordnung beibehalten werden

2 3 R R
21) (I)12=“W[620+'Z”021 “};.'

Y) Z.B. Byerly. An elementary Treatise on Fouriers ete. Series
3. 184, Boston 1893.
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Bestimmung von @,
s ist die Potentialfunktion @P,, des Aussenraumes de

{J_'
Ringes zu bestimmen mit den Randwerten
Dyy = — Dy,

22)

am Ringe.
Um D,, zu bebtlmmen, haben wir zuniichst

2
+ Cu

D, = -cos G - --

am Ring nach Ringfunktion zu entwickeln

Nach Neumann gilé:?!)

SV 2ieose £ HVI— 2 s, + 4

22 CLTN () AL () cosp (0 — w,) eos g (9 — @)

P

wobel w, =a, 1, =1 zu setzen Iist.
fir 2, =1 jedes A, () =1

Da (nach Neumann S. 34)

wird, so ist

23% —=2V1—24cos w4 1* 35 Cped (%) cos p (x — w)
r

worin (nach Neumann S. 26)

Cp="

D,, ist also zu berechnen als eine Potentialfunktion des

( 1S
Aussenraumes des Ringes mit dem Randwerten

—,2V1—2cosw + cQLG Jp (¢) cos p (7 — )

24) Dy =
Wir konnen hierauf @,, sofort hinsclnelben,
Jp(c
24%) @, =—2¢ RV1- 9)005(:)-1—/3)_, (G »(©) A, (2)cos p(7- )
AI’ (0)
1) Neumann, Theorie der Elektrizitiits- ete. Verteilung in einem
Ringe; Halle 1864, S. 17 und Gl. 29, S. 26
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Nun ist in erster Anniherung

27

1 doe
25 Jo(6) = 5— =1
5) ©= f[/l—&?cos()—{—)

1 cos @ d O
J3(c) = -
© fV1—27c0s@+l2

—ffcos()(l — let9) ( le—®) *dO

26)
1 T
= cos O (1 4 AeosO)d O
o
=l=c
Ausserdem ist fiir den Aussenraum des Ringes immer
A (@)
Ay (0)
®,, wird also in der von uns gewiinschten Anniiherung
R A5 (4) - =
Dyy = — ¢,y o A @) V1—2%cosw + 2*
27)
4 ¢ P ¢ oS 1( ) V1—2icosew + 4% 4 - -

A (e)

Die Potentialfunktion des Aussenraumes von Kugel und
Ring, die an der Kugel die Randwerte

Dy =¢,y+ ¢, 0080 + - -

und am Ringe die Randwerte

b, = VlV [y A (€) + ¢, AT () cos 0 4 -+ 1]

besitzt, ergibt sich also aus

Dy=Dy; + Dyt -+ Py + Dy - -

yavl
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2 3  R\R
D, , + c11 ol 6+ - V_a_ (c% + e, a) -
1 o - - .
+ Va V1—21cosm—+2% [¢yg Ao(A)+ €y AL (A)cosw 4] -+
28)
oo Oy imma A
10 g AS(c) \ .
R A° ())

ey g s VI = Bheos o B

Bestimmung der Potentialfunktion fiir den Innenraum
von Kugel und Ring.

1. Die Potentialfunktion fiir den Innenraum der Kugel.
Diese ist bereits gegeben, durch die Untersuchungen von
Korn.?) Sie ist
sinkr R + sinkr — krcoskr IR*
WSsnkR r " sink R—kRcosk B »

mit den Randwerten

30) D=c,y+ ¢ 0804

29) &= cos O - -

2. Die Potentialfunktion fiir den Innenraum des Ringes.

Die Randwerte dieser Funktion sind gegeben durch

1/1 - c .
31y &= V [Coo A3 (€) 4 5y AV () cOsS @ 4+ - - 4]
n
worin wieder
A“(c)— b5 ~ ( —1—12,5111(79—005?)
7 Vl — x%sin? "

Fiir den Innenraum selbst konnen wir die Werte benutzen,
die in der vorhergehenden Arbeit gefunden wurden.?) Wir
fanden fiir den Innenraum des Ringes

) Korn, loc. cit. S. 149. 2) 1. 8. 49.
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) — 1/1 R
32) Dy = - l—/-vf~)_4 2 CHTT(2) cos p v cos gy
Ui
Da alles wm die Rotationsachse symmetrisch angeordnet
ist, so vereinfacht sich @; zu
/T — 2
33) D, = Vi- 2 ()’2 Iy (%) cos p w
Vy
In etwas anderer Form und unter Anwendung der hier
adoptierten IKonstantenbezeichnung erhalten wir

Vi [ Ay A
'l/)] 7 [2() 10(1)1 (;)+ zle())] ())COS(')T :l

3) D=

Um die Kriifte kennen zu lernen, die die einzelnen Glieder
des Systems aufeinander ausiiben, wobei es uns hauptsichlich
auf die Kenntnis der Wirkung der Kugel auf den Ring an-
kommt, ist es notig, zuniichst die ¢y, ¢, Cyp €5, U. 8. W. sOWie
die Konstante & zu berechnen.

Die Mittel hierzu bieten uns die Gleichungen

([’u 2D
Cav R
an der Kugel,
3D, 3 D
Y v

am Ringe, wo in beiden Iillen » die Richtung der inneren
oder iiusseren Normalen bedeutet.

Berechnung der normalen Ableitungen am Ring.

3D, .
Es gentigt, 3}'” zu kennen, da der Faktor, mit dem
3D, . 3D Coqe . . : oD, 3 by
sowohl 43/.{ wie Y multipliziert wird, fiir 9L und ——
3 \ Iy

derselbe ist, und beim Gleichsetzen der beiden Ableitungen
sich heraushebt.
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3D, 3D,
a) Berechnung von - 5, TSP .o

Der fiir @, gefundene Ausdruck lautete

R i 2 3 R\ R
Po= ¢ T 0n "z cos®@+ --- Va (0204‘1'”021;) =

a

T Vl VT T3 Zcos @+ 7% [y A2 (1) 4 03y A3 (A) cos 0+ - -]

R AG) i g e T
02y A (0) V1—2Acosmw 44

R ¢ A

oy wV1—22cosw + 2*
+ €10 ro2 Al (e) cosm V1 Aeosw 4 2

Bevor zur Differenziation nach 4 geschritten werden kann,
ist » durch 1 auszudriicken. Wir fanden (Gl. 23%) in erster

Anniiherung:

1

— =11 1
A p— /1 ITA L) . S J00 e
= 211 —24cos w+ 4 { 0 J o () 50 71(2)005()J

2
=-:;Vt—2/'.cosu)—{—Z2 [1—Zcosa]

1
ot (1 — 24 cosm)
. S . :
Diesen Wert fur~; in P, eingesetzt, gibt:

R , . .
D, = ¢, o (1-—27 cosw)+ Konst. 4 zu vernachl. Glieder

2 R .
—-VZL Co0 " (1—22%4cosw) 4 ---
1 P
35) -+ Ve V1—27kcoso + 2* [, A% (2) + 5y A} (D) cOs > 4 - - -]
a
B A,
0 A (o)
R ¢ A5 (2)
T, g A8 (¢)

1905. Sitzungsb. d. math.-phys. K1

V1i—2lcosw + 22

V1= 22%cosw 4 2% cos

19
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Hieraus ergibt sich

(Du v g
=T 2e, L Cos® —— ]7-(;— €y, €OS @
Vla aa) (V1=27cosw+-1* (Cy0 Ao (A) e 4, A1(4) cos 0+ 8|
36)
Ro [AD)yym—as——
= | s V1—21 A
a3l [Ag (¢) 14 cos @ +
0
%%Q-E;—)) V1 —217cos w -+ A* cos (n]

Fiir @; wurde gefunden (Gl. 34)

0= 7= Vi—2lcosw~2* |c [ ‘°;1"QEC; W
+on g ((c)) I3 (1) cos o + ]
Daraus wird -33(—51
?3%)‘ = ‘i}“ 37 [Vl —2Acosw+ A* ( zofogcgjg/(;)

37) )
+c 21-‘;020; I (A)cosw -+ ]

Nach Ausfithrung der Differenziationen nach 4, Vernach-
lissigung von Grossen, die gegen ¢* klein sind, und Gleich-

3D 3 D;
setzung von »a;“ mlt ETH erhalten wir, wenn nach erfolgter

Differenziation 2 =¢ gesetzt wird

— 20,0R cosw —|— = (1 ¢ cos w)[e,y Ay’ ()4 ¢,, A7 (¢) cosw]

38) — cm—i—% (1 — ¢ cosw) LIEI((C)) +e¢ jzl(( )) cos (»J

Vl (1 —rcoso))[ € 1"813'() b ey, I"E ;I{'(c) cos m]
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Indem wir von dieser Entwickelung nur die Glieder nullter
Ordnung und solche mit cos w beibehalten, denn alle iibrigen
Glieder fallen in den Bereich unserer Vernachlissigung, er-
halten wir durch Gleichsetzung der Glieder, welche cos w nicht
enthalten, die Gleichung

o 04
7 0 — 3D 1 0] = ew e g

‘00 A Ab ()
39) R 1
04 K,
04
(denn jo ((c)) -, ]lHi'c aus L. Gleichung 40, 41, 44), und durch
Gleichsetzung der Glieder mit cos w
4} (¢ '
o [430) = 450 1)
) (©)
__[2_12 ¥4 R ﬁim_(c_) R A“’(c)J P R
Va Va " Va 4o (c) Va A (¢) 10 Va
o Ay (€) ) i o .
denn wir wissen, daB jiu_() — K daraus ergibt sich
Ig 0
P jv ((c)) ¢ als klein von der Ordnung 11(, und darf also ver-

nachlissigt werden. Eine weitere Hilfshetrachtung ergibt, daB

A} (¢) in erster Anniiherung von der Ordnung %, und 4y (c)

ebenfalls in erster Anniherung von der Ordnung -+ % ist,

denn es ist
2z
VIR de
41) AO=y |7 7o . oy
E»J sin 2——{-7. cos 9
25
p e cos‘ d@
42) A () = — -
“ JT S]nz + 12 0052 ()
oo 2

19*
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit 1, die zweite
mit (1 — 42) und addieren die beiden Gleichungen, so ergibt sich

] (1—(1—12)cos2@)d@
A @+ (L= 4 (=5 | - e

T 2 22
(sm -+ A% cos 5 >

(3
0

1) LT e
~— 9x 9\ }
& (smz 4 -+ /2(052%>
0
= 2.45(¢)

Also Ay (¢) = 4 A, (¢) — (1 — 4?) 43’ (¢), woraus, wenn
wieder Grolien mit ¢®* vernachliissigt werden, sich in erster
Annitherung

14) m@=1
und

. - 1
49) Ay (c) = Il
ergibt.

Daraus folgt direkt
R A} () I

46 - -

) -l/a 110 ((/) 1/(0

Die dritte Gleichung zur Berechnung der beiden Kon-
stantenverhiltnisse und der Konstante £ haben wir mit Hilfe
der Differ entmtlonen an der Kugel aufzustellen. Indem
wir an der Kugel nur die Glieder beriicksichtigen, die in ihrer
Wirkung auf den Ring in Betracht kommen, kénnen wir @,
so schreiben:

(f’a"—“clo'}?‘f‘""— 2 + +‘V_1—‘ [Ca0 A5 (2) -+ -]
G 2 a' Vi

Die folgenden Bezichungsgleichungen geben uns 2 und 3

durch » ausgedriickt:
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—  darsin®
Vi—z =l/a2 + R+ 2arsin @ V= Vrsin®
/1— 2 9 9 .
et V“ . (1 —sin (-))

Vi a (1 + ~sin O) Va

Differenzieren wir nach 7, und setzen wir nach der
Differentiation » = I, so erhalten wir

od, C10 1
47) e + V“ Gy
. . . 3D
In gleicher Weise erhalten wir fiir - =
3 2 (]}‘- 4 g
48) e 1‘5’ + ¢,k cotg b I}

Wir haben also jetzt zur Bestimmung der Konstanten-
verhiiltnisse ¢, [c,0, €/c,; und der Konstante & die drei Glei-
chungen

A o1
1) en|dr@ G 0=t e ®
) 04 ‘10 ¢ 04 n
49°) 23 [“11 (¢) — I')E ; I (¢ )J = 610’]/01' (I1)
49%) Ca0 = €19 ,]?2,” Va cotg & R (1LL)

Aus III und 1 erhalten wir als Bestimmungsgleichung fiir

I ) A (¢
I 9 Va cotg b It [Ag’ (¢) — ]"E ; I (c )J 12 pi
49°)
k .
ZCOtg(k R) ‘:A?’()__ "Ec; [01(1)J=_W(16 —0_]1_\:

Aus der rechten Seite geht hervor, dafi cotg (k[) und
die Determinante kleine Grifien sind. Zur Berechnung von £
setzen wir
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7 1
50) k=1l + ¢ (WO ke = Sn T, /3 Kc.)
Dann ist
e R
51) cotg(l‘-o—i—a)R:—SﬁlzkoR«:—sR

Andererseits kénnen wir schreiben:

A () d | Az (o) ]
2 o4 07 —_— (i) _ TTo N/ s
) A - O=cgplaro - Rl e
_ 1 ()
= Kegy (Iz o)
Es 1st
d I‘“ ((‘) d13(c)
IU NS Z'O/
53) d ({t’,;(c_)_ ©= dk () = dk
dk\ I;(c) D (ep
Nun ist in erster Anniherung?)

i . datkc* dli(e) e
53%) I(c)—l—{-—r—r—» L ar = —2a*k¢
93" IV (¢) = —2a* k¢, A1 () =—4a*lc

dk
Also wird

¢ Iy (0N _ 27,
53¢) (Z]»(I"(c)) —4a*ke
und

AS (e) .
O il ASZA £ T On 2. i
Ay (e ) I () =4da*ckc K,
Setzen wir nun in die Gleichung
7 0/ (C) 00 (L] 1
-z—cot (& R) [A (c )—wf( 0 1 (c)} = 4o K,

die fiir die Glieder der linken Seite gefundenen Werte ein,
so ergibt sich

b 1. 8. 55,
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1

54) 2kt I R = WK

Aus der Gleichung
7 1
2R acV2 K,
ergibt sich andererseits
4 B

2ac* K, = —;
7t

dies eingesetzt in Gleichung (54) gibt
421

B =
0T gt a K,
Nun ist?)

2a*klc K, =1,

und es wird

1
2 — ~
SO a K,
1
2 e 1
£ I D

55) . ]i=—ij]/ .
a K,

Wir entscheiden uns hier fiir das Minuszeichen, denn da
wir die Grundschwingung des Systems studieren, so ist es der
kleinste Wert von %, den wir suchen. Wir erhalten

7 R
56) tror=3-] %

Fiir ¢,, hatten wir gefunden

¢ 4ER Va cotg (k It)

20 = C10 5)

1) 1. 8. b4,
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Setzen wir die filr (¢ R) resp. cotg (k R) als Funktion
von (k, + ) & gefundenen Werte ein, so finden wir

57) 20 = G0 4 =V RVI(

Das Verhiiltnis ¢, [¢,, gab uns die Gleichung

0/ flu ‘ I
Can [fll ((?) - ‘Iu((b)) Io ( ) = Cyo l/“

Nun ist in erster Auniherung

[a—y

1
LO=—2 A ="
c c‘
HOEX I ()=1
somit
2
¢t IR
58) C,y — C
21 10 «

Wir kénnen nun fiir Aullenraum und Innenraum von
Kugel und Ring die Potentialfunktion so aufstellen, dafi die-
selbe nur noch die eine willkiirliche Konstante ¢, enthiilt.
Wir erhalten so fiir den Aufienraum von Kugel und Ring die
Formel:

R =
b, = V1—24cosw + 22 vAS (A
[ V « + ]/ K, ?)

2 B ' |
(:) ]f"iu (4) cos » — _E v ')(—)‘Vl — 2 )cosw -+ A*

@ A3 (e)
R ¢ 41 (1) V1-

D T o050 212 pos
SON TS (() 24 cos o + 4% cos w] €10

59) +

*_

und fiir den Innenraum des Ringes

&; — *° =—="Tcos o2 R A () p
0 V cos m - [ I/K e (4)
& B M)
()

] " 19 (%) cos (n}
1
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Das Potential von Kugel und Ring in Bezug auf einen
weit entfernten Punkt ist in erster Anniiherung gegeben durch

R R A :
61) (I—cw[r — a—;—lgg—))—VI—2lcosw+}}]

und, wenn z die Raumdichte von Kugel bezw. Ring bezeichnet

_J‘ dr
=|p-,

v {Kugel und Ring)

N 1 'J'A(I)dr
47 r

Die scheinbare Masse der Kugel ist {udv=rc,, I}

|

Die Masse des Ringes erhilt man, da in erster Annitherung

e L 3 K,
Va4V K
durch

" "10 7'[_ R ‘) 2 N_ [ lb
62) 1afj)(h— nV& l/ C nad 7ta (m‘il/]xu

r (Ring)

d. h. damit Einheitskugel und Einheitsring (22 von der Ordnung
A =¢) synchron schwingen, mufs sich die Masse des Ringes

zur Masse der Kugel verhalten wie (-.—) VI, ] _1‘;_: 1, d. h.

die Masse des Einheitsringes mufs sehr grofy sein im Verhiiltnis
zur Masse der Einheitskugel.

Befindet sich an Stelle der Einheitskugel mit dem Radius R
eine grofie Kugel mit dem Radius R,, die wir uns als aus
einer sehr grofien Anzahl Einheitskugeln bestehend denken,
so bleiben die Endformeln fiir die Potentialfunktionen unver-
iindert, nur ist iiberall an Stelle von E der Radius der grofien
Kugel R, zu setzen. Die Bedingung fiir die Erzielung von
Resonnanz zwischen Kugel und Ring ergibt dann fiir das Ver-
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hiiltnis von Ringmasse zu Kugelmasse (z-)~VIfc l/ —Icf—:l
Die Konstante & bleibt jedoch unveriindert. Da um die Achse
des Systems vollstiindige Symmetrie herrscht, ist ohne weiteres
klar, daB die auf Kugel resp. Ring ausgeiibten Kraftkompo-
nenten?)
X = b pl2f @ cos (nx) dow
4 Oberfliche von Kugel (Ring)
1

Y= T Irfdcosnydw

4= % Iz 2@ cosnzdw

simtlich gleich Null sind. Dies wird jedoch nicht mehr der
Fall sein, sobald der Kugelmittelpunkt nicht mehr mit dem
Ringmittelpunkt, d. h. dem Mittelpunkt des Polarkreises zu-
sammenfillt.

b) Kuge! und Ring sind nicht konzentrisch.

Die Grundgleichungen, von denen wir hier ausgehen,
sind die néimlichen, als im eben behandelten Falle. s gelten
wieder die Gleichungen (1)

A4D=0
im Aufienraum von Kugel und Ring, und die Gleichungen (2)

AD 12D =0
2 42

a0+ Mgy
”

fir den Innenranm von Ring und Kugel. Es gelten des
weiteren die niimlichen Grenzbedingungen, und die Glei-
chungen, welche die Resonnanz der Schwingungen von Kugel
und Ring ausdriicken. Ein wesentlicher Unterschied gegen

1} Korn, loc. cit. S. 139.
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den vorigen Fall liegt jedoch darin, dafi die symmetrische
Anordnung, die uns von ¢ unanhiingig machte, nicht mehr
vorhanden ist. Wir diirfen daher auch ¢ nicht mehr gleich Null
setzen, sondern wir haben jetzt stets iiber ¢ zu summieren.
Dem werden wir sofort bei der Aufstellung der Randwerte,
wie sie die Formulierung des Murphyschen Problems bedingt,
Ausdruck geben. Es gelten wieder an der Kugel die Werte

63) D, = ; —{—0” 2 cosO+

wo 7 die Zentraldistanz des variablen Punktes (z y 2) darstellt.
Am Ring haben wir aber diesmal zu schreiben
yi—2
b, = [)_ﬂ ¢ AL (2) cos (g @)
61) Vy

+ )_,'1 (¢sh cos w + Cfysin @) AT () cos q ¢ + - J

Das in dieser Gleichung rechts auftretende Glied (¢ cos @
+ O sin w) entstammt der Entwicklung von cos (0 — @)
(wy die @ Koordinate des Kugelzentrums), wobei cos @, und
sin w, in die neuen Konstanten ¢ resp. O einbezogen wurden.
Da es uns in erster Linie auf die Wirkung der Kugel auf
den Ring ankommt, so wollen wir zuniichst die Murphysche
Methode auf die Reflexionen der Kugelpulsation am Ring an-
wenden.

Es ist die Potentialfunktion @,, des Aufienraumes des
Ringes zu bestimmen mit den Randwerten (siehe S. 4)

Py, = — D, am Ring.
Unter Benutzung der Neumannschen Formel (Gleichung 23)

1 S P S
» =V1—22cosw 4 2* VI—21, cosw, r i
% 2;—‘ Cp Tp(2) A3 (3,) cos p (& — o,) cos g (p — ;)

erhalten wir jetzt fiir @,, die Randwerte
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D= —c¢, RV1—27%cosw+ 2*V1—21%cos w, + %
80) 220NN () Ap(Ay) cos p (w0 — ) cosq ¢
]

und flir &,

Dyy== — ¢,y RV1—22%cosm - 22 V1 — 214, cos o, + 4

66 o q

) XY Cf If' (©) Ay (2) AL (2y) cos p (w0 — w,) cos q p
poa o Ay(o)

wenn wir die Ringkoordinaten des Kugelzentrums mit dem
Index O versehen, und die Ebene ¢ =0 durch das Kugel-
zentrum legen. s handelt sich jetzt darum, in diesem Aus-
druck die 7 (¢) sowie die A} (¢), A5 (%) und A} (2,) zu berechnen.

Aus den Gleichungen (25) und (26) ergibt sich:
Le)y=1
IN()=c¢

Fiir I (cf) ergibt sich nach Neumann?)

9

1y(0)= 1 i dO— - l‘) J(l —7e')(1-4e="®) "2 dE
(1 91 cos O+ 1%} e
! 1 15T
67) _—)—f 1+ let®+ / 202604 )(1+ //_‘U+4/.‘c‘~""-|---)d(~)
0
1;7 ,
=5 f(l+3)cos@+ A4 do
0

=1 in erster Anniiherung.

Man ersieht leicht, daf in erster Anniiherung fiir alle
I5(e) gilt:

68) I =1

!} Neumann, loc. cit. Gl. 44, S. 32.
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s 1st ferner

9

_ Py e
o=t f 05040
. J(1—22cosO + A*)

Setzen wir unter den Integralzeichen fiir den Ausdruck

im Nenner die obige Entwicklung ein, so erhalten wir

27

I‘(/)—— ]fcos@(l—{-?)lcos@—}— ~72—{—---)d(—)
0
= 3 ¢ in erster Anniiherung.

Daraus folgt in analoger Weise fiir die 17 (¢)
69) It = Qg+ De

Es geniigt fiir unsere Zwecke, wenn wir in dem Aus-
druck fiir @,, nur die I{(c) und die I{(c) beibehalten.

Beriicksichtigen wir, daf3

a 7 ]
. B=va
und
U’I ]
Qg+ 1D 2a

ist, so konnen wir @,, wie folgt schreiben:

Dyy = —cy RV1-—27cosw 4 12V 1—2 2, cos w, + 4

20) La Aq((/) A§(2) cos g + T ‘jlq((/“"))ﬂ(?)cos(w—mo) cos qq]

Es sind nun die elliptischen Integrale zu berechnen, welche
die A} (Z) darstellen. Wir werden auch hier wieder, ihnlich
wie Gl. 43 oben, versuchen, Rekursionsformeln fiir diese Grélien
zu gewinnen, um daraus die Grifienordnungen dieser Integrale
festzustellen.  Differenzieren wir z. B. auch hier A} () nach 7,
so erhalten wir
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2
L]

. Ap=1 _cosgOdo
AZ(A):J?_;--- S L G A A——

2p+-1
. (sm‘ o + 4% cos? ~@)~)

9

2
1}»c,osq@cos?(z)(—Zp—{--l)d@
e e s A=12++)

e 2
7 (sm"" -+ 2% cos® 5 )

Setzen wir im Zihler des zweiten Integrals der rechten

1—}-cos

Seite fiir cos® % den identischen Faktor - g 180 erscheint

darin das Produkt cos ¢ @ (1 4 cos @), das dargestellt werden

kann durch

cosq O+ cosqOcosO=cosqO+ %cos (¢+1)0 -+ % cos(q—1)0O

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks lilt sich das zweite
Integral folgendermassen schreiben:

5 ! cosq@coszgg-(—-—Zp-{—l)d@

p g 2pf3
: <sm" —+ A% cos? z)
o ap1 g cos @ d O
S T - 2p+3

2

(sm‘ -+ 2* cos? —%)

o

C2p 1T ees(g )OO
4 e 4

.. 6 2]
2 2 2
(sm 5 + A% cos 2)

=

27
_2p —i—»l‘l"*'l» n_ ~ cos(g — 1)6do

4 7 243

., 0 @]
(sm2-2< -} 2% cos? 2)

or
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Die 3 Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung

sind aber nichts anderes als Aj..1(4), AITI() und 4331 (2),
. AP+l i .

jedes multipliziert mit dem Faktor - Setzen wir weiter

das erste Glied der rechten Seite von Gleichung (70)

_ 2
pX ' cosq@ dO p e
7 L o TR @)
2
(sm2 + A* cos® 9)
v
so erhalten wir:
. 2p+1 2p+1 2p+l1
7y Ay =Ly -"T " abpd-"E A" S Al o)

Die allgemeine Rekursionsformel, wie sie uns in (71) vor-

liegt, gestattet die Berechnung der AT (2) aus den A% (2);
jedoch gibt sie uns iiber die Frage, die wievielte Potenz von
! A% (7) ist, d. h. iiber die Art, wie die 4] (1) unendlich werden,
¢

noch keinen Aufschluf. Versuchen wir daher nochmals einen
Weg, wie wir ihn bei Gleichung (41) und ff. begangen haben.

Es sel

p+1 : c
41;"(7)*; (*  csqOdO

T o Zpstas
2
(sm2 - 4* cos? )
i}

und
2z

/I""H : cosq(~)cos2—(§vd(~)
A”'(l)_ A"())—(Zp—i—l) —_— -

e (sih2 % -+ A*cos? (-j—)>

|12

l(a|+

p-+3

Die erste Gleichung mit (2p + 1), die zweite mit (1—12)
multipliziert, und die beiden Gleichungen addiert, gibt:
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1-4% :
2p+ 1) Ap D)+ -2 A (A= 2( 2__2 A D+ Cp+1)rAf4)
_{r ¢ 11
= »)-4-z(zp+1) Ay (A)
(bei Vernachliissigung der Glieder mit A* auf der rechten

Seite).
Aus (72) folgt direkt:

: A (2 )
73) A,q,.}_,(/.)=[§+;.(21;+1)] pfﬁr)l )I)»Jr]a_p)/nz 0

Fiir p =0 ergibt sich hieraus
73 AT =2450)—Q — %) A¥ (%)

ein Resultat, das identisch ist mit dem in Gleichung (43) oben
gewonnenen. Zur Herleitung der AN ans den AL (D) ver-
fahren wir in gleicher Weise:

Bekanntlich ist

27

[ ] < = (_
) AZ(Z):»l— cosqOdO
74) 7 L, 0 A
sin ?—}—Z cos* 5
0
und

cos(g 4+ 1)do
¢
(sm‘ -+ A% cos? f)
1]

=da cos(¢+1)O=2cosqOcos O —cos(g—1)O
;2cosq(~3 (‘2 cos”—,@—— 1)
1 2
—— ) do
n, (sm b A% cos — )
3 2

Multiplizieren wir (74) mit 4, (75) mit — (1—1%) und
addieren, so erhalten wir:

1 1
A W=

— A7 D
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4 A3y - (1= 2 AL (3)
g 1 (" 2cosqOdoO 9 (1-1%)(2cos® _1)J+(1 12) Al L
T . (‘) s ,2() L
J [sin® —r7 cos*
o

_4 <

‘f{‘ﬂ D) . & ) B ' ( q -~
—_-] - 2e0sq B dO sin* () 42 (os2 J +1 7 ]i—(l—/ﬁ")zl_l’) !
4 z() LAY 2
J |sin +A%cos? o
& 2

. ,0 CAY!
= 24NN -2224852)+(1 _‘;N‘L)Ag“"(}y) 1--3;[4 cosq 6 (sm* 2—-%22 0052?> de

Daraus folgt sofort

JWWQ=‘U+7)ﬂ

%) ( H— Ay ()

76)
S f4cosq() (sm »O~+/‘cosz (_)~>2(l(-)

= ~ g . . 1,4
Die Gleichung (76) lehrt uns, wie man die A5T (4) aus
1 . s .
den . A7), AL (7)) und einem elliptischen Integrale zweiter
Art von der Form der Jacobischen I Integrale berechnen kann.

Der Fall 4 =0 und der Fall ¢ =1 bedarf einer beson-
deren Betrachtung:

o
q

o 1 do
AW=52Vr 6, ou
sin®  + 2* cos® -
0 2 2

1 i <2 cos? (? = ]) de
AL (D) = e
E N 9\ 3
i N (sm"' 5 -+ A% cos? i;)
0

&

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2, die zweite
123
2

oo

mit — und addieren. Die Summe ist:

1905. Sitzungsh. 4. math.-phys, Kl 20
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o dt () — 12
a1 gr'?[-z— 1 — %) (2 cos? 3-~1)} .
=5 ﬂu "(“1’1;—(_4_7;;8'2'(.-)_); (
. 2
1 e (sng -+ 2% cos? ?) + 1 =72
o] (e )
: 2

1

1 C] CAY:
= (1 — 22 o} = sin? It cos? 5
(1 — 2% A (2) -+ nf(sm 9 -+ 2% cos 2) de
0
und

1+; 5 1. .0 O\
1 _— 10 an2 . 20052 -
7Y A5 (2) 2 1(4)— Zw)nf<5]ll , FAtcos 2) de
Y

In dem Ausdruck fiir P, ist eine Summe der Form
C */1 (}0)
Al (e)

enthalten. Die darin vorkommenden Af (1)) und AT (%)) sind
bestimmte Konstanten, die man erhiilt, indem man in der all-

).:‘1 [3 a *110 ((7 o) Li(A)cosqo + ‘1?(2)@05((1)—(1)0)005(1(,J
(

gemeinen Formel

ro 46
A;I’(/)—’— ;3,,_*_':

9
., 0 O\ 2
. (Sm2 o - A% cos® 9 >

i cosqg Gdo6
T 2 i

e G
an® 2 002
(sm o + A2 cos*

]
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fir p die Werte 0 resp. 1, fiir 2 seinen Wert im Kugelmittel-
punkt setzt. Wichtig fiir die Auswertung der Summe ist
A1 13 474
A; (/) und A(,; (/)
.fj.] ((,f) AU (C)

Wir wissen, dafi AJ(2) unendlich wird wie (— log ) und
ebenso A§ (¢) unendlich wird wie (— log ).

noch die Kenntnis der Werte der Verhiiltnisse

.

Daraus schlieBen wir, daf}

/1.3 (2) __log 2

78 =
) Al (¢) log «

Andererseits entnelimen wir aus Gleichung (73%), dal
- . . ’ 1
AT(2) und Al (¢) unendlich werden wie — Af (2) resp. — A (),

. .
d. . wie -, resp. wie
L ¢

Fiir das Verhiltnis erhalten wir also die Gleichung
47 (2 .
LA (».) o C
: s
Al (¢) A
Den Ausdruck fiir &, 1. e. fiir die erste Reflexion der

Kugelschwingung am Ringe kinnen wir jetzt in folgender
Form schreiben:

1 , — — log 2
Dy = — ¢, o R(1—ccos o) V1 —22 cos w, + A 10‘; i
@
2 A5 (Zg) cos q ¢
80) ¢
: c 1 . Vl W o
~ oy ”—( — € oS m) — 2 Jy cos wy 4 45

w
%ﬂ Af (2,) cos (@ — ) cos g ¢
Die Werte der beiden Summen lassen sich mit Hilfe von
Formeln, die von Neumann loc. cit. entwickelt sind, angeben:
w
Betrachten wir zuniichst die Summe Z)JIAII, (2,) cos q .
{

20*
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Die reziproke Entfernung ., des Kugelmittelpunktes vom

L
Polarkreis des Ringes stellt sich nach Neumann!') dar durch
1 - - 1
c.— W1 —2 1, o5 @y | A3 ommieiebe i ot :
I 0 T Yea V14— (0 — i) cos g

2 —C)

Ferner ist?)

1

i > Ab () cosqq

<

— PR 1
=V1—22 cosmy+ 2 Y 5
0

Durch Gleichsetzen ergibt sich also

o 1/2
81 1 AL (A cosqp =~ — S
) % o L Vl‘i‘;»é—(l'-lﬁ)CUS(//

w
Zur Berechnung von Y Af (4) cos (v — wg) cos q ¢ wird
0
uns der Ausdruck flir die reziproke Entfernung, wie ihn

Neumann Gleichung (28) und (29) S. 26 gibt, niitzlich sein.
Die beiden Gleichungen lauten in unserer Bezeichnungsweise
~ 1
V2ar V(14 72) (1 +42) — 442y cos(w —mg)— (1 22 (1—i)eosq

und

1) Neumann, loe. eit. GL 6, S. 17,
2y ibid. GL 10, S. 20.
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X
T =320 Cyd () Ay (%) cos p (w0 — wy) cos q
0 0

Die J}(Z) der zweiten Gleichung hiingen nur von den 7
des ersten Ausdruckes, die A, (Z,) nur von den 7, ab. Bilden

o~

. oL L. .
wir nun -37 flir 2 =20, so erhalten wir:

oZ 1 27, cos (0 — ;)

Xi=o 2 (]/1+)‘—(1—/0)cosr/>)

=YX CUIE @), _ Al cosp (@ — g cos
00 o

Nun ist flir p =1 nach Gleichung (69) und (692)
|

20 2q41

U Mi=o=2q+1

Dies eingesetzt giht

Ol =

lag | | S-S
27 | = 5 ZU,'I A (2y) cos (w0 — w,) cos q ¢
i=0
Es ist ferner
25 2

o~ 2 _ —
f(aa% ) cos (w —my) d(m—w,) = 2‘ Z_"i S0 _(ED (_U_O) d (ﬁ)__(’,)ﬂ)n.
o \ 94 V2@ ) (144 - (1~ 2) cos )}

=0
0
)aL Al (Z)cosq
und
22, 1

VZ at (1 + 2 —(1 - /0) cos )t
so dat schliefilich

2 7 %,q Al () cosqq

2127,

22) S AT (1) 008 gl =
¢ (A+X— (1-2Y cos )t
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®@,, lilit sich also jetzt in folgender geschlossener Form

darstellen:
Py — 0Ll YV1— 2, 2
2= T o, ¢ COS @ - coswo—i
log 7 1/2
10“0 1/1 /0—— 1———/)@05(
%3) V1-+ ( )

%9y, ;(1—‘000360)1/1— 27, cos my 4 A4

‘)V& cos (0 — wo)
(V1 22— (1 — 2) cos )
Wir haben nun die nitigen Daten, um nach der Formel
b=D,; + Py - Pyy + Popy + - -

die Potentialfunktion fiir den Aulienraum des Systems Kugel-
Ring, in der Nihe des Ringes, hinschreiben zu kinnen.

Wir erhalten fiir @,

I Vl — 2], cos m, + 1& 2./" AL )
‘0

By — ey
0 . 20
7 Va

/197 ’
}‘ : cos m - A2 {L" eho S (7) cos q q
]/a 0

o
-+ )_3” (¢h cos w + C3ysin w) Af (2) cos g ?

]1—2/cosw—}—/2 V1—22 cosw0+/0

81—y
log 2. ve
IOgC Vig & — (1 — ) cos g
=l 2 ] 1 —22cosmw+ A2Y1—2 7 P &)(; Ny

27127, cos (o — ”’n) B
(V142 - — 2)cosq)
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Da wir uns, um die Konstantenverhiltnisse, sowie um die
GroGe £ zu bestimmen, der Relationen
2Py _ 23D;
d V() a Y(2)

zu bedienen haben, haben wir zuniichst die Potentialfunk-
tionen fiir den Innenraum von Kugel und Ring auf-

zustellen.

Fir die Kugel gilt wieder?)

sinkr I} sinkr —krceoskr IR*

ERGES c’°éi?70.[é ¥ + “Uenk R —kReoskR ¢ ¢ e

mit den Randwerten
b=c¢,+ ¢, ,cos 04 ---

Fiir den Innenraum des Ringes, wo @ den Randwert hat

/1 — ] ‘2'
O = 1 -(l/(’;)s 0 + ¢ [Lq ¢k cos (¢ 7) ]()(r ¢
0
— ﬁ‘,l (¢y cos o -~ U4 sin ) cos q ¢ ’] + -
- :
gilt?)
/1—2 -4 2% Aj
O, = 1 V(,os o lbw’” cos ¢ (/ 45 (e ) :1’(;_)
41 0 0 e)

. 9

-+ You(eh cos @ + Chysin @) cos ¢ ¢ AL It () 4 ]
0 11 ()

Fiir die I (2) resp. I} (¢) hatten wir gefunden

1 1. S. 49, Gl. 30.
2) Neumann, loc. cit. Gl. 44, S. 32.
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. p— ) Voeoew (0 16
no=4=R""" | e
& 7T _2L'1'3—a?k?+1
(1-—272cos @4 1% 2
1)2()
W VETER (b
(1 — 2% cos p Odo -
+ B 7T -2 l 2 u‘:‘ I‘L‘j ]‘
(1 —27Z cos O+ 1Y) e
0
r=12..
Also ist
oy V2—a2 k2 ~
by (=Y . de
L) = Q7 . 2 48 - a2k - 1
(1—24cos @413 2
4 (¥ — a* I 1 |
—14ntle .‘i )+ 1y
und
T — (1—2% V-t cos O d e
12y = D 2 o2 a2kt 41

(1 —272cos O+ 4% 2

0
=12V —a i+ 1)

Entsprechendes gilt natiirlich auch von 7§ (¢) und 77 (¢),
so dal3 die Beziehungen gelten

A O

2
1o _1+;. -
e — (gt — at ) -]
OISR LV

It (7Z) . 4
Ii(e) ¢
) Hier muf 22 beibehalten werden, weil bei der Differentiation
nach 72 die Konstante fortfiillt, und das Glied mit 2 das Hauptglied
wird; vgl. 1. 8. 55,
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so dafs man fiir @; des Innenraums des Ringes die Gleichung hat:

/1~
(])‘.=_11 27(,050)—}—7‘

Va
— arl?
1+;L4(f1 ;7)45_1
86) lﬁqa,,(cf'_:ocosgq' loge —+ _— N
. 1_{_0&4( 01-7u)+1

1
— 2_'”'11 (c% cos m + C4f sin @) cos ¢ ? ] )

Bestimmung der normalen Ableitungen am Ring.

]((z

S " 9
Auch in diesem Falle geniigt es, um = ! kennen zu
p

lernen, aus demselben Grunde, wie S. 11, die Differentiation
nach 2 auszufiibren,

Wir fanden fiir @, (Gl. 34):
R, Vi—21],cos my+ 4

R
= gre= 5
(1)(1 (10 = €20 .l/(b j‘[u (ZO) 7
1—2jcosm + At [ &
) v’ s [Lv ¢y A§(7) cos q

-+ )_,'1 (¢h cos o = Oy sin @) A% (2) cos q (p]

Al

m{)all—’icosm-{—/*]/l—— p COS @, - 7
‘log).“ Vo
loge V14 22— @1 — 2) cos ¢

mo 11—27005(:)-{—/‘1/1—9) cos w, + 4;

2 ]/ 2 2, cos (@ — )

W1+ 22— 11— 2)cosq)

‘)s 1 fir g=—0
8,1 2 fir q=1,2,3,....
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Vor der Differentiation ist # durch 2 auszudriicken. Fiithren
wir dies gemify den Gleichungen (23) und (23%) aus, setzen
weiter fiir Af(7,) und Af(2,) die gefundenen Werte ein, und
ordnen in einer fiir die Differentiation etwas bequemeren Weise,
so erhalten wir (fiir @, in der Nihe des Ringes)

l/l — 272 cosm—{—)L

Dy = — % []O(" , L’l &q C)O cos q g
Va 0

1 = . ’
- Y g (631 cos w + Cii sin @) cos ¢ (/‘J

0

Ve

+ c ] 1 — 0) COb Wy /.., e ——
03¢ + V1+72— (11— eosq

[Vl —22cosw 4 2* — (1 — ¢ cos w) gi}
C’

2 V27, cos(m—am,)

(V12— (1 — 2)cosq)*

) oSt 42
+ i " V1—22,cosmo -+ 723

SO 2 2 1
[1/1 — 2/ cosw 4 2L — ‘/ (1 — ¢ cos (:))J )

. . . 3D -

Hieraus ergibt sich fiir 5 —)" unter Beriicksichtigung des
Umstandes, dafi nach der Differentiation 2 = ¢ gesetzt wird:
2D, (1/1__'27(;05(»#7 >llor£ i

L T o B GO X € C2 COS (1 ¢
34 4 Va 5
1 = q " -
. Y1 (€a1 cos @ - Csp sin @) cos ¢ ¢
87) 0
Vl-—2ccosw—}—c‘
= Va 2./’ € Cho COS ¢ ¢
a
1 = p 0
+ FL(I eq (¢i1 cos @ ~+ O3y sin w) cos ¢ ¢
0
Y fiir ¢ =0
£, = fir g=1,2,3
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. ‘)7 f / = i
-+ (,m g I 1 - c0S c)o + Vl 4+ 2 — (1 — 2)cosg

L s 1-_J_>
[——clbgé— . loge

412 4, cos (0 — )

ST ]1—2) cos w, + A (1/1+/U_(1_/ i)

) . LoDy
Die Gleichung fiir 57 lautet:

v

e N (= ey
3Ll al Va

14 4 - a* )+ 1

; 4
lo: i '{ » ) P 2 .4
[ 0g ¢ 2%y clo eh3 1 4 | L@ —a ) +1
i 4
88)

1

— '1 e,, (¢31 cos @ + U4y sin m) cos ¢ (/J
¢
1]

w0
— e i cos g loge2ate
0

Ve
Va

0

1
i L'lﬁ, (ch1 cos @ 4+ U3 sin @) cos q ¢ J

Hinsichtlich des im zweiten Gliede der rechten Seite auf-

tretenden Faktors — 2 a*L? ist zu bemerken, dafz sich fiir den
Differentialquotient nach 2 von

272
l+/24((1 c;])—}-l
- 2 g2 ) 4
et
4
eigentlich ergibt

4(@¢—-a 7;") +1
2
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dal; es jedoch gestattet ist, die Grile ¢* zu vernachlissigen,
so lange es sich um kleine ¢ handelt. Denn setzen wir
auch hier
k==Fk,+ ¢ (wo ¢ eine kleine Grifie)
so Ist
a*l*=a*ly +2a*k, e

(indem Glieder mit £* vernachliissigt werden), groly gegen ¢
denn es ist erstens

N . 1
a*ky groly von der Ordnung S K
und v
2atk,e . P L = £
acV2 K, VaK R
/a
2a*l, e . . 2Va

cK, V2R

Wir haben jetzt die beiden Differentialquotienten einander
gleichzusetzen, und bemerken zuniichst, dali das erste Glied

.. 3D, .
auf der rechten Seite In Ve dem ersten Gliede der rechten

o

oDy L .
Seite in »aa-/;- gleich ist. Wir erhalten demnach:

Vi—2ccos o+ c¢t[1 =
— V__- -ans,, C.o COSH @
o

[}
e 1 ¢
-+ 5 Saeg (621 cos @ + Cfysin w) cosq ¢
0
It /1 __ 9 A 40
8()) -+ ¢4 924 Y1i—2 ;"o cos m, + Aa }:'IA() (;0) cos (q g

[ 1 1
= —cosw | 1— —~
| cloge log ¢ >}

Cla 5 Vl — 2 cosmy + 4 L"Aq (4y) cosq g cos(m—amy)
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Va

/1— 2¢cosw—+ ¢ . Y
. } + —2a*k* clog ¢ Yjue, ciocos q
. 0

] = .
= > (i cos o + (%) sin o) cos g (,r]
0

wo k¥ = (k, + &)* ist. (¢ ist eine kleine Grolie.)
Durch Gleichsetzung der Glieder, welche cos o oder sin o
nicht enthalten, ergibt sich:

B q
_ -}_‘,qa,, €3 COS ¢
0

10 O “'

90) —e¢ & V1- 27, cosm, + 72 iq Ab (%) cos q ¢
0

cloge

C @
log ¢ 2 a® (ky + &)* Yueq hocos q ¢

- +'V(t o

w
Losen wir nach Yjee, cho cos g ¢ auf, und setzen wir die
0
den Grofienordnungen von a, & resp. 2 a*k, entsprechenden,

S. 304 cefundenen Werte ein, so erbalten wir
D L]

cm]i]/l——210cos-w(-,-—i—/'ji;qu(/'.o)cosqr/,
91) ):‘&, chocosq p = — - = : —
o . daV2acec(— logc)?
log ¢ hat im Nenner von 91 negatives Vorzeichen, da I,
unendlich wird wie — loge¢. Fiir 12 konnen wir noch den
sich aus der Synchronismusgleichung ergebenden Wert ein-

setzen, so dali wir schliefslich erhalten

JEGY BPPVE T R I
) cmnVl—‘.)./.,,coswo + 230 40(4,)cosqq
92) Yngcdhcosp = — —— e’ = =
7 SVae (— log ¢)

Fiir ¢}y ergibt sich

g T V1—21,cos w, + 2 A (%)

92) e ¢l = —
SVae K,
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Durch Gleichsetzen der Glieder, weleche cos @ enthalten,

®
erhiilt man eine Gleichung fiir die Konstante Yjock cos q ¢

0
. 1 1 = ;
93) g Coy €OS G ¢ — = Yueg C21 €08 4 g
| @ ‘o ¢ ]/(l' 0
Ci0 11/ A, g
oF RV1 —212,cos w, 4 2233048 (A5) cos q ¢
0

L / 97 : 72 17 (7 3 08
AT V1 — 2%, cos w, + 45 30 A1 (2)) cos q p cos m,
= t

2

2¢ : B2 @
==y log ¢ a® (ky+ €)Y 0e, ¢ho cos gy + Y e eh cos ¢ g
a 1]

1
Va5
Daraus folgt, bel Vernachlissigung von Gliedern mit ¢?
(die auierdem VK, im Nenner haben)

{;q £,Ch cosq g = — C’]“/{ RYV1-—2. / oS ¢ ”’o -+ i
o
94)

[L‘q Al (4) cos q p — Y0 A1 (4) cos q ¢ cos u)“]
0 0

Durch Gleichsetzen der Glieder, welche sin o enthalten,

o
ergibt sich fiir Y30C% cosq ¢
0
P

1 R R A
. . o e o 32
- "‘V(l 2 v, Chicosqq ¢y . 5 sin V1 -— 217, cos m, + 4

ﬁq‘l_'f (A cosqg o=+

0

1 @
(QV]V/GV Yey Ch cosq q
7 721

ﬁq ey O3 cosqq
96) 0

ol

L. = — ——r
=, c* " sin wy Yo AT (A) cos q g - V124 cosmy+ £
1Va 0
Auch in (94) und (96) kann I durch den sich auch (10)

ergebenden Wert ausgedriickt werden.
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Um % resp. ¢ bestimmen zu konnen, ist es erforderlich,
die Operation
3P, 3y
av  aw

aunch an der Kugel auszufiihren.

.. D,
Aus der Gleichung (84) erhalten wir fiir Ty
R 1 Vl 27 cos o -}—ln
9/) 3y = C10 lﬂ _i‘ R VCL 0 LQC)()IL) (ZO)QOSIJ q

b, . :
withrend wir fiir aa rl aus Gleichung (85) den Wert finden:

D
98) 3 r) = -— ¢ 113 4 leotg b I8
Also st
g,V oy B
ORI R RVa
99)
=— %"— + e keotgk B
und
20 48(2,) e, i

99°) YL sy eon iy 17

ol cotg b R = ~O—*R ﬁﬁﬁﬁﬁ Ve

Diese Gleichung, Gl (92%), sowie die Relation (51) geben

uns folgende quadratische Gleichung fiir «

a(l—27,cos w, + 7) [A” ()0)2 5 }_ﬂ AT (/0)}
100) ke* R*=- - i

- 8 K.a
: . 7 . . ..
Nach Einsetzen von k = 3 ergibt sich fiir ¢ 22 der
< 4y

Ausdruck
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V1—-22 cosw,+ A2 Aﬁ(). )2 -y qu- WWVER
(1] [ 0 2.1 ‘0

101) 81-3=+.i = >

Aus den gleichen Griinden wie oben entscheiden wir uns
fiir das negative Vorzeichen der Wurzel.
Mit Hilfe von (101) stellen sich danmn die Konstanten

= o]
Yag ¢ty folgendermalien dar:
0

(s ]/R L’I flu (If ) Cos f ¢
102) i)" £, Cho €OS q @ = )
! 1V K, l/ 9 2_,(1 (/m) 4+ Al (/O)L

Nach Einsetzung der Konstanten wird dann ¢ am Ringe
(denn auf diesen Wert kommt es vor allem an):

103) =&
AV K. 20 AL(2,) cos q ¢
P VR ]/lﬁ——_)(_m% w+ ¢ _:(] ]{"%“ Ao (o) cos g g
10 n V” / ; X 1 ® N g
]/ A G+ b G
1 .,
] V1-"21, cos m, + & (— ¢) [ o AL (2,)) cos q g cos o
’a 0

@©
— Y At (2,) eos q
0
Setzen wir hier {iir
‘:f !{ - g tf,‘ q -
Yoo b () cos g und fiir Yo AT (4)) cos qq
i)
die in (81) und (82) gefundenen Werte ein, so wird

bt VEVI=2ccsw + ¢
1034 4Va

] i 2 VK, l/§ - .
L e o —
]/ Ay Gl 4 30 AL AP V1A 2 = (1 — £) cos ¢
LE8 1

o
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_ ,(i_l L ]/1 — coswo—i— AU[
Va

V& cosw
V12— —)cosq

. 2)2 Ay cos (0 — ) ]
(V147 — (L — 75 cos ¢)?

Aus dieser Iormel konnen wir ein sehr interessantes
Resultat entnehmen. (103) sagt aus, dafy die Schwingung des
Ringes abhiingig ist von der ¢-Richtung, oder mit anderen
Worten, dal; der Ring eine longitudinale Schwingungs-
komponente in Richtung seimer Peripherie besitzt.

Die Kriifte, die von der Kugel auf den Ring ausgeiibt
werden, berechnen wir nach den von Korn (loc. cit. 8. 139)
entwickelten Formeln. Iis wurden dort gefunden

4

. " A £
X=" J D cosnwd

2]

: whk* o
Y = 0 J D cosnydm
Q
’ ol [
L= . D eosn 2 dwm

Hier haben sich die Integrale iiber die Oberfliiche des
Ringes zu erstrecken, dessen Oberfliichenelement nach Neu-
mann') gegeben st durch

/ 2atcdwdyg
do=——
(I —2 ¢ cos m 4 ¢4

Fiir die drei Richtungs-Kosinusse erhalten wir?)

!) Neumann, loc. cit. 8.39. Wir vernachlissigen, der bisherigen
Praxis gemiifi, in dem von Neumann gegebenen Ausdruck das Glied
mit — ¢

%) Mit Hilfe der Nenmannschen Formeln 10, S. 14,

1905. Sitzungsb. d. math.-phys. K1. 21

4
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o4 sin @ 7

3y 343r 1+42lcosw 4 A*
3y 3y L cos ¢ (cos w — 2)

104 COSNY === = AT T T
) Y o BT 1-—-24icosm 4 A%
3z 2234 sin ¢ (cos @ — 1)

3v  9idv 1-—27cosm+ A%

Bei der Ausfithrung der Integration setzen wir fiir 4 seinen
Wert an der Ringoberfliche, d. h. ¢, und erhalten so Integrale
der Form

27 27

= M ((2 ke f J‘ P s sin ododqg
(2 (I1—2ccosw + 04)3

Q2 22

105) M (t‘7 PJ‘ J‘(J)‘ cosp (cosm —e)d o dqg
5 -

- 2c¢cos w4 ¢4

2x 27
P alk (’J‘ J Drsing (cosm - ec)ydmdyg
(1 —2cecoswm - )

S—

Fiir X erhalten wir, wenn wir in @ fiir VK, den aus (10)

RV2 . i
entnommenen Wert ~— = einsetzen, und berilicksichtigen, daf
o

¢
'.L‘ 275N2) o g "" g2 2 7T
Yo di Ay =27 A2 () + 2 Y0 dy (2) =
u |

1st resp. daf3

-

E/ fi’-’ A? (20)2 o ‘/ A2 (/{))‘ - 9 Z:/ 4.”; (_/1(,)7‘; —= ]/ /']

0

1st, den Wert
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N &R VR, Vi, V1—21, cos w, + %
- 21/.3 «
sin @ cos (w — wy) d w d ¢
ff(l 42— (L—2)* cos p)* (1 — 2 ¢ cos o )+ ¢*)
a0
wlt e, R*V Racl, ]/Zo'sin w, Vi— TZTOC—OSv w, NEyF
106 =" = :
2V9%a
do

Of[(l + )—(1 — /0)‘005(”‘

ok, R VR = csin w, (144 V1— 27, €08 0, ?/_5
82, V4,

Liegt das Kugelzentrum auf der Rotationsachse, d. h. wird
A, =1, dann ergibt sich X zu

wkel, R? V R 2% sin , V1 —¢cosw
212

Fillt  der Kugelmittelpunkt mit dem Mittelpunkt des
Polarkreises des Ringes zusammen, dann nihert sich sin o,
der Null, und damit wird X ebenfalls Null, was in Uber-
einstimmung mit der Aussage 5. 286 ist.

106 X =

Fir Y erhalten wir, nach Ausfithrung der Integration
nach d o

2
- ey [ RPJ, cos ¢ d ¢
107) v =* w{_* oJ" ceosgpdg
7) 4 ( L4+ 4 —0 —2)*cos ¢

2z

7’21/1?7(.*]//»0]/1—2/ COS(oo+/UJ" €os ¢ dq¢

2V Va T 2=~ Aoy
/ Raneri V1— ; 1 COS(/](Z(Y
+ RV Banc LoV 1—27 cm()o—}—/ocow) (1+/0 (1 }ﬁ)cos(/)

21*
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_nke 72[13 (1—1) BV EcY/1—2lcos w,+ 2 (1— 7,)

4 4“(1‘*‘70) S]/.Jai (L4 2y
4 R4]/1» ]/a ¢t cgs_(ﬁ_]/l =2 9 2 oS W, - /(, a —Aﬁ)]
16 4,
107%) Y=0

Die Kraftkomponente in der Richtung Z stellt sich dar
wie folgt: 7=
lu]c-'l("f"_ Rat*N.ac ey sing {cosm — cydwdp
4 4}_,711 (/0)1J e -(1-—Z3)cosy )(L— Ceosm ¢ ‘)‘

0 o
]. VRTV]&,((:“V] — 2, cos (:)n—i—/0

4]/ Lz AL (7,

108) j‘j sin ¢ (cosmr — ) cosamdm dq
( (142 — (1 = A)eosg)(l — 2ecosw + ¢4)*

0 0

]’VRV] —z/ cosn)(,—}—/,:r]/[xr]/((o2 )

]/ X 4] -

:JTJ:T sin ¢ (coq o —c)eos(w —og)dody
(14 2—(1—2)cos g)*(1 — 2 eccos o 4 ¢*)?

oo

Da siimtliche Glieder der rechten Seite bei der Integration
nach ¢ verschwinden, so ergibt sich

108%) Z =0

Dieses Resultat erkliivt sich daraus, dali die z-Achse
unseres rechtwinkligen Koordmatensystems mit der Rotations-
achse zusammenfillt, und die = y-Ebene den Kugelmittelpunlkt
und die Rotationsachse enthiilt.

Eine Umrechnung der {tir X und Y erhaltenen Werte
auf rechtwinklige Koordinaten unterlassen wir, da sich eine
Vereinfachung der Formeln dadurch nicht ergibt.
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Unsere Resultate kinnen wir in folgende Siitze zusammen-
fassen:

Fillt der Kugelmittelpunkt mit dem Mittelpunkt des Polar-
kreises des Ringes zusammen, dann treten keine Kriifte auf,
und das Gleichgewicht ist stabil, denn erteilt man der Kugel
eine kleine Verriickung aus dieser Gleichgewichislage, so treten
sofort Krifte auf, die den Ring in die Gleichgewichtslage zu-
riickzufiithren suchen.

Fiir eine in beliebiger Richtung vor sich gehende Ver-
riickung sind diese Kriifte der Form

, sin e, (1 -+ V1 —27, cos w, + 2
X = Km, my — o ( +-°) 11— 24 cos wy + 4

o Vi
Y= K mn (=4
V (1 + 7))
Z=0

Fiiv eine in Richtung der X-Achse vor sich gelende
Verriickung, also fir 4, =1, o, <=, erhiilt man

X=Km m,sinw, V1 —c¢cosw

Y =0
Z=0

I, K, m; und m, sind Konstanten, von denen die letzteren
von den Dimensionen der Kugel und des Ringes abhiingen.

Zugleich zeigen unsere Resultate, wie man die Theorie
der universellen Schwingungen von Systemen schwach kom-
pressibler Korper in einem inkorrepressiblen Medium auf andere
Gleichgewichtsprobleme anwenden kann, wie z. B. auf das
Problem des stabilen Gleichgewichts des Systems von Saturn
und seiner Ringe.



