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Ueber die sogenannte Grenze und die Grenzgehiete
zwischen Convergenz und Divergenz.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 12. Dezember.)

§ 1. Ueber die DuBois-Reymond’sche Function 7 («) als
Grenze zwischen Convergenz und Divergenz.

In seinen ,Untersuchungen iiber die Convergenz und
Divergenz der Fourier'schen Darstellungsformeln“?)
hat Du Bois-Reymond eine Function 7 («) eingefiihrt,?) welche
filr ¢ = 0 ohne Maxima und Minima verschwindet und
,die Grenze der Convergenz und Divergenz des Integrals:

o

'J‘(z et
(93

0

bildet“. Dazu bemerkt er zuniichst in einer erliuternden Fnss-
note: ,Die Einfithrung dieser Function 7 (¢) kann als
Widerspruch mit dem Schluss angesehen werden, dass
es keine Function gibt, weleche die Grenze zwischen
Convergenz und Divergenz bildet. Ein Widerspruch
ist indessen hier nicht vorhanden. Die genauere Er-
orterung dieser etwas subtilen Frage werde ich dem-
niichst an anderem Orte geben.®) Hier nur in Kiirze
die Andeutung, dass die Funection z zu den von der

1) Abh. . bayer. Akad. d. W, CL 1L, Bd. XII (1876).
2) A, a. O, Tinleitung, p. XV,
3) Dies ist, so viel ich weiss, Teider nicht geschehen,
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Sette der Divergenz wie von der Seite der Convergenz
her sich ihr nihernden Functionen in #ihnlicher Be-
ziehung steht, wie der Kreis zuden ihm umschriebenen
und eingeschriebenen Linien .. ..

Dies mag anf den ersten Blick ganz plansibel erscheinen,
auch wenn man davon absieht, dass das zur Erlinterung heran-
gezogene Beispiel des Kreises als Grenze der umschriebenen
und eingeschriebenen Polygone durchaus unpassend gewiihlt
1st.  Denn der Kreis kann unabhiingig von jenem Grenz-

3

Processe reingeometrisch oder analytisch vollstiindig definirt
werden: derselbe erscheint also bei dem fraglichen Grenz-
Processe als ein a priori schon vorhandenes Object, welches
lediglich zu einer unendlichen Iolge von umschriebenen oder
eingeschriebenen Polygonen in eine gewisse Beziehung gesetzt
wird, genau so, wie z. B. die rationale Grenze ecines anbe-
grenzten periodischen Decimalbrueches zu der betreffen-
den Folge von endlichen Decimalbriichen.

Im iibrigen fithrt gerade diese letzte Bemerkung unmittel-
bar auf ein vollig zutreffendes Analogon, niimlich die Einfithrung
der Irrationalzahlen auf Grund der Cantor’schen Defini-
tions-Methode.?) Hier wird einer passend gewiihlten unbegrenzten
Tolge von rationalen Zahlen (2. B. einem nicht-periodischen
unbegrenzt fortsetzbaren Decimalbruche) ein neues Zahlzeichen
und damit eine neue Zahl zugeordnet und als Grenze jener
Folge von Rationalzahlen bezeichnet. Dieser neuen Zahl
konnen dann bestimmte Eigenschaften nur in der Weise
beigelegt werden, dass dieselben durch entsprechende Eigen-

1) Du Bois-Reymond verwirft freilich in seiner ,Allgemeinen
Functionen-Theorie* (Tibingen 1882) jene ,rein formale® Auttfassungs.
weise des Zahlbegriffes (a. a. O. p. 55), ohne aber etwas besseres oder
iiberhaupt nur branchbares an deren Stelle zu setzen. Weder der Du
Bois-Reymond'sche Tdealist®, noch sein ,Empirist® gelangen zu
einer arithmetisch-strengen Definition  des  allgemeinen Zahlbegriffes.
Was im dibrigen  bei  dieser angeblich [ philosophischen®, schwerlich
aber mathematischen® Betrachtungsweize herauskommt, davon liefert
die genavere Untersuchung der in Rede stehenden Fuuetion 7 (a) ein he-

redtes Beispiel,
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schaften der betheiligten rationalen Zahlen definirt werden.
So gilt z B. jene neue Zahl (Irrationalzahl) als positiv,
wenn alle Terme der definivenden Zahlenfolge von irgend einem
hestimmten ab {iber einer gewissen positiven Zahl liegen; sie
heisst grisser als irgend eine rationale Zahl «, wenn alle
Terme von irgend einem bestimmten ab > a +4-¢ sind (wo
e>0), ns. f.

In analoger Weise kann man einer passend gewihlten un-
begrenzten Functionen-Iolge ein neues Functions-Zeichen
znordnen und gelangt damit zur Kinfiihrung einer neuen, etw:
als Grenz-TFunction jener Folge zu bezeichnenden Function,
sobald es gelingt, {ir jenes neue Functions-Zeichen be-
stimmte Kigenschaften, Grissen-Beziehungen, Rech-
nungs-Operationen durch diejenigen zu definiren, welche
den einzelnen Individuen der betreffenden Functionen-I'olge zu-
kommen. In diesem Sinne kann man z. B. ¢® als Grenz-
Funktion der Folge:

\ 1l \ 2 m\"
(1+*). (1+”), (1+i>.
1 . 2 v
oder lg 2 als Grenz-Function der Folge:

1-(]1'@'— 1. ‘_’-(]gf.l'— 1), Y 1’-(]'1/4;' - l), ..

einfithren.

Von einem Versuche, die fragliche Funetion 7 (¢) in solcher
Weise wirklich zu definiren, ist nun freilich bei Du Bois-
Reymond mit keinem Worte die Rede. Ir sagt dariiber ledig-
lich Folgendes:1)

»Wenn man die Grenze zwischen Convergenz und
Divergenz auch nicht wirklich darstellen kann, so
hindert dies nicht, in den Calenl cine ideale Function

t(«) einzufiihren, von solcher Beschaffenheit, dass das
Integral

DAL O . 4D,
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[43

f{] a- T<Ct)

]

convergirt, dass aber jedes Integral

«°

fda.I(ﬁ)

«
0

divergirt, in welchem ¢ (¢) > v(«) gedacht sind.*

Iech muss bekennen, dass ich von einer solchen ,idealen®
Fuonetion keine rechte Vorstellung habe. Angenommen aber,
sie liesse sich in dem oben bezeichneten Sinne wirklich defi-
niren, so kann man nach emer bekannten Methode sofort anch
Functionen 7, () > v («) (and sogar: 7, («) > 7(a)) herstellen,
fir welche das Integral:

i

f(l a- & (_a)

0

ebenfalls noch convergirt: alsdann stellt aber v («) nicht die
praetendirte Grenze zwischen Convergenz und Divergenz dar.

Hiernach erscheint die Einfithrang einer solchen Function
7 (a) unzuliissig, nicht deshalb, weil sie durch bekannte Func-
tionen nicht dargestellt werden kann, sondern weil die blosse
Annahme threr Existenz auf einen logischen Wider-
spruch fiihrt,

Man konnte nun etwa zur Rettung dieser Function 7 («)
auf die Riemann’schen Flichen hinweisen, deren sich gegen-
seitig durchsetzende Blitter zwar nicht mit unseren Denk-
gesetzen, aber, genaun genommen, mit unserem?) geometrischen
Vorstellongs - Vermdgen im Widerspruche stehen. Man to-
lerirt aber diesen Widerspruch lediglich wegen des prak-
tischen Nutzens, welchen die fragliche Fiction der Functionen-
Theorie thatsiichlich gestiftet hat. Ein solcher ist ihr je-
doch aus der Kinfithrung der Funetion z(«) bisher nicht

1) Vielleicht auch nur mit den meinigen ?
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erwachsen?) und steht auch kaum zu erhoffen: in Folge dessen
liegt auch keinerlei Grund vor, die so wunderbar vollkommene
und pricise Sprache der Analysis durch dergleichen ,ideale®
Zuthaten zu verunzieren.

Q

§ 2. Ueher Grenzgebiete zwischen Convergenz und

Divergenz.

Withrend sich die Annahme einer Grenze zwischen der
Convergenz und Divergenz des Integrals

"
. o (a)
‘(/ o INE
o) «
t)

als unzuliissig erwiesen hat, kann man in gewissem Sinne von
Grenzgebieten zwischen der Convergenz und Divergenz eines
solchen Integrales reden. Der Sinn und die Tragweite dieses
Begriffes soll jetzt einer genaueren Untersuchung unterworfen
werden und zwar will ich dieselbe, um sie moglichst elementar
zu gestalten, zunichst nicht fiir ein bestimmtes Integral,
sondern fiir eine unendliche Reihe fithren. Dabel kann es
sich selbstverstiindlich lediglich um Reihen mit lauter gleich-
bezeichneten (etwa positiven) und monoton gegen Null
abnehmenden Gliedern handeln, da fiir andere Rethen (geradeso
wie fiir bestimmte Integrale von Functionen mit unendlich vielen
Muaximis und Minimis) die Moglichkeit derartiger Betrachtungen
a priori ausgeschlossen erscheint.

Es seien nun ¢,, d, (v =10,1,2,...) zwel monoton gegen
Null abnehmende Folgen positiver Zahlen von der Beschaffen-
heit, dass Xe, convergirt, Xd, divergirt und dass d, > ¢,

) Du Bois-Reymond sagt hieriber — am Schlusse der oben
citirten Fussnote — selbst Folgendes: ,Praktisch braucht man ibri-

gens unter r nicht die Grenze der Convergenz und Divergenz

selbst sich vorzustellen, sondern es geniigt, darunter eine

I'unction sich zn denken, dieder Grenze nither liegt, als alle

anderen in den gerade vorgelegten Caleul cingehenden.®
1896. Math.-phys. Cl. 4. 40
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e . . d, .
fiir jedes endliche », lim - == o . Nach bekannten Sitzen aus
r=w Oy
der Reihenlehre!) konnen hierbei die ¢, und d, als ,beliebig
nahe“ an einander liegend angenommen werden, d. h. so, dass
. d, .
der Quotient — mit unbegrenzt wachsenden Werthen von »
e,

beliebig langsam ins Unendliche wiichst.

Bedeutet jetzt a, (» ==0, 1, 2, . . ) ecine andere positive,
monotone Zahlenfolge, so convergirt die Reihe Za,, wenn
fiir alle Werthe von », zum mindesten von einem bestimmten
Werthe » =n ab:

(A) G0
sie divergirt, wemn fiir » > n:
(B) a, > d,.

Ist dagegen, wie gross auch » werden mag:
(C) e, < a,<d,,

(wobel man die Gleichheitszeichen so zu verstehen hat, dass die
schon unter (A) und (B) erledigten Iille: «, = ¢,, benw. a, = d,
fiir » > #, wegfallen), so kann die Reihe 2w, noch convergiren
oder divergiren. Wir wollen alsdann sagen, sie gehdre dem-
jenigen Grenzgehiete zwischen Convergenz und Divergens an,
welches durch die Schranken (¢)), (d,.) definirt wird.

Nun darf man aber ja nicht glauben — und dieser Irr-
thum ist thatsiichlich von Du Bois Reymond und anderen
Reihen - Theoretikern begangen worden — dass bel irgend
einer Wahl dieser Schranken alle iiherhaupt moglichen
tethen mit positiven, monoton abnehmenden Gliedern in
drei wohlgesonderte Classen vom Charakter (A), (B), (C)
zerlegt werden konnten. Vielmehr gilt der folgende Satz:

Wie man auch die monotonen Zahlenfolgen (¢,), (d,)
annehmen mag, so giebt es stets unendlich viele mo-

1) 8.z B.omeine _Allgemeine Theorie der Divergenz und
Convergenz ete.”, Math, Ann., Bd. 35,
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notone Zahlenfolgen (a;), welche keiner der drei Clas-
sen (A), (B), (C) angehdren; niimlich solche, welche eine
der beiden Schranken (¢), (d,) oder auch beide unend-
lich oft durchsetzen, also durch eins der folgenden drei
Ungleichungs-Paare charakterisirt werden:

(A a;, < ¢ G e e
(B" a, > d; e < a, <d,
(" a; < ¢, a, > d,

(Dabei bedeuten die 4 und g von einander verschiedene
Zahlen, von denen heide Kategorien in unbegrenzter Anzahl
vorkommen und die in den Fillen (A"), (B) die Reihe der
ganzen Zahlen », zum mindestens fiir » >n, vollstindig er-
schopfen).

Beweis. Es bedeute p, (»==0,1,2,...) eine ganz will-
kitrlich anzunehmende Folge heliebiger positiver Zahlen,
m, eine positive ganze Zahl oder auch die Null. Man be-
stimme sodann eine ganze Zahl m, = m, und weiter eine un-
begrenzte Folge wachsender ganzer Zahlen m,, my, . ... in
der Weise, dass:

2. . < n.. . << . . . . s, f
pl ([m] 0 nmo’ 2)2 Cm.z \pl (]ml’ p:} (711z3<])2 01112’ UEs: f"

was offenbar stets (auf unendlich viele Arten) moglich ist, da
sowohl die ¢,, als die d, mit wachsenden Werthen von » mo-
noton gegen Null abnehimen. Man erhilt durch dieses Ver-

fahren eine unbegrenzte monoton abnehmende Folge von
der Form:

PyrC, s P od

mg? my? Ot 1)21-"(":112,:’ p:lk-]—l.cmzk_l_]’ S

Setzt man jetzb:
(1) 1)2 & Cmgk =

und bestimmt im {ibrigen a; fiir alle ganzzahligen Werthe von 7,
die zwischen a, und m, 21 (A==0,1,2,...) liegen, in der
Weise, dass «, Im v=my, w; -+ 1,

“,,,21:7 ll;!l:+1 ’ (Zm.z k1 - u"’ik—{-l

.. .4 monoton von
(N abnimmt, so bilden die a, fiir v =0, 1, 2. .. eine

fO*
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unbegrenzte monoton abnehmende Folge, welche unendlich
viele Terme von der Form (1) enthilt.

Durch passende Wahl der bisher noch willkiirlich gelassenen
Zahlen p, kann man schliesslich erreichen, dass die Zahlenfolge
(a;) einer der drei Classen (A"), (B), (C') angehort. Nimmt

man z. B. p,, <1, ])2,:+1> 1, so wird nach GL (1):

";ng,: < L a"/"2k+1 > (Z'"zz.-+1 )
so dass also die Folge (a;) der Classe (C') angehbrt.
Beriicksichtigt man ferner, dass (zum mindesten von einer
bestimmten Stelle » = n ab) d, > p-e¢, sein muss, wenn
p beliebig > 1 angenommen wird, so folgt fix p,, <1,
<1 l
11

Porga l> l
P

a e a =p ‘. [< d'"z/.--;- N
ma my .t "o g1 2k4-1 PN} I e
mag g’

d. h. die Folge (a;) gehort in diesem Falle der Classe (A") an.

1
Analog wird fiir p,, [ -1 Popgy = 1

~'l<pj’

, [>c
= P . C Mok,

gy = Par Oy, < d 'L'l“zk-i-l - d"".'l:-}-l )
l my g
so dass die Folge (a;) zur Classe (B') gehirt. —
Aus dem eben bewiesenen Satze ergiebt sich nun unmittel-
bar das folgende Resultat:
Wie man auch die monotonen Zahlentolgen (e,), (d,)

withlen mag, so giebt es stets unendlich viele monoton

1y Man hat sogar:

Tmag 5 g Mmaggq © Cmapgye
wenn min:

Iim Py, = O lim p 0

le=a =R k=w 2k--1

anuinint.
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abnehmende Reihen Za;, welche nicht dem von den
Schranken (e¢), (d,) eingeschlossenen Grenzgebiete an-
gehbren, und deren Convergenz oder Divergenz den-
noch nicht durch Vergleichung von a;, mit ¢, oder d;
entschieden werden kann.

Versteht man inshesondere unter (a;) eine monotone Zahlen-
folge, welche beide Schranken (¢,), (d,) unendlich oft durch-
setzt (d. h. den Ungleichungen (C) geniigt) und setzt man:

¢, == ?};, d, = 11)—, so hat man fitr unendlich viele Werthe
von v:
} 1 .
(2) theils : «a, << (,':’ theils: a, > D’
also :
D C,

theils: D -« << (J::’ theils: C - a’ > D
d. h. schliesslich:1)

lim inf D -a’ =0, lim sup C -a =ow

Y= r==u
. O, .d,
wegen: lim — = lim — = w |,
y==co -D,, r=m C

in Worten: Das wit Hiillfe der C,, D, herstellbare Kriterien-
Paar fiir Convergenz und Divergenz versagt in diesem Falle.

Das gleiche gilt dann offenbar auch von jedem durch
weitere Verschirfung?®) aus C,, D, abzuleitenden Kriterien-
Paare. Denn nimwt man C, 3 C,, D, + D,, wo wiederum :

1} Ich bezeichne als unteren bezw. oberen Limes (lim. inf. bezw.
lim. sup.) das niimliche, was Cauechy als .la plus petite bezw. la
plus grande des limites® zu bezeichnen pflegt., Die nach dem Vor-
gange von Du Dois-Reymond neuerdings fast allgemein iiblich ge-
wordene, mnicht gerade sehr bequeme Bezeichnung: ,Untere bezw.
obere Unbestimmtheitsgrenze® ist lediglich ein neuer Name fiir
jenen schon Cauchy vollstimdig geliufigen Begriff.

2) 8. meine oben citirte Convergenz-Theorie, a. u. O. p. 302.
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lin :D] = o, so hestchen die Ungleichungen (2) a fortiori,
7=0 »

auch wenn man C,, D, durch C,, D, ersetzt, und folglich hat

man immer wieder:

liminf D) a, =0, hmsup () a, = o.

Y= r=w

§ 3. Die wahre Schranke fiir die Convergenz einer
unendlichen Reihe.

Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen geht her-
vor, dass es in keinem [alle gleichzeitig eine allgemein
giiltige Schranke fiir die Convergenz und eine solche fiir
die Divergenz in dem Sinne geben kanun, dass die Terme
aller convergenten Reihen (mit monotonen Gliedern) von
irgend einem bestimmten Stellenzeiger ab durchweg nnter-
halb der einen (oberen) Schranke, die aller divergenten
tethen oberhalb der anderen (unteren) Schranke liegen.
Dagegen lisst sich zeigen, dass eine solche Schranke fiir die
Convergenz allein existirt, dass dieselbe aber merklich hoher
liegt, als von fritheren Rethen-Theoretikern angenommen wurde.?)
Es gilt ndmlich der folgende Satz:

!) Hierauf habe ich bereits in der citirten Abhandlung hingewiesen
(a.a. O. p. 847 f1)), woselbst auch der hier folgende Satz bereits anfoe-
stellt und bewiesen wird. Ich reproducire denselben hier nochmals, theils
wegen seines unmittelbaren Zusammenhanges mit den vorangehenden
und noch folgenden Betrachtungen, theils auch, weil der hier gegebene
Beweis seines wesentlicheren (zweiten) Theiles mir vollkommener
erscheint, als der a. a. O. und Math. Ann., Bd. 37, p. 601 mitgetheilte.
Was sibrigens den (sehr leicht zu beweisenden) ersten Theil jenes
Satzes betrifft, so hat man dessen Richtigkeit wohl seit lange als
selbstverstindlich angesechen. Bewiesen wurde aber immer nur,
dass X'a, divergirt, wenn lim » - a, > 0, und darans folgt nur soviel,

Y=
dass im Falle der Convergenz von X a, stets lim » - a, == 0 sein muss,
r=m
falls dieser Grenzwerth i{iberhaupt existirt. Gerade diesen
Existenz-Beweis liefert aber der erste Theil des fraglichen Satzes.
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Bei einer convergenten Reihe wmit niemals zu-
nehmenden Gliedern hat man allemal:

1 )
d. h. Im».q, = 0.

’
} r=w

.

«,

Bedeutet dagegen (m,) eine mit » beliebig langsam
in’s Unendliche wachsende monotone Zahlenfolge, so
giebt es stets convergente Reihen Ja, mit monotonen
Gliedern, fiir welche:

lim sup v-m, - ¢, = o,
ry¥=mun
d. h. die Reihe Za, enthilt unendlich viele Terme,
welche infinitdr grésser sind, als die entsprechenden

der divergenten [teihe :‘) :
rem,

Oder anders ausgesprochen :

Fiir Reithen mit monotonen Termen «, bildet zwar
die Beziehung:
Imv-a, =0
r=v
eine nothwendige Convergenz-Bedingung, nicht aber
irgend eine Beziehung von der Form:
Lmy-m, - a, =0,
r="=m
wie langsam auch g, mit » in’s Unendliche wachsen
moge.

Beweis. In VFolge der vorausgesetzten Convergenz von
X a, lisst sich nach Annahme einer beliebig kleinen positiven
Zahl € eine ganze Zahl m so fixiren, dass fiir ¢ >m und
jede noch so grosse ganze Zahl o:

Mgy T ot +a,, <e
Setzt man hier speciell einmal ¢ = n, das andere Mal

¢ = 4 1, und beachtet, dass allgemein a, < Uy, SO folgt:
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ea,, < A, 1y -+ a4, 4o + ...+ “y, ] <& (u>m)
(a4 1)- Oy, g1 < , | - @, 4o + .4 “'2./{»1—1]

und daher:

Qu-a, <Ze

Qu-+1)- g1 < 2 (1) Uy gy < e

also schliesslich :

e, < 2e (r>2m)
d. h.:
limv-a, = 0.
r=w

Um den zweiten Theil des ausgesprochenen Satzes zu he-
weisen, withle man eine fiir jeden Werth von 2, der eine ge-
wisse Zahl x, iibersteigt, stetige und positive, mit 2 mo-
noton in's Unendliche wachsende FFunction f(x) von der
Beschaftenheit, dass

(D) [+ 1) —[(x) <1

(2) 1) < m,.

Vermoge der ersten Pestsetzungen besitzt die Gleichung :
®) p=1@ >

eine Aufldosung von der Form:

(4) z = (y) (also: o (f (2)) = & = [ (¢ (1)),

wo ¢ (y) eine fiir y >y, = [(x,) eindeutig definirte, posi-
tive und mit y monoton in's Unendliche wachsende
Function bedeutet.

Alsdann folgt ans Ungl. (1) und Gl (3):
[@+1) <y+1

und daher:
gzt 1)=z4+1<gly+ 1),

also mit Beniitzung von Gl (4):

(%) o+ —qy>1
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. S .
Bedeutet jetat .\.-(— cine Dbeliebig anzunehmende conver-

i T
/s
/.

geute Reihe, deren Glieder durchweg der Bedingung geniigen:

¢ —C_ >1 (=1,2,3...)

so hat man nach Ungl. (5) auch:
(6) g (C)—g(C_)>1,

so dass also zwischen ¢ (C,_)) und ¢ () stets mindestens
eine ganze Zabl liegen muss.
Nun nehnie man noch eine Folge positiver, mit wachsen-

dem » monoton abnehmender Zahlen %, so an, dass

)
lim %, = I von Null verschieden ausfillt (z. B. &k = I + ol

r—an

Jey == J; - L: etc.) und setze:
(7) = L 7
C, - (C)
fiir alle ganzzahligen Werthe », welche durch die Bedingung
definirt sind:
(%) G ((’1;,_1) <r<g <U}.)'

Die so definirten Terme «, nehmen dann offenbar mit
wachsendem » monoton ab,

Ausserdem liisst sich zeigen, dass Limsup v-mi, a0, = @
y=w

und die Reihe Z¢, convergent ist.
Bezeichnet man nidmlich mit p, die grosste ganze Zahl,

die kleiner als ¢ (C)) ist, also diejenige ganze Zahl, welche

durch die Bedingung definirt wird:

C ¥

(9) g (C) —1<p, <¢p(C),

so kann man zuniichst die Ungleichungen (8) durch die fol-

genden ersetzen :

(10) D, <r<p,

und man hat sodann:
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o, P ACIAN
- £(p) - == Ty - Cior o (Ch)
>, . ACACED) A (C) - 1 (wegen :
P N Ol
(//.—-l (f( /.) 1}/?7\(0/) ‘]>‘P((”).-l))
_ Z N T ((’y/) ) 1‘
L ()
also :
lim p; - f (pa) - ay, = I,
d. h.
(11) limsap v-f(»)-a, >k
und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (2):
(12) limsap ry-m, - a, = o

Setzt man ferner:

@ %] I
DS, = 2k Ay, wor A = 20 a,,
Putl n+t1 Pi—141
so wird:
7
A — %r I, R S
‘ 1+1 //-—l (f(C) "/‘.__.1 '(/l((];_)
k y— 1
< ( L 2)] -l (wegen: p, < ¢ ()
i—1 i
< . Lo
Cit’

woraus die Convergenz der fraglichen Rethe unmittelbar her-
vorgeht.

Damit ist aber der oben ausgesprochene Satz vollstiindig
bewiesen.

Will man wirklich Reihen Ta, von der eben charakteri-
sirten Beschaffenheit herstellen, so kann man etwa iiber C; so
verfiigen, dass man setzb:

=1, wo:9>1,
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also nach Gl (7):

(13 a, = —— 7,',’ e
(A—1)" (&)

fiir alle », welche durch die Bedingung (8) definirt sind, d. h. fiir:
(15 g (A —1)) <r<q).

Mit Hiilfe dieser Ungleichungen Lisst sich sodann 4 auch
explicite durch » ausdriicken. In Folge der Beziehung:
[y (z)) = z ergiebt sich niimlich aus (14):

(L—1F<f(n) <

und hieraus folgt weiter:

i L—1= |70l

(wenn man durch das Symbol |z] die grosste in x enthaltene
ganze Zahl bezeichnet).

Somit geht der Ausdruck (13) in den folgenden iiber:
«, == : ey
Vol o ([ o))

Da aber offenbar:

(16)

]//' () \ a ]]_‘(_1) nnd daher: I_]// (x) ~ f(v),
so kann man, ohne den Charakter der Reihe Xa, zu verindern,

den Term (16) auch durch den folgenden etwas einfacheren
ersetzen:

(17) t, = - oo ]‘].j"“’lj‘ NG
f(n-g ( I+ Vf(")l )

Ist dann z. B. m, == lg» vorgelegt, so wihle man etwa:
1

f@)=(gx)" =y (wo 6> 1), also: z = ¢ = ¢ (y); alsdann
wird, wenn man noch ¢ 0 =1 setzt:

ST Y R PR

, — = (wo: ®w>0> 1).
Ve » . (:[1 +Vis /]
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Die Reihe S ¢, ist alsdann convergent, obschon ihre monoton
abnehmenden Glieder der Bedingung geniigen:
Hm sup v« lg v« a, = .

=0

Sie reagirt als auf keins der iiblichen Convergenz-Kriterien.

§ 4. Es giebt keine Schranke fiir die Divergenz.
Nach dem Satze des vorigen Paragraphen bildet jede Zahlen-
g graf
folge von der Form < >, wo ¢ eine beliebig klein anzu-
v

nehmende positive Zahl hedeutet, eine Convergenz-Schranke
in dem Sinne, dass die Terme einer monotonen Zahlenfolge (a,)
von einer angebbaren Stelle ab jene Schranke nicht mehr er-
reichen diirfen, wenn Za, convergiren soll. Ersetzt man da-
gegen & durch ¢, wo e (»=20,1, 2, . ..) mit unbegrenzt
wachsendem v beliehbig langsam gegen Null abnimmt, so giebt
es unendlich viele convergente Reithen = a,, deren (monoton

) &, . ,
abnehmende) Glieder «, der Schranke ( “} unendlich oft
"
durchsetzen.
Aus der bewiesenen Existenz der Convergenz-Schranke
— | folgt aber, wie schon zu Anfang des vorigen Paragraphen
”

angedeutet wurde, unmittelbar die Nicht-Existenz einer Di-
vergenz-Schranke. Denn bezeichuet (b,) irgend eine po-
sitive monotone Zahlenfolge, so giebt es nach § 2 stets unend-
lich viele monotone Zahlenfolgen («,), welche die beiden

Schranken (

\

dass = a, sicher divergiren muss. Da man hierber fiir (/)

< .
> und (b,) unendlich oft durchsetzen, so-
“/

. . C oy . . L1
die Terme einer beliebig stark convergirenden Reihe X o

B
withlen wund diese wiederum noch durch eine wesentlich
stirker convergirende ersetzen kann, so ergiebt sich also der Satz:

. . . 21 .
Wie stark auch die Reihe X (. convergiren mige,
;
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so giebt es stets divergente Reihen ~a,, unter deren
(monoton abnehmenden) Gliedern unbegrenzt viele in-
finitdr kleiner sind, als die entsprechenden der Reihe

d. h. man hat:

Iim inf (- a, = 0.

r=uw«

1
U i

Wir konnen aber auch geradezu ein einfaches Verfahren
angeben, um bet beliebig vorgeschriebenem C, solche diver-
gente Reihen X a, wirklich herzusteilen.

Iis bedeute ¢ (z) wiedernm eine positive, mit wachsenden
positiven Werthen von (z) monoton zunehmende Function,
welche der Bedingung geniigt:

(N ¢ () = C,, also a fortiori: ¢ (x) ¢

und es werde gesetzt :

< —_— A\ - _— P

@) ¢ @)= (@), g, (2) = (9, @), ... ¢, (@)= (g, _, @), ...

Bezeichnet dann b eine beliebige vpositive Zahl > 1, so
liisst sich zuniichst in Folge der Beziehung (1) eine positive
Zahl « so fixiren, dass
) g, (@) >b-x fivr: 2> a

Alsdann wird aber — immer fiir 2> «:

¢y (2) = q, (¢, (@) > b - (¥)
‘Ia(b) = ,,1 (o, (f>)>b ’fz (,,

(4) 7, (c) = ((/1 - (1,)) > b -, l(.7:) u. s. f.
Die Terme ¢, (x), ¢, (z), ... @i (x), ... bilden also eine

unbegrenzte, mit 4 monoton in’s Unendliche wachsende, positive
Zahlenfolge. Und zwar hat man fiir > a und A==2, 3, 4, ...
nach Ungl. (4) und (3):

(5) ¢, (@) — g, @ > — Doy, (@) > —1)-1

folglich bei passender Wahl von & unl a (z B. fiir b > 2,

1y .
> 2) jedenfalls:
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(6) ¢, (@) —q,_, (@)>1 (A=2,3,4,...),

so dass zwischen ¢, | (a) und ¢, («) stets mindestens eine
ganze Zahl liegt.

Nimmt man jetzt wiederumi noch eine Kolge beliebiger
positiver, monoton abnehmender Zahlen 7, (v = 0,1,2,...)
mit dem von Null verschiedenen Grenzwerthe hm /=&
an, so soll gesetzb werden : T

L,
¢, (@)
fiir alle ganzzahligen », welche durch die Bedingung definirt sind:

(3) ?,_, () — 1 <r< ¢, (1) —1 (A=

(7) a, =

_J’ ()4 \)

Alsdann nehmen offenbar die @, mit wachsendem »
monoton ab, und es Lisst sich andererseits zeigen, dass
Lminf C, - ¢, = 0 und die Reithe S« divergent ist.

L=
Bezeichnet man niimlich (analog wie in § 3) mit p, die
grisste ganze Zahl, die kleiner als ¢, (a) ist, so dass also:
(9 ¢, (@) —1<p, <q,(a),

so lisst sich zuniichst die Bedingung (8) durch die folgende
ersetzen :

(10) Py <v<p,.
In Folge dessen ergiebt sich:
kp, 7{,,,
{(1)/_' = - =
P (e) (l))
", ( <y, ()
— - (wegen: p, < ¢ (a
g (p ERPE A
also:
hm g (p,)-a,, <k
d. h. -
(1) lim inf ¢ (v) -

r=uw
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und schliesslich mit Beriicksichtigung von Ungl. (1):

(12) lmmf C,va, = 0.

r=0

Ferner hat man:
p,—1

o o
Xra, =24 A,, wenn gesetst wird: A, = dira,.
» = Pi—1

Da sodann:

pi—)

c 0, D Py, p;
{1).:2’,(_7 -~ 1 ? 1____74./ l_

~g @ @ T e @
so ergiebt sich sofort die Divergenz der fraglichen Reihe, da
V=D,
p;
und lim M 1 ist (s. Ungl. (9)).
(@) ‘ °

;= (.
Ll 3

das allgemeine Glied einer divergenten Reihe bildet

Beispiel. Es sei: (!, =", wo ¢>1. Man kann also

setzen:
g (x) =2", wo: o> .

Alsdann wird:

N\ 5 f,2 5\ '1;'
Pole)y=(2") =a", ..., (2) =2x".

Nimmt man der Einfachheit halber die oben mit « be-
zeichnete Zahl auch = ¢ (was z B. sicher gestattet ist, wenn
¢ > 2, da alsdann:

i o
¢, (0) — ¢, (6)=10" —0 >2" —2 > 1),

so wird nach (7) und (3):

T = ;
(13) a, = ", solange: 0  —1<vr<o¢" —1.

o

Um auch hier wiederum 4 explicite dureh » anszudriicken,
hat man:
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7Tl < 1gg o+ 1 <o

=1 <log,(r + 1) < 4

d. h.

(14) A—-1= |_lo<g2 (+ 1)]
und daher

(15) ((’, e ].‘,,

A lr,l.fv_rg O 1)] '
0

Diese Reihe Za, ist divergent, obschon ihre (monoton
abnehmenden) Glieder der Bedingung geniigen:

lim mf »2 -, = 0 (wo: 0> 1).

Sie kann also auf keins der gewdhnlichen Divergenz-
Kriterien reagiren.

Die vorstehenden Betrachtungen und Resultate lassen sich

o

ohne weiteres auch auf Integrale von der Form §f(z)-dx
, . z0

iibertragen, wo f(z) mit unbegrenzt wachsendem x monoton

gegen Null abnimmt. Denn dieses Integral convergirt und
divergirt stets gleichzeitiz mit der Reilie X/ (»).

Jede Curve: y -j; bildet also — bei beliebig kleinem ¢ >0 —

stets etne Schranke fiir die Convergenz jenes Integrals, d. h.
alle monotonen Curven y (&) mit convergentem Integral
miissen schliesslich durchweg merklich unter dieser Schranke
verlaufen, withrend sie andererseits jede Curve von der Form:

1 . .
Y= 7@ noch unendlich oft iberschneiden kinnen, wenn
Tz

auch J(z) mit z beliebig langsam in's Unendliche wiichst.

Dagegen existirt iiberhaupt keine Schranke fir die Di-
vergenz des Integrals, d. h. dasselbe kann divergiren, auch
wenn die monotone Curve y==/f(z) jede Curve y== ¢ (x) mit
beliebig stark convergirendem Integral jq([v((II)'(].l) un-
endlich oft durchsetzb: “u



