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Einfache Untermoduln von Kogeneratoren

Von Friedrich Kasch und Bodo Pareigis in Miinchen

Herrn Friedrich Karl Schmidt zum 70. Geburtstag gewidmet

Einleitung

In der neueren Entwicklung der Theorie der Moduln spielt die
folgende Fragestellung eine wichtige Rolle: Sei M = M ein
I“R-Bimodul und sei I" = End(}); welche Beziehungen be-
stehen dann zwischen der Struktur von Mg, I und M ? Diese
Frage spielt z. B. eine zentrale Rolle im Morita-Theorem und
wird in vielen Untersuchungen tiber Kogeneratoren und injek-
tive Moduln mehr oder weniger explizit angesprochen.

Bei den Untersuchungen von Kogeneratoren und injektiven
Moduln geht es insbesondere um folgenden Zusammenhang:
Sei fur 7 € M der R-Modul m R cinfach, was li63t sich dann tiber
I'm aussagen? Oder: Sei fur m & M der I'-Modul I'n einfach,
was liBt sich dann tiber mR aussagen? Sind insbesondere die
Moduln I im ersten Fall bzw. mR im zweiten Fall einfach?
Analoge Fragen konnen gestellt werden, wenn von y & I aus-
gegangen wird und I'y bzw. y (M) (betrachtet als R-Rechtsmo-
dul) als einfach vorausgesetzt werden. Die soweit angedeutete
Fragestellung, die in der Literatur in Spezialfillen (meist nur als
Hilfsmittel) behandelt wurde ([2], (3], [4]), soll hier systematisch
dargestellt werden.

Um verschiedene Fille einheitlich zu gewinnen, ist es zweck-
miBig, gewisse neue Begriffe einzufithren. Wir verallgemeinern
dazu die Voraussetzung des I-R-Bimoduls 4/, zu einem Modul
B, auf dem von links ein Modul 4 und von rechts ein Modul
operieren. Werte bei Anwendung dieser Operatorenbereiche auf
B werden in einem weiteren Modul Z angenommen, d. h. wir
haben die Situation ;4 (;) B (? Cr—> yZ , mit beliebigen Ringen

R, S, 7T, U. Damit wird nicht nurder Fal 'Q M @ R — M,
sondern zum Beispiel auch I'® I' ® M — M erfaBt. Gewisse
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technische Schwierigkeiten entstehen in der allgemeineren
Situation dadurch, da3 in den Moduln 4 und C keine Elemente
enthalten sein miissen, die als Einsoperatoren auf B wirken, und
weiterhin dadurch, daBl in 4 und € keine Produkte definiert
sind, die es erlauben von inversen Operatoren in 4 bzw. C zu
sprechen. Daher missen die Definitionen von injektiven Moduln
und von Kogeneratoren in geeigneter Weise verallgemeinert
werden.

Dem vor allem an den Spezialfillen interessierten Leser wird
empfohlen, sich nach dieser Einleitung zunichst die Sitze 4.1.
bis 4.4. anzusehen. Dort werden fir einen injektiven Kogene-
rator M die eingangs formulierten Fragen so beantwortet: Fir
& M ist I'm genau dann einfach, wenn 7R einfach ist, und fiir
y &€ I ist I'y genau dann einfach, wenn y (/) einfach ist. Allge-
meiner zeigen wir fiir einen Kogenerator M/ und m: & M, dal3 I'm
genau dann einfach ist, wenn m R einfach ist und in einem injek-
tiven Untermodul von M enthalten ist, und daB aus »R einfach
folgt, daf der Sockel von I'# einfach und ein grofler Untermodul
von I ist.

§ 1. Grundbegriffe

In dieser Arbeit seien alle Ringe assoziativ mit Einsclement
und alle Moduln unitdr. Wir werden im folgenden hiufig von
der folgenden Situation (*) ausgehen:

Esseien R, S, 7, U Ringe und y4 , +Bs, sCry v X5 ¥ rr 025
Bimoduln; weiter seien Bimodulhomomorphismen

vA (>;)BS—> vXs, TB(?CR—> 7Yz, UXQEDCR — yZ 5 und
oA C;) Y,— yZ; so gegeben, daB das dadurch induzierte Dia-

gramm

ARPBRC—XR®C
T, S

N(—h@

ARQY

>

B

l
®

T

kommutativ ist.
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Firaea & 4, 6 & B bezeichne a6 & X das Bild des Elements
a®b e A @ B bei A C;) B — X. Fiir einen U-Untermodul 4’

C 4 und 6 € B bezeichne A’b den U-Untermodul {26 |a & 4"}
von X. Entsprechend werde fur einen S-Untermodul B’ C B ein
U-S-Bimodul A4’ B’ definiert durch A’B’' = {2 ab |a € A",6 € B}’
Analoge Definitionen werden wir in bezug auf die drei anderen
Homomorphismen und die induzierten Homomorphismen in der
Situation (*) verwenden.

Wir benétigen im folgenden die Bedingungen

(z): der durch X C? C — Z induzierte Homomorphismus
X — Homy, (C, Z) ist injektiv,

(iz): der durch 4 @ ¥ — 7 induzierte Homomorphismus
Y — Homy, (A, Z) ist injektiv.

1.1. Lemma: Sei (¥) gegeben, und sei b & B. Dann gelten:
a) Aus (i) und Ab == O folgt bC 5 O.
b) Aus (¢7) und 6C == O folgt A6 == O.

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es, @) zu zeigen. Da
Ab C X ein von Null verschiedenes Element aé enthilt, ist 26C ==
O wegen (7). Daher muB3 6C == O gelten.

Im nédchsten Absatz erinnern wir an einige bekannte Tatsachen.

Definition: Seien 4 und M R-Rechtsmoduln. A4 heiBt M-
injektiv, wenn flir jede exakte Folge O— N — M und jedes f
€ Homp (&, 4) ein ¢ & Homy (M, A) so existiert, da3

O e N lif

S

kommutativ ist.

1.2. Lemma: Sei A M-injektiv. Dann ist A M'|M"-injektiv
Siir alle Untermoduln M'" C M’ C M.
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Bewets ist bekannt, soll aber der Vollstindigkeit halber ange-

geben werden. Sei O — N —» M'|M"" exakt und sei f € Homy,
(&, 4) gegeben. Sei N’ das Urbild von ¢(NV) bei M’ — M'[M".

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

M e N— N =M

wobei s durch
s’y =mnfirn & Nmit t(n) =n"+M"

definiert wird und ein Epimorphismus ist. Nach Voraussetzung
existiert ein £ mit £|N' = fs. Ist % die Einschrinkung von 4 auf
M’,dann gilt wegen s(M"") = O auch A(M'"") = O, also kann /
tber M'[M" durch ein g faktorisiert werden. Dafir gilt dann
f(n) = f(s()) = h(n') = g(n' + M") = gt(n), also f = gt.

L1.3. Lemma: /st A selbstinjektiv, d. h. A-injektiv, so gibt es zu
gedem Untermodul B von A einen direkten Summanden von A,
in dem B grof ist.

Beweis ist ebenfalls bekannt (z. B. [1]), soll aber auch der
Vollstindigkeit halber angegeben werden. Sei B’ © A4 maxi-
mal bezgl. B ~ B’ = Ound sei B maximal bezgl. B & B"' C 4
und B” ~ B' = O. Bchauptung: B ist groB3 in B” und 4 = B"
@ B’. Aus der Maximalitit von B" in B ~ B’ = O folgt sofort,
daB Bin B"” groBist. Um A = B' 4+ B’ zu zeigen, betrachten wir
das Diagramm

B = A|B
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wobei ¢ die Inklusion und v: 4 — A /B’ der natiirliche Epimor-
phismus seien. Nach 1.2 ist 4 4/B’-injektiv, also existiert ein g
mit ¢t = gvi. Wegen der Maximalitit von B in B ~ B’ = O ist
Bi(vi) groB3 in A[B’. Folglich ist g ein Monomorphismus. Daher
ist B”" groB in Bi(g). Daraus folgt Bi(g) ~ B’ = O. Wegen der
Maximalitit von A" erhilt man dann B"” = Bi(g). Daher ist
gv eine Projektion von A auf B mit Ke(gv) = B’, woraus
4= B"@ B folgt.

Wir kommen nun zu einem neuen Injektivititsbegriff, der fur
die einheitliche Herleitung unserer Resultate wesentlich ist. Da-
bei seien im folgenden alle Moduln Bimoduln im Sinne von (*)
und alle Homomorphismen seien entsprechende Bimodulhomo-
morphismen.

Definition: 1.) Ein Untermodul £, von Z, heillt beziglich
A (;) Y ——=Z (rechts-) injektiv, wenn zu jedem Untermodul ¥,
von Y, und zu jedem f & Homy, (Y, £) ein g € Hom, (¥, E)
und ein @ & A so existieren, dall das Diagramm

i 1 4
f & a
[
E VA

kommutativ ist, wobei a: V' — Z definiert ist durch a(y) = ay.
2.) Sei Zj ein Untermodul von Z,. Ein Modul £, mit Zy
C E, C Z,, der injektiv beziiglich 4 ® ¥ — Z ist und fiir den Z’
=
groB in Z ist, heif3t eine njektive Hiille von Z' in Z beziglich
A (;'f) y—2Z

Bemerkungen: 1.) Ist £ bzgl. 4 ® ¥ — Z injektiv, so ist £
V-injektiv. g

2.) Sind 4 = Hom, (¥,Z) und 4 @ Y — Z die Auswertungs-
abbildung, so sind fir £ C Z die Begriffe ,,V-injektiv* und ,,in-
jektiv bzgl. A @ Y — Z* dquivalent.

4 Minchen Ak. Sb. 1972
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14. Lemma: Sei E, C Z, injektiv bzgl. A (>r§ Y—Z. Set Fy
direkter Summand von E 5. Dann ist Finjektiv bzgl. A (? Yy—2Z2.

Beweis: Sei p: £ — F die Projektion auf den direkten Sum-
manden & von £ und 7: & — E die zugehérige Injektion. Sei
f € Homy (Y’, F) gegeben.

Wegen der Injektivitit von Z erhalten wir das folgende kom-
mutative Diagramm

¥/ »Y i » Y
v

E -
woraus man ein kommutatives Diagramm
f g4 a
g

erhilt.

1.5. Lemma: Sei E,C Z, injektiv bzgl. A @D Y —Z und sei
7

E epimorphes Bild von Y. Dann hat jeder Untermodul D,
von E , eine injektive Hiille bzgl. A X Y —Z.
T

Beweis: Nach Bemerkung 1) ist £ Y-injektiv. Da £ epimor-
phes Bild von ¥ ist, ist nach 1.2 /< selbstinjektiv. Nach 1.3 und
1.4 folgt die Behauptung.
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1.6. Folgerung: Sei E, C Z, injektiv bzgl. U (;)Z — Z. Dann
hat jeder Untermodul Dy & Eg eine injektive Hiille bzgl.
U %) Z—ZinZ.

Beweis: Wegen der Injektivitit von £ existiert ein 2 & U,
so dal3

EFE———»7
IE u©
E

kommutativ ist. Also ist X = u Z.
Fiir den Homomorphismus 4 ® ¥—Z und Teilmengen A’
C A bzw. V' C ¥V definieren wir Annullatoren

rp(AY: = {y EY|ay = Ofurallea & A’} und
1,(Y"): = {a & A |ay = Ofiir alle y € Y’}. Insbesondere seien
rv(@): = ry({a}) und L, (y): = 24, ({u}.

1.7. Lemma: Sei 4 @ YV — Z gegeben. Folgende Aussagen sind
dguivalent : !

a) fiir alle Untermoduin Y, C Yy gilt
YVe={\{rv(@)|a & 4, Y Crla)},
b) fiir alle Untermoduln ¥, g Yi C YV, existiert ein a € A
mita Y = Ounda Y" &= O,
¢) fiir alle Untermoduln Y, - Vi C Yg mit Y’ maximal in
V" existiert ein a © A mit aV' = O und a V"' == O,
d) fitr alle Untermoduln V5 C Yy gilt r,([,(Y")) = Y.

Beweis: b) =a): Sei Vg:= () {r(a)|a € 4, V' C », (a)}
und ¥, C ¥, C ¥,. Dann existiert ¢ € 4 mit e¥’" = O und
aY" = 0, also ist ¥' C 7, (@) und ¥ & 7,(a) im Widerspruch
zur Definition von V', Also ist V' = V.

c)=b):Seiyc ¥Y", y& Y’ Dannist (V' 4 yR)/Y' = O und
endlich erzeugt, besitzt also einen maximalen Untermodul, des-
sen Urbild ¥+ in ¥Y**: = ¥’ 4 yR wieder maximal ist. Also

5*
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existiert ¢ € A mit a¥Y+ = O und aV*+*+ == O. Daherist a¥Y’ C
aV+ = Ound O = aV++ C oY

d)=>¢): Sei ¥' C V" C ¥ mit ¥’ maximal in ¥"" gegeben.
Dann ist 7, /,(Y") G 7.2,(Y"), also 2,(Y") 2 2,(Y""). Daher exi-
stierteina & A mitaY’ = O und aY"” == O.

a)=>d): Esistr, /,(Y)2Y".Seiy € . 2,(Y")und y & Y".
Dann existiert ein @ & A4 mit ay &= O und ¢V’ = O, weil y nicht
in allen Moduln 7,(a’) mit V' C r,(a") liegen kann. Aber 2 &
L, (YYund y & r, 1, (V") impliziert ay = O. Wegen dieses Wi-
derspruchs muBl V' = »,./,(Y") gelten.

Definition: 1.) Der Modul Z; heilit (Rechis-) Skalar-Modul
bzgl. A C;) Y -—Z, wenn eine der vier dquivalenten Bedingungen

von Lemma 1.7 erfiillt ist.
2.) Der Modul Z ; heiB3t (Rechts-) Kogenerator bzgl. A & ¥V —2Z,
a

wenn fiir alle Untermoduln Y G Ve C ¥, mit ¥’ maximal in
Y ein 2 € A und ein Untermodul £, C Z,, der (rechts-) injek-
tiv bzgl. U@Z—>Z ist, existieren, so dall Y’ = O und aY"' ==

O und aY"” C E gelten.
Ein Kogenerator bzgl. 4 ® ¥ — Z ist also auch immer ein
<

Skalar-Modul bzgl. 4 ® ¥ —Z.
7

1.8. Folgerung: /n der Situation (*) sei V ein Skalar-Modu!
bzgl. B @ C—Y und es gelte Bedingung (ii). Dann ist Z ein

Skalar-Modul bzgl. X (? C—Z.

Beweis: Seien Untermoduln € G Cg © Cg gegeben. Dann
existiert ein 46 & B mit 6C' = O und 6C"" == 0. Wegen (77) exi-
stieren ¢ & A4, b € 6C” mit abc” 5= O. Also ist abC"" &= O,
abC’' = Ound ab € X.

1.9. Satz: 7, ist genau dann Kogenerator bzgl. 4 QY — Z,
&

wenn fiir alle Untermoduln Y G Yy C Vein a © A und ein
Untermodul Ep © Z, existieren, so daff aY' = O, aY" = 0,
aY" C E und E eine injektive Hiille von aY' in Z bzgl.
U (? Z—Z sind.
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Beweis: Wie im Beweis von Lemma 1.7 sei ¥* C ¥+ g Y+t
C V" mit Y+ maximal in Y+, Sei O 2= ¢¥V++ C £ C Z und
a¥t = 0, wobei £ injektiv bzgl. U%@Z—»Z ist. Das Diagramm

b s A Yy

aYij-—_.____»aY.———_—._Z
Z u

Y
E= -7

1st kommutativ, weil ¢ und z wegen der Injektivitit von £ bzgl.

U &) Z~— Z existieren. Sei @’ = na. Dann ist a'y = ay fur alle
17

y € Vit alsoista' V' = 0,a'V"=0und @'Y’ = uaV"” C E.

Nach 1.6 besitzt also 2'Y" eine injektive Hillle in Z bzgl

U g@ Z—U.

§ 2. Einfache Untermoduln von Kogeneratoren

2.Y. Lemma: /i der Situation (¥) gelte (7) und sei Z Kogenera-
tor bzgl. A (>T§ Y—Z. Sei yUab einfach. Dann ist abCy einfach,

also r;(@)p G 6Cr maximaler Untermodul.

Beweis: Wegen Uab 4 O und (¢) gilt UabC == O, also abC ==
O. Daher ist 74 (@) G 6C. Sei 7,0(@) € D C 4C. Dann existiert
einad € Amita'D = 0,4d6C =3+ Ound a’6C C E C Z, wobel
E injektiv bzgl. U@Z—>Z ist. Wegen a'7,.(a) = O erhalten
wir ein kommutatives Diagramm

RN SR I 1

7
———’-i

T
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also ist wegen (?) @'6 = wab & Uab. Da Uab cinfach ist, existiert
ein 2’ mit #'a’b = ab.

Seibe =d & D C 6C. Wegen a’D = O ist dann
O =u'dd=1u'dbc = abc = ad, also d & r,.(a).

Damit ist D = 7,.(a), d. h. 7, (@) ist maximaler Untermodul von
46C und folglich ist @6C einfach.

In der Situation (*) werden wir fiir die folgenden Sitze hiufig
die beiden Bedingungen voraussetzen:

(a) Fir jeden Untermodul 6 von Y und jeden maximalen Unter-
modul D von 46C existiert ein @ & 4 mit aD = O, abC == O
und abC, C Ep € Z,, wobei E injektiv bzgl. U (?Z—>Z ist.

(b) Ist Uab einfach, so ist ab6C cinfach.

Diese Bedingungen sind insbesondere erfiillt, wenn in der
Situation (*) die Bedingung (7) gilt und Z Kogenerator bzgl.
A QY — Z ist. (a) gilt nimlich per Definition des Kogenera-

=

tors und (b) gilt wegen 2.1.

2.2, Folgerung: /n der Situation (*) gelte (b). Sei ,Q C ,Ab
etn einfacher Untermodul. Dann ist br, (Q)p g bCp ein ma-
ximaler Untermodul.

Beweis: Es ist Q = Uab. Wegen (b) ist dann 7,.(a) G 4C
ein maximaler Untermodul. Da offensichtlich #,.(a) = br(Uab)
gilt, folgt die Behauptung.

2.3. Satz: [n der Situation (¥) gelte (i), (@) und (6). Sei ,Q C
vAb ein einfacher Untermodul. Dann ist Q = Soc(lyr:(Q)) und
Q ist grofler Untermodul von Ly7-(Q).

Beweis: Nach 2.2 ist 47.(Q) g 6C ein maximaler Untermodul,
also ist 7.(Q) G C ein maximaler Untermodul, denn 7.(Q) ist
das Urbild von é#.(Q) bei der Multiplikation mit 4. Fir O =
x & [yr(Q) ist xC == O wegen (7). Da xr.(Q) = O, ist xC einfach
und 7. (x) = »,.(Q). Seia & A mit abC + O, abr.(Q) = O und
abC C £ C Z gegeben, wobei £ injektiv bzgl. U(;)Z—>Z ist.

Wegen O == ab & [,7-(Q) ist abC einfach und r.(abd) = 7.(Q).
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Daher sind 26C und xC isomorph, und wir erhalten ein kommu-
tatives Diagramm

C—E—»xC =7

ab “Z %

abC—»F ————»7

d. h. es existiert fir jedes O =2 € [,7-(Q) ein # & U mit ux =
ab (wegen (2)). Also ist Uab == O und Uab groB in 7,7:(Q).

Ist O % ¢ € Q C /y7.(Q) gegeben, so ist ug = ab fiir ein ge-
eignetes # & U, also Uug = Uab C Q. Da Q einfach ist, ist
Uab = Q. Folglich gilt O = Soc(Z,7.(Q)).

2.4. Lemma: /n der Situation (¥) gelte (7). Sei Dy g 6Cy ein
maximaler Untermodul. Existiere ein a & [,(D) mit O = abCp
C Ep C Z,, wobei E injektiv bzgl. U(?Z—>Z ist. Dann ist

oUab = ySoc(l,(D)b) cinfacher und groffer Untermodul von
ol (D).

Beweis: Sei o’ & /,(D)mit a'bd == O gegeben. Zu zeigenist: Es
existiert ein # & U mit wa’6 = ab. Im Diagramm

D—»bc-—a'h-a'éc :Z

Il

existiert der Isomorphismus &'6C =~ abC, weil a'6C = 6C|D =
abC gilt. Es ist also wa’bc = abe fur alle bc € 6C. Wegen (7) gilt
daher #a'd = ab.

2.5. Folgerung: /n der Situation (*) gelte () und (a). Sei Dy C
bC p ein maximaler Untermodul. Dann ist ;Soc(l,(D)b) eznfac/z
wund groff in [ ,(D)b.

Beweis: Wegen (o) existiert ein ¢ & 4 mit aD = O, abC == O
und a6C C £ C Z, wobei E injektiv bzgl. U® Z — Z ist. Damit
kann 2.4. angewendet werden.
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2.6. Satz: [n der Situation (*) gelte (i), (@) und (6). Dann sind
die Zuordnungen

1.) jedem maximalen Untermmodul D, g bCp wird der einfache
Untermodul ;Soc(l,(D)b) C ,Ab zugeordnet

2.) jedem einfachen Untermodul ,Q C ,Ab wird der maximale
Untermodul bro(Q) C 6C zugeordnet
invers zueinander.

Beweis: Nach 2.2. und 2.5. sind die Zuordnungen wohldefi-
niert. Wir behaupten, daB Q C Soc (7, (br.(Q))4) gilt. Sei ndm-
lich g = ab € Q C AB, dann ist abr (Q) = ¢r.(Q) = O, also
ist ab = ¢ € [,(br:(Q))6. Da Q einfach ist, liegt es sogar im
Sockel. Weiter ist 67.(Q) maximal in 6C (2.2.), also Soc(Z, (b7,
(@))6) einfach (2.5.). Damit gilt Q@ = Soc(Z,(br(Q))4). Umge-
kehrt ist Soc(/,(D)6) C 1,(D)b, also br (1, (D)) < br.(Soc
(L4(D) ). Weiter ist D C brp(L,(D)b) C br.(Soc(7,(D)8)) C C.

Da D und auch 47 (Soc(/,(D)4)) maximale Untermoduln von
6C sind, ist D = br(Soc(L,(D)8)).

2.9. Satz: [n der Situation (*) gelte (i) und sei Z Kogenerator
bogl. ARQY — Z. Sei Dy C 6Cy cin Untermodul.
%

Aquivalent sind:

a) D ist maximaler Untermodul von 6C und es gibt zu jedem a
& 1,(D) einen Modul E g mit abC & E C Z, der injektiv bzgl.
U C;) Z — Z ist.

b) /,(D)é ist einfach.

Beweis: a)=>b): Da D C 4C, existiert ein ¢ & A mit aD = 0,
abC #+ Ound a6C C© E C Z, wobei £ injektiv bzgl. U(;) Z—Z

ist. Nach 2.4. ist Uaé ecinfach und groB in 7,(D)é. Aber fir alle

@' € L (D)mita’s 4 O,d.h. mit @’dC == O wegen (%), ist cbenso

Ua'b einfach und groB in /,(D)4. Damit ist Z,(D)é einfach.
b)=>a): Ist a6C = O, so ist a6 injektiv bzgl. U%@Z—»Z.

Ist O == ab € 1,(D)b, so ist Uab einfach, also abC einfach nach
2.1. Weiter ist @D = O, also ist D in einern maximalen Unter-
modul von 4C enthalten.
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Damit existiert @' € A mit a’D = O, a’6C = O und a'6C liegt
in einer injektiven Hiille Z bzgl. U@;}Z—»Z.

Wegen a'b == O ist also Ua'b = 1,(D)b. Sei ¢ & 7-(L4(D)b).
Dann ist O = Ua'bc = 1,(D)bc, also bec < r,l,(D) = D.

Damit ist ér.(/,4(D)8) € D € bC. Da aber nach 2.2. b7, (/,(D)6)
maximaler Untermodul von &C ist, ist D maximal in 4C. Sei
jetzt wieder O == ab & [,(D)b. Da auch O == a'b & 7,(D)b
ist, existiert ein 2z & U mit ua’é = ab. Nun sind a6C und a'6C
einfach und isomorph wegen a0 = O und &’'D = O. Da a'6C
grof} in £ ist, ist abC = ua'bC grol in ull =~ .

Weiter ist 2/ , injektiv bzgl. U (;;) Z — Z. Aus dem kommuta-
tiven Diagramm

ull

folgt ndmlich, daB zu f die Multiplikation mit zz" gehort.

2.8. Folgerung: /5 der Situation (*) gelte (i) und sei Z Kogene-
rator bzgl. A QY —Z. Sei Ab einfach. Dann ist bC einfack,
7

und es gibt zu jedem a S A einen Modul E g mit abC C E C Z,
der injektive Hiille von abC bzgl. U %)Z—>Z ist.

Beweis: Man setze D = O in 2.7. und verwende 1.6.

2.9. Satz: [n der Situation (*) gelte (2), (@) und (6). Dann sind
dquivalent:
1.) Soc(,Ab) == O

2.) 7p(0)x ist in einem maximalen Untermodul von Cy enthalten.

Beweis: Soc(,A40) ist genau dann von Null verschieden, wenn
es cinen cinfachen Modul in 46 gibt, genau dann, wenn es einen
maximalen Untermodul in 6C gibt (2.6), genau dann, wenn 7».(6)
in einen maximalen Untermodul von C enthalten ist.
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2.10. Satz: [n der Situation (*) gelte (i), (@) und (6). Dann
sind dquivalent:
1.) Soc(,Ab) ist grof in ,Ab.
2.) Jeder echte Untermodul D von bCy, fiir den es ein a © 1,(D)

gibt mit abC == O, ist in einem maximalen Untermodul von
bC  enthalten.

3.) Fiir alle a & A mit ab == O ist v, (a)z in einem maximalen
Untermodul von 6C , enthalten.

Beweis: 1) = 3): Seiaé == O. Dann existiert ein # & U mit O &
uab = Soc(Ab), also ist Uwab halbeinfach. Damit existiert ein
2 < U, so daB3 Uz'uab einfach ist. Wegen (&) ist dann 7,.(«'ua)
maximaler Untermodul von &C. Offenbar gilt 7,.(a) © 7,.(2/ ua).

3)=1): Sei O = ab & Ab. Gesucht wird ein 2 € U mit O 4
uab & Soc(Ab). Sei ryla) © D C &C, wobei D maximaler
Untermodul von 4C ist. Dann existiert cin @' & A mit a'D == O,
@'6C == Ound a'bC C £ C Z, wobei E injektiv bzgl. U%} Z—7
1st.

Wegen a'r,.(a) = O erhalten wir ein kommutatives Diagramm

— )b C——— 7

©

a'6C o Z

also ist wegen () @’'é = wuab. Wegen 2.4. ist Ua’b einfach, also
ist wab = a'b & Soc(A4b).

2) = 3): Ist trivial.

3)=>2): Sei D G 4C ein Untermodul. Dann existiert ein 2 € 4
mit aD = O, abC = O. Also ist D C r,.(a), und r,.(a) ist in
einem maximalen Untermodul von 6C enthalten.

2.7, Folgerung: /n der Situation (*) gelte (i) und sei Z Koge-
nerator bzgl. A QY — Z. Dann sind dguivalent:
7

1.) Soc(,Ab) ist einfacher, grofier Untermodul von Ab.
2.) bC besitzt einen grifiten echien Untermodl.
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Beweis: Nach 2.6. ist Soc(A44) genau dann einfach, wenn 6C
genau einen maximalen Untermodul D besitzt. Der Rest der
Aquivalenz folgt aus 2.10.

2.12. Satz: /n der Situation (*) gelte (7), (a) und (b).

Dann gilt
Rad(6Cp) = bro(Soc(yA)).

Beweis: Sei D ein maximaler Untermodul von 4C, dann gilt
nach 2.6: D = br (Soc(Z,(D)6)) und jeder einfache Untermodul
von Aé ist von der Form Soc(/,(D)é). Daraus folgt

b7 (Soc(yAb)) = bre( 3 Soc(l,4(D)8))

= b5 7c(Soc(l4(D)8))
D bre(Soc(l,(D)8)) = P D = Rad (6Cy),

wobei nur noch die Gleichung ) D = 4 ) 7. (Soc(Z,(D)8)) zu
beweisen ist. Daf3 die rechte Seite in der linken enthalten ist, folgt
aus 2.6. Sei jetzt ¢ & D, dann gilt /,(D)éc = O, folglich Soc
(L,(D)byec = 0O, also ¢ € r-(Soc(l,(D)?b)), woraus die Inklusion
von links nach rechts folgt.

Wir bemerken noch, daf} im Speziallfall

A=B=C=X=Y=2=U=7T=5=R

Il

unsere Bedingung () die Bedingung (a) aus Kato [3] impliziert.
Im selben Spezialfall sei Rab einfach. Die Aussage, dal aéR
einfach ist, ist dann dquivalent mit der folgenden Aussage. Fiir
alle » & R mit abr» == O und flir alle ' & R existiert ein "' & R
mit abrr'' = abr’. Falls abr == O ist, ist Rabr = Rab, weil Rab
einfach ist. Wir bezeichnen diesen Isomorphismus mit »—*. Die
Aussage, dal bR einfach ist, ist dann Hquivalent zu: Fur alle
Homomorphismen der Form 77 '#': Rabr—> R existiertein "' &
Homg (R, zK), so daB das Diagramm

Rabyr———»—R

=1, f”

R
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kommutativ ist. Diese Bedingung ist ein Folgerung der Bedin-
gung, daf3

O — Hom(R|Rabr, R)— Homz (R, R) — Hom z(Rabr, R) — O

exakt ist. Diese wiederum wird von Ex#x(R|Rabr, R) = O impli-
ziert. Die Forderung Ex#j,(R|U, R) = O fiir alle einfachen Links-
ideale U in R [3] impliziert also in dem betrachteten Spezialfall
unsere Bedingung ().

§ 3. Induzierte Homomorphismen zwischen Untermoduln

Um die folgenden Uberlegungen leichter verstindlich zu
machen, soll der einfache Grundgedanke zunichst im Spezial-
fall auseinandergesetzt werden.

Seien M = My, I' = End(My) und M = M. Dann heille
My Skalarmodul, wenn fiir jeden Untermodul U <= M,

rulp(U)=0U

gilt. Offenbar ist jeder Kogenerator ein Skalarmodul.
Seien jetzt M p Skalarmodul und z, y &€ M.
Sei ferner

filx—1Ty

ein -Homomorphismus mit f/(x) = ty,r & I
Da M Skalarmodul ist, folgt
flx) =1y €E xR,

Ist ndmlich yx = O, so ist auch yf(x) = O.

Aus Ip(xR) C /p(f(x)R) folgt dann f(x) R = 7, /p(f(x)R) C
Yaulr(xR) = xR

Definiert man

f tyR—2x R

durch YrTY7,
so ergibt sich ein A-Homomorphismus, fur den gilt
(1) f+0 = f+0,
(2) Mono f <« Epif,
(3) Epif = Monof.
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Als Folgerung erhilt man daraus
(4) I'ex=Ty = xR=yR.

In 3.1.-3.10 werden diese Uberlegungen verallgemeinert. Die
weiteren Untersuchungen dieses Paragraphen beschiftigen sich
mit Verallgemeinerungen der Frage: Seien x, y & M, xR ein-
fach und xR =~ yR, gilt dann I'x einfach und I'x =~ Iy?
Spezialfille davon finden sich in der Literatur ([2], [3], [4]).

3.1. Lemma: /n der Situation (*) sei g:,Q — ,Ab ein U-
Homomorphismus. Dann tnduziert g genaw einen R-Homomor-
phismus g: 6C— Homy(Q, Z) mit §(bc)(q) = g(g)c.

Beweis: Es ist nur zu zeigen, da3 ¢ wohldefiniert ist, und dies
folgt aus g(g) & Aé.

Seien nun weitere Ringe S', 77,
Bimoduln ,4%, +B's, ¢C'py yX's, 7Y und

Bimodulhomomorphismen 4’ (1)9 B — X,

B §<_) Cro— 7Yz, pA' (T@ Yie-—>yZ, und

¢ C;Q Cr— yZr gegeben, so dal das Diagramm
vA' QB Q Cr—>pX' C%) Cx

Y Y
s 1
UA ® R (/ZR

7

kommutativ ist.

3.2. Folgerung: Seien die Situationen (*) und (**) gegeben. Sei
Jr AN — Abmit b € B'und b € B ein U-Homomorphismus.
Dann induziert f genawn einen R-Homomorphismus f: 6C —»
Hom (A’, Z) mit f (bc)(a’) = f(a'¥')e.

Beweis: Sei g: A’ 2> 4'6 L 4b. Dann sei f = g im Sinne
von 3.1.
3.3. Satz: [n den Situationen (*) und (**) gelte (ii) fiir (**)

und sei 1 A'6"— Ab ein U-Homomorphismus. Sei eine der fol-
genden Bedingungen erfiillt:
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1) Z st Skalar-Modul bzgl. A" @ Homy(A', Z') — Z wobei
pABCr+ yA'B'Cp C 2% C Z gilt,und es gelte (i) fiir (**).

2) Fuir alle ¢ & C ist Abc in einem U-Untermodul yE von ,Z
enthalten, der links-injektiv bzgl. X' (? C'—Z ist.

Dann existiert genaw ein R-Homomorphismus f: 6C— &'C’ mat

a'f (bc) = f(a'd)e fiir alle o' & A', ¢ & C.

Beweis: Wegen (¢7) fiir (**) gilt 4'C" € Hom,(A4', Z). Es ge-
niigt also zu zeigen: Bild(f) C 4'C’, wobei wir 4'C’ vermége des
Monomorphismus ¥’'— Hom,, (4’, Z) mit seinem Bild in Hom,,
(4', Z) identifizieren. f:6C — 4'C’ definieren wir dann als Ein-
schrinkung des Ziels von 7:46C—>Hom,(A’, Z) auf 4'C’, was
immer dann méglich ist, wenn Bild(f) C #'C’ gilt.

1.) Ist @’6'C" == O, so ist wegen (2) fur (**) @’4’ = O. Damit ist
dann f(@’é") = O und f(a'6")C = O. Das bedeutet Z,.(4'C") C
Ly (f(—&)C), wobei f(A'4)YC C ABC C 2" und A'6'C’ C 2.
Da Z Skalar-Modul ist, folgt

6'C" = "Homp(4', 2") 74(6'C") = rH:)m(/(A',Z’)ZA’(f("— )" =
= f(—&)C' also ist Bild(f) = f(—&)C C &'C".

2.) In dem kommutativen Diagramm

A'——bl——>A'6' X
S
Ab &

Aber— B w7

folgt die Existenz von ¢’ aus der Injektivitit von E. Also exi-
stiert fur alle ¢ & Cein ¢/ € C mit f(—8&)e= —bc €4C C

Hom,(4', Z).
Damit gilt Bild(f) C &'C".
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3.4. Folgerung: [» der Situation (*) gelte (i) und sei f. Ab —
Ab mit b, 8’ E B ein U-Homomorphismus. Es ist f = O genaun

dann, wenn f = O ist.

Beweis: Es ist f = O genau dann, wenn fir alle ¢ € A4 gilt
F(ab) C= O wegen (7). Das gilt genau dann, wenn fiir alle c € C
gilt /(—&)¢c = O,genau dann,wenn fiir allec € Cgilt f (6'c) = O.
Das schlieBlich ist dquivalent zu f = O.

3.5. Satz: In der Situation (*) gelte () und (i7). Sei f: A6 —
A6 mit b, & B ein U-Homomorphismus. Sei Z Skalar-Modul
bzgl. A @ Homy, (A, ABC)— Z. Dann ist f genaw dann ein Mo-
nomorphismus, wenn f: 6'C — 6C ein Epimorphismus ist.

Beweis: f ist Monomorphismus genau dann, wenn aus f(a6)C

= O folgt abC = O, genau dann, wenn /,(f(— 6)C) © 7,(6C).
Wegen der Skalar-Modul-Eigenschaft von Z ist das dquivalent
20 f(—8)C == 7o 4, 480 la(f(—6)C) 2 Pbom (4, a0 ta(6C) = 6C,
was genau dann gilt, wenn f(—8)C = 6C. Es ist ja f(—6)C C
6C wegen Satz 3.3. Letzteres ist dquivalent zu f(8'C) = 6C, was
bedeutet, daB3 7 ein Epimorphismus ist.
Die Bedingung im Satz, daBl Z ein Skalar-Modul bzgl. A ®
Hom, (4, ABC)— Z, kann auch ersetzt werden durch die Be-
dingung, dal3 Z Skalar-Modul bzgl. 4 ® ¥V— 2 ist und daB
Bild(7) € 4C gilt. Im Beweis ist dann Hom (4, A BC) durch ¥ zu
ersetzen.

3.6. Satz: [n der Sitwation (*) gelte (7). Ist f: Ab— Ab’ ein
Epimorphismus, so ist f:4'C—>Homy (A, Z) ein Monomorphis-
mas.

Beweis: Sei f ein Epimorphismus und f(#'c) = O. Dann ist
J(Ab)e = O, also Ab'c = O, weil f Epimorphismus ist. Wegen
(¢7) ist dann é’c = O. Damit ist gezeigt, daB # ein Monomor-
phismus ist.

Wir betrachten jetzt eine Kategorie B, deren Objekte die Ele-
mente 4 von B sind, und deren Morphismen in Homg(4, &) die
U-Homomorphismen f: 46— 44" mit Bild(f) C 4C sind. Wir
setzen dazu in der Situation (*) die Bedingung (¢7) voraus. Die
Verkniipfung sei die Hintereinanderausfithrung von Homomor-
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phismen. Weiter betrachten wir eine Kategorie BC mit den Ob-
jekten 4C fiir alle & & B und den Morphismen Hom ¢ (6C, 6'C)
= Homg(6C, é'C).

3.7. Satz: [n der Situation (*) gelte (2i). Dann ist B cine
prdaadditive Kategorie und die Zuordnung, die jedem Objelet b
aus B das Objekt 6C aus BC und jedem Morphisinus f: b — &
in B den Morphismus f: 6'C—>b6C zuordnet, ein additiver, kon-
travarianter Funktor; falls (i) fiir (*) gilt, ist dieser Funktor
treu.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, daB B eine Kategorie ist.
Sei id: A6 — Ab gegeben. Dann ist a z';’(bc) = id(ab)c = abc
fiir alle @ & A, also ist id(bc) = bc wegen (¢), d. h. Bild(id) C
8C und id = idy, = id. Seien JF € Homy (6,6") und ¢ & Homy
(6',8") gegeben. Dann ist agf(8"c) = gf(ab)e = g(a'd")ec = '}
(67¢) = a'b'c’ = flab)d' = af(¥'c") = afp(6'c), wenn flab) ==
a6’ und §(6"¢) = ¢’ sind. Dann ist & = gf © Hompg(b, 4").

AuBerdem gilt /& = g/j\‘. Damit ist B eine Kategorie, und gleich-
zeitig ist gezeigt, dalB A ein kontravarianter Funktor ist. Dieser

Funktor ist treu wegen Folgerung 3.4, falls (7) gilt. Es bleibt die
Additivitit zu zeigen. Seien f, ¢ € Hompg(4, 6'). Fir alle a & A4,
¢ € Cgilta(fg)(4'e) = (f—g)(ab)c = a(F—3)(¥'c), also f~¢
(&'c)=(f—g)(¢'c). Da Bild(f)C &C, Bild(g)C 4C gilt, ist auch
Bild(/—%) = Bild(f~z) C 4C. Damit ist Homg (4, #') Unter-
gruppe von Hom,, (464, A45"). Aullerdem gilt fﬂ-\g = f+2,d. h
der Funktor ist additiv.

3.8, Folgerung: /n der Situation (*) gelte (ii). Sei f: Ab— Ab
ein U-Isomorphismus und sei Bild(f) C 6C und Bild (ﬁ) -
'C. Dann ist bC = 6'C.

Beweis: Es sind # und ! in B, also sind # und fi\l invers
zueinander.

3.9. Folgerung: /n der Situation (*) gelte () und (it). Sei f:
Ab—> Ab' mit Bild(f) C 6C gegeben. Dann ist f definiert, und es

giltf=f.



Einfache Untermoduln von Kogeneratoren 63

Beweis: Wegen der Symmetrie der ganzen Situation (*) mit
(z) und (#7) bezeichnen wir den durch g:6'C— 6C induzierten
Homorphismus von 46 in Homg(C, Z) ebenfalls mit & und £:
Ab—» A4 sei die Einschrinkung von g in bezug auf das Bild,
falls Bild(g) € 44",

Fir alle 2 € 4 und ¢ € C gilt nun f (ab)c =af ()'¢)= f(ab)c
alsof(ab) = f(ab). Da Blld(f) C A%, ist f definiert und f = f

Wir haben damit unter anderem gesehen, dal} eine Bijektion
zwischen den f: A6 —> A4' mit Bild(f) C 4C und den g:6'C—
4C mit Bild(g) C A4 existiert, falls in der Situation (*) (7) und
(i7) gelten.

3.10. Folgerung: /n der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei
[ E Homg (8,6"). Ist f surjektiv, so ist f injektiv.

Beweis: Istf surjektiv, so ist nach Satz 3.6]‘: injektiv und nach

Folgerung 3.9f = f. Man vergleiche hierzu auch Satz 3.5, wo
die Voraussetzungen stirker sind.

3.11. Lemma: /[n der Situation (*) gelte (2). Sei f:6'C—abC
ein R-Homomorphismus. Existiere fiir jedes w & U ein Modul
Eg mit uabCp < E, C Zy, wobet E , injektiv bogl. A (? V—2Z

ist. Dann existiert genaw ein U-Homomorphismus f: Uab—» A4’

mit f (uab)c = uf (6'c) fiir alle w € U und ¢ < C.
Beweis: Die Situation (*) in Satz 3.3 sei spezialisiert zu

ARXRBCRR — ZR®R

| !

ARQRY — Z

und die Situation (**) sei durch (*) ersetzt. Gelte (7) fiir eine also
auch beide Situationen. Sei f : 46’ — Abc ein U-Homomorphismus.
Existiere fiir jedes » € R ein Modul ,£ mit ,4bcr C LE C ,Z,
wobei £ links-injektiv bzgl. X ® € — 7 ist. Nach Satz 3.3 exi-
stiert dann ein R-Homomorphismus 7 : 6cR — &'C mit af (bcr)
= f(ab")r. Durch Vertauschen der Seiten erhilt man nun die
Aussage des Lemmas.

3.12. Folgerung: /n der Situation (*) gelte (2). Sei f:6'C—6C
ein R-Homomorphismus. Sei 6C einfack, und existiere a’ & A

5 Miinchen Ak. Sb. 1972
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und Moduln E 5 und Eg mit a'bC == 0, a'bCx C EpxC Zp und
a'b6C, C E,C Zy, wobei Eg injektiv bzgl. U @ Z—>Z und E,
injektive Hiille bagl. A Q Y —Z ist. Dann gibt es genawu einen
U-Homomorphismus f : Soc(A8) — Soc(As") mit f(ab)c = af
(b'c) fiir alle ab & Soc(Ab) und alle ¢ = C.

Beweis: Mit &C ist auch @’6C einfach. Nach Lemma 2.4 ist
daher Ua's = Soc(Ab) einfach. Wir haben einen Homomorphis-
mus g: 4'C— a'6C. Ahnlich wie im Beweis von Satz 2.7 zeigt man,
daB fiir alle & U mit #a’6C == O gilt ua’6C C uE' C Z, wobei a'6C
in Z’ grofB ist, also auch #a'6C in « £’ groB ist und wobei 2%’ in-
jektiv bzgl. 4 ® ¥ — Z ist. Nach Folgerung 3.11 existiert f:
Ua'b — A¥ mit f(ua'b)c = ug(¥'c) = uaf(b'c), also f (ab)c
= af(4'c) mit ab € Ua'b = Soc(A4é). Da Bxld(f) C Soc(A48")
folgt die Behauptung der Folgerung mit / = 7.

3.13. Folgerung: /n der Situation (*) gelte (7). Sei bC =2 6'C und
sei bC einfach. Existiere @’ © A und Moduln E 5 und Ey mit
a'bC == 0, a'bCyr CEx C Zp und a'6C, C EY C Z,, wobei E
injektiv bzgl. U @ Z — Z und E5 injektive Hiille bzgl. A @
Y — Z ist. Existiere weiterhin o'’ © A und ein Modul Ey mit
a"6'C %= O und a"'6'C C EyY C Z,, wobei Ey injektiv bzgl.
U®Z—Z ist. Dann sind Soc(Ab) =% Soc(Ab") und Soc(Ab)
einfack.

Beweis: Wegen 2.4 sind Soc(A44) und Soc(A4") einfach. Es ge-
niigt zu zeigen, daBl £ == O ist. Aber f ist die Einschrinkung von
f:Ab — Homg(C, Z), was nach Satz 3.6 ein Monomorphismus
ist. Damit ist auch f ein Monomorphismus.

3.14. Satz: [n der Situation (*) gelte (i) und (i7). Sei Z Koge-
nerator bzgl. A QY —Z. Seien 6C und 6'C einfack und exi-
stieren a © A und Eg, wobei O == abC & Ep & Zp und Eg
injektive Hiille von abC beziiglich A @ Y — Z ist. Dann gilt:

6C=6'C <« Soc(db) = Soc(dd).

Beweis: Sei 6C =~ 6'C. Wie leicht zu sehen, gibt es # & U mit
uabC = a’bC und «F ist injektive Hiille von wadC = a'6C be-
ziglich 4 @ Y — Z. Damit sind die Voraussetzungen von
3.13 erfillt und es folgt Soc(4éb) = Soc(As"). Sei nun umge-
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kehrt Soc(A44) = Soc(A44"). Da &C und 4'C einfach sind, sind
Soc(Ab) = Uab und Soc(A4s") = Ua'é’ einfach und Uaéd groll
in A6 bzw. Ua'6’ groB3 in A6’. Damit ist Uab = Ua'é’. Wir neh-
men nun an, dall Z Kogenerator bzgl. U ® ABC—Z ist. Dann
ist Z auch Kogenerator bzgl. U @ Hom (U, ABC) — Z. Da in
der Situation, die durch v

URABRC — X R®C
U l S 19

U(;;)ABC - Z

beschrieben wird, () wegen UAB = AB C Homy(C,Z) und
(#7) wegen ABC C Z =~ Homy,(U,Z) gelten, koénnen wir die
Sitze 3.5 und 3.6. anwenden. Damit erhalten wir aéC = a’6'C.
Da 6C = abC und 6'C = a'6’'C wegen der Einfachheit von 4C
und &'C gelten, ist 6C = &'C.

Zu zeigen ist noch, daBl Z Kogenerator bzgl. U (? ABC-—Z ist.
Seien Z, G Z; C ABCj, Untermoduln mit Z maximal in Z.
Sei abe & Z'" und abe & Z'. Dann ist bC—“—»Z"——»Z”/Z’ surjek-
tiv mit dem Kern 0. Da Z Kogenerator bzgl. A Q V—Z2 ist,
existiert ein a' € 4 mit @'D = 0, a'6C &= O und a'6C, C E,
C Zg, wobei £ injektiv bzgl. U ® Z — Z ist. Aus dem kommuta-
tiven Diagramm

erhalten wir uZ"” = Z"|Z' 4= O und uZ’ = O und uZ"” = 2'6C
C E C Z, wobei E injektiv bzgl. U(;)Z—»Z ist. Das bedeutet

aber gerade, da3 Z Kogenerator bzgl. U ® ABC— Z ist.
U

Wir wollen jetzt noch untersuchen, unter welchen Vorausset-
zungen ecin Isomorphismus éC =2 4’C nicht nur einen Isomor-

5*
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phismus der Sockel von A4é und 44" induziert, sondern einen
Isomorphismus der ganzen Moduln 44 und A44'.

3.15. Lemma: /n der Situation (*) gelte (7). Sei 6C =~ 6'C, und
existiert fiir jedes a & A ein Modul E mit abCpr C EpC Z,,
wobei E injektiv bzgl. A @ Y —Z ist. Dann existiert ein Mono-

morphismus Ab— Ab'.

Beweis: Nach Satz 3.3 erhilt man mit Bedingung 2 durch
Vertauschung der Seiten, daB3 4'C' — 6C einen Homomorphismus
Ab— A% induziert. Dann wende man Satz 3.6 mit vertauschten
Seiten an.

3.16. Satz: [n der Situation (*) gelte (i) und (i7). Sei Z injektiv
bzgl. U O Z—Z. Sei bC =2 6'C und 6C einfack. Dann ist Ab =
Ab und Ab einfach.

Beweis: Nach Lemma 2.4. 1st Soc(A48) einfach und grof3 in A44.
AuBerdem ist aber jedes Element ab == O in Soc(A44), also ist A4
einfach. Ebenso ist A4’ einfach. Das im Beweis von Satz 3.3
verwendete Diagramm kann bei Vertauschung der Seiten ersetzt
werden durch

clycLayc—2z

/1R 2
6C = abC—Z
so daB ua's’ — = af (6’ —) gilt und damit Bild(f) & 44’ ist. Da

f ein Epimorphismus ist, ist nach Satz 3.6 f : 46— A4’ ein Mo-
nomorphismus, also ein Isomorphismus.

3.17. Satz: [n der Situation (*) gelte (¢). Sei bC = 'C. Exi-
stieven fiir jedes a & A Moduin E g und Ep mit abCr C Ep C Z,
und ab'Cp C Ep C Zg, wobei E und E' injektiv bzgl. A ®
Y—Z sind. Dann ist Ab = Ab'.

Beweis: Nach Satz 3.3 ist Bild(f) € 44 und Bild (f':l) C 4¢,
wenn f:6'C-—b6C der gegebene Isomorphismus ist. Nach Fol-
gerung 3.8 ist dann 46 =z A4,

3.18. Satz: /n der Situation (*) gelte (i7). Sei f: Ab— A
ein U-Homomorphismus mit Bild(f) C &C. Seien ,Q © ,Ab
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und ,Q C Ab' Untermoduln, so daff f(Q) < Q' gilt. Dann gilt
F(8'7:(Q") C b7 (Q) und f (Soc(&'7.(Q))) C Soc(bre(D)).
Beweis: Sei ¢/ € 7.(Q") und sei  (8'¢") = be.
Fiir alle ¢ = a6 € Q gilt dann

gc = abe = af (6'c") = f(ab)c' = f(g)c’ = O
wegen f(Q) € Q'. Also ist ¢ € 7,(Q) und éc =f(b'c') € brc(Q).

Die Aussage uber den Sockel ist dann eine triviale Folgerung,

3.19. Folgerung: /n der Situation (*) gelte (i) und (i). Sei
Z Kogenerator bzgl. A Q@ Y —Z. Seien D C bC bzw. D' C 6'C
maximale Untermoduln und Q C Ab bzw. Q' C Ab' die nach
Satz 2.6 zugehirigen einfachen Untermoduln. Seien f: Ab— Ab'
und g: 6'C— b6C Homomorphismen mit f(ab)c = ag(b'c) fiir alle
aC A, c € C. Dann gilt f(Q) C Q' genau dann, wenn g(D'")
C D gile.

Beweis: Fiir £ gilt Bild(f) C 4C und fiir g gilt Bild(g) C A4’
Also ist g = f und f = £. Dann verwende man Satz 3.18.

§ 4. Anwendungen

4.1. Satz: Sei My ein Kogenerator und sei I' = End (M ). Seien
m, m' & M und m, m' == O.
Dann gelten:

1.) Aquivalent sind -

a) I'm ist einfach

b) mR ist einfach und mR ist in einem M-injektiven Unter-
modul von M enthalten.

c) mR ist einfack und fiir alle y € I ist y(mR) in einem
M-injektiven Untermodul von M enthalten.

2.) Ist I'm einfach, so ist I'm = Soc(ly, rx(I'm)) und I'm ist
grof in Ly, rx(I'm).
3.) Der Socke! von I'm ist von Null verschieden und groff in I'm,

Jolglich ist der Sockel von M won Null verschieden und
grofl in M.
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4.) mR besitst genaw dann einen grifiten Untermodul, wenn
Soc(I'm) einfack ist.

5.) Folgende Zuordnungen sind invers zucinander :
Maximaler Untermodul Dz C mRpv— Einfacher Untermodul
Soc({p(DYm) C I'm;
Einfacher Untermodul (Q C I'm v Maximaler Untermodul
mr, (Q) & mR. Siehe FuBnote.

6.) Rad(mR) = mrx(Soc(I'm))

7.) Zu jedem f & Homp(I'm, I'm') existiert genau ein f €
Homyg(m'R,mR) mit f(ym)r = yf (m'r) fiir alley & I und
7 € R. Insbesondere existiert ein t € R, so daf f(ym) = yf (m')
= ymt fiir alle y € I.
Bei dieser Zuordnung ist f genaw dann ein Monomorphismaus,
wenn f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus, so
ist f ein Monomorphismus.

8.) I'm = I'm’ impliziert mR = m'R.

9.) Ist My injektiv und mR = m'R, so ist I'm = I'm’.

10.) Seien mR und m'R einfack. Dann gilt mR = m'R genau
dann, wenn Soc(I'm) = Soc(I'm') gilt.

11.) Seien I'm und I'm' einfach. Dann spielt mR =~ m'R genau
dann, wenn I'm = I'm’ gilt.

Beweis: Wir gehen aus von der Situation
FF@]T@RRH FM(?RR
I (;5) My —— Mg
Es gilt (z): M C Hom(Rg, Mp)
(#): M & Homp(p I, pM).

Jeder M-injektive Modul ist injektiv bzgl. I' ® M — M und
umgekehrt.

Zusatz bei der Korrektur.

Es gilt ferner: Fitr 7, 7' € M existieren genau dann maximale Unter-
moduln D € mR, D' € m'R mit mR|D" = m'R|D', wenn einfache Unter-
moduln Q € I'm, Q' € I'm' mit Q =~ Q' existieren. Eine entsprechende
Aussage gilt auch im allgemeinen Fall sowie in den weiteren Spezialfillen.
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M ist Kogenerator bzgl. I' ® M — M. Sei namlich ¥’ g Y’
C M mit ¥ maximal in ¥’ gegeben, so ist

Y’ -
b 4
YI/ YII
I

xR c E C M

kommutativ, da xR einfach ist und in einer injektiven Erweite-
rung E in M liegt, also y(¥") = xR gilt.
1.) folgt aus Lemma 2.4 fir D=0, é=wm, a=1 & I und
aus Satz 2.7 flir D = O.
2.) folgt aus Satz 2.3.

3.) folgt aus Satz 2.9. und aus Satz 2.10, da R und auch mR
geniigend viele maximale Untermoduln besitzen.

4.) folgt aus Folgerung 2.11.
5.) folgt aus Satz 2.6.
6.) folgt aus Folgerung 2.12.
7.) folgt aus Satz 3.3, Satz 3.5 und Satz 3.6.
8.) folgt aus 7.)
9.) folgt aus Satz 3.3(2) und Folgerung 3.8 durch Symmetrie
10.) folgt aus Satz 3.14.
11.) folgt aus 1.) und 10.).
4.2. Sawz: Sei My ein Kogenerator und I' = End(Mp). Seien
v, v € I'und y,y' &= O. Dann gelten:
1.) Aquivalent sind :
a.) Iy ist einfach.
b.) y(M) ist einfach und y(M) ist in einem M-injehtiven
Untermodul von M enthalten.
c.) y(M) ist einfach und fiir alle y"' & I ist y"'y(M) in

einem M-injektiven Untermodul von M enthalten.
2.) Ist I'y einfach, so ist I'y = Soc(lp 7)(I'¥)) und Iy ist
grofy in Lpry (I'y).



72 Friedrich Kasch und Bodo Pareigis

3.) Ist My endlich erzeugt, so ist der Sockel von I'y von Null
verschieden und grofi in I'y. Insbesondere ist dann der
Sockel von I von Null verschieden und groff in I

4.) y (M) besitzt genawn dann einen grofiten echten Untermodul,
wenn der Sockel von Iy einfach und groff in I'y ist.
5.) Folgende Zuordnungen sind invers zucinander .

Maximaler Untermodul DpC y(M) — Einfacher Unter-
modul Soc(Ip(D)y) C I'y.

Einfacher Untermodul Q C I'y — Maximaler Untermodul
(@) © v (M),

6.) Rad (y (M) = y (74 (Soc(I'))).
Rad(My) = ry(Soc(rI")).

7.) Zu jedem f & Homp(Iy, I'Y') existiert genan ein f & Hom,,
(' (M), y (M) mit f(y)m = f (y'm) fiir alle m & M. Bei die-
ser Zuordnung ist f genaw dann ein Monomorphismus, wenn
f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus, so ist
f ein Monomorphismus.

8.) I'y =~ I'y’ impliziert y (M) = y'(M).

9.) Ist My injektiv und y(M) = y'(M), so ist 'y = I'y'.

10.) Seien y (M) und y'(M) einfach. Dann gilt y(M) = y'(M)
genau dann, wenn Soc(Iy) = Soc(Iy) gilt

11.) Seien I'y und I'y' einfach. Dann gilt y(M) = y'(M) genau
dann, wenn Iy = I'y" gilt.

Beweis: Wir gehen aus von der Situation
,F(?FC;S)MR — I‘FCI)S)MR
I‘F@ Mp —— M.
Es gilt (¢): I' C Hom g (M, M)
(7): M < Homp(pI', pM).

AuBerdem ist M Kogenerator bzgl. I' @ M — M. Der Beweis
verlauft damit ebenso wie der Beweis von Satz 4.1.
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4.3. Satz: Sei My ein Kogenerator und sei I' = End(My). Sei
Py ein R-Modul und T = End(Pp). Seien p, p' © P und

20 =+ 0.
Dann gelten

1.) Aquivalent sind
a) fHom (P, M)(p) ist einfach.
b) pR ist einfack und fiir alle 6 € Hom (P, M) ist 0 (pR) in
einem M-injektiven Untermodul von M enthalten.
2.) Ist {Hom z(P, M) (p) einfack, so ist fHomz(P, M) (p) = Soc
(Z37 g(Hom (2, M)($))) und [Homz(P,M)(p) ist groff in
Ly 7 g (Hom (P, M)(8)).-
3.) Der Sockel von pHompg(P,M)(p) ist von Null verschieden
und groff in pHomg(P, M) (p).
4.) pR besitzt genaw dann einen grifiten echten Untermodul, wenn
Soc (Homz (P, M)(p)) einfach ist.
5.) Folgende Zuordnungen sind invers zucinander .
Maximaler Untermodul Dy & pRy v Einfacher Unter-
modul 1So¢(lyomp,an(D) (p)) < pHomg (P, M) (p);
Einfacher Untermodul Q C [Hom (P, M)(p) — Maximaler
Untermodul prz(Q)g © pR.
6.) Rad(pRy) = pr(Soc(pHomz(P, M)(p))).
7.) Set P M-reflextv, dann gilt:
Zu jedem f € Homp(Homz(P, M)(p), Homg (P, M)(p")) exi-
stiert genaw ein f € Homg(p'R, pR) mit f(o(p)) = o(f (")
fiir alle 0 & Homg(P,M). Insbesondere existiert ein pr &
PR mit f(o(p)) = o(pr) fiir alle 0 @ Homgx(P, M). Bei dieser
Zuordnung ist f genaw dann ein Monomorphismus, wenn
f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus, so ist f
etn Monomorphismus.
8.) Sei P M-reflexiv, dann gilt:
rHomz (P, M)(p) = [Homz (P, M) (p") impliziert pR = p'R.
9.) Ist My injektiv und pR = p'R, so ist JHomy(P,M)(p) =
rHomg (2, M) (4").
10.) Seien pR und p'R ecinfach. Dann gilt pRy = p'Rp genau
dann, wenn pSoc(Homgx(P, M) (p)) = rSoc(Homg(P, M)
(") gilt.
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11.) Seden [Hom x (P, M) (p) und ;Homz(P, M) (p") etnfack. Dann
gilt pRy = p'Ry genau dann, wenn (Homy(P, M) (p) =
rHom g (P, M) (p") giit.

Beweis: Wir gehen aus von der Situation

Homg(PM)® P © R—>pM @ Ry

}

rHomR(PrM)(?PR — Mp.

Es gelten (z): M C Homg(R, M)
(z2): P C Homp(Homzx(P, M), - M).

Ist nimlich M Kogenerator, so ist (1), c yomcp, 1 Ker(o) = O.
Also existiert flir jedes O 4= p & P ein 0 € Homgz(P, M) mit
o(p)+ 0.

Weiter ist £ genau dann injektiv bzgl. I' ® M — M, wenn E
M-injektiv ist. Das gilt insbesondere, wenn £ injektiv ist. Sei
nun ¥ ¢ ¥’ C P mit ¥ maximal in ¥’ gegeben. Dann ist

YI >}l” >P
v yr

R
mR C EC M

kommutativ fiir ein 0 € Homz(P, M), weil M zu jedem einfachen
R-Modul eine injektive Hiille £ enthilt. Also ist ¢ (V") = O
und ¢ (¥Y") = mR und mR in einer injektiven Hille in M ge-
legen. Daher ist 4/ Kogenerator bzgl. Homy (P, M) @ P— M.
Der Beweis verlduft damit ebenso wie der Beweis von Satz 4.1.

4.4. Folgerung: Se¢i My ein Kogenerator und sei I' = End (M ).
Seien 7, v € Rund r,r' &= O. Dann gelten

1.) Aquivalent sind

a) pMr ist esnfach.
b) 7Ry ist einfack und fiir alle m & M ist mrR in einem M-
injektiven Untermodul von M enthalten.
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2.) Ist My einfach, so ist Mr = Soc(ly 7 x(M7)) und pMr ist
groff in Ly v (Mr).
3.) Der Sockel von pMr ist von Null verschieden und grof in
Mr.
r

4.) 7R besitzt genaw dann einen grifiten echten Untermodul,
wenn Soc(pMr) einfack ist.
Insbesondere gilt: a) R ist genawn dann lokal, wenn Soc(pM)
einfack ist;
b) Ist Soc(rM) einfach, dann gilt dies fiir jeden R-Kogene-
rator.
5.) Folgende Zuordnungen sind invers zueinander :
Maximaler Untermodul D g C vR g Einfacher Untermodul
sl (D)r) C oM
Einfacher Untermodul Q C pMr — Maximaler Untermo-
dul rrg(Q) g C 7Ry
6.) Rad(7R) = »7(Soc( Mr)).
7.) Sei My reflexiv, dann gilt:
Zu jedem f & Homp(Mr, My') existiert genau ein f & Homg
(7' R,7R) mit f (mr) = mf (') fiir alle m € M. Insbesondere
existiert ein t = f(r') © rR mit f(mr) = mt fiir alle
m © M. Bei dieser Zuordnung ist f genaw dann ein Mono-
morphismus, wenn f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epi-
morphismus, so ist f ein Monomorphismus.
8.) Sei M, reflexiv, dann gilt:
Mr = My’ impliziert rR = r'R.
9.) Ist My injektiv und rR = »'R, so ist [Mr = [ Mr'.
10.) Seien rR und r'R einfach. Dann gilt rR = v'R genaw dann,
wenn Soc(pMr) = Soc(rMr") gilt.

11.) Seien pMr und [Mr' einfack. Dann gilt ¥R = 'R genau
dann, wenn [Mr = Mr' gilt.

Beweis: Man setze P == R in Satz 4.3 ein.

Wir weisen schlie8lich noch darauf hin, daB entsprechende Aus-
sagen auch gelten, wenn ein Morita-Kontext vorliegt und einer
der beiden Moduln des Morita-Kontextes Kogenerator ist.
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