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Einfiihrende Bemerkungen (Ludwig Biermann)
zu der Vorlage der nachgelassenen Arbeiten von A. Wilkens
iitber die Bewegungen von Planetoiden

,,Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegungen der
Planetoiden des Thule-Typus‘

und
,,Zur Stérungstheorie der Planetoiden des Hilda-Typus nebst
Erweiterung auf das System der groBen Planeten Pluto —
Neptun®’.

Zwischen den erdihnlichen Planeten und dem Jupiter bewegt
sich eine groBe Zahl von sogenannten kleinen Planeten, deren
innerste die Erdbahn noch schneiden, wihrend die Bahn der
julersten etwa mit der Jupiter-Bahn zusammenfillt. Die letz-
teren, die Gruppe der sogenannten Trojaner, bilden mit dem
Jupiter stets ein ungefdhr gleichseitiges Dreieck, d. h. sie gehen
dem Planeten entweder um etwa 60° voran oder aber sie folgen
ihm in diesemn Abstand. Die Theorie dieser Bahnen ist im Zu-
sammenhang mit dem Dreikérperproblem schon von Lagrange
behandelt worden, und ihre Stabilitit ist schon seit langem
bekannt.

Die Gesamtzahl der kleinen Planeten ist von der GroBenord-
nung 10°® (von denen 1%, bekannt sind), bei einer Gesamtmasse
von etwa 1/,4y der Erdmasse. Die mittleren Radien der meisten
diirften also nur von der GréBenordnung 10 bis 20 km sein, dhn-
lich den Kernen grofer Kometen.

Zwischen einem Sonnenabstand von etwas uiber 2 a. E. und
etwa 314 a. E. bilden die kleinen Planeten eine ziemlich dichte
Verteilung, die nur bei bestimmten Werten durch eine deutliche
Liicke unterbrochen ist oder aber einen Haufungspunkt aufweist.
Zur genaueren Beschreibung werden die Bahnen zweckmiBig
nicht durch den mittleren Abstand von der Sonne, sondern durch
ihre mittlere Bewegung charakterisiert, die fiir den Planeten
Jupiter fast genau 300 (genauer 299,13) Bogensekunden pro Tag

1 Miinchen Ak, Sb. 1972
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betrdgt.* Es zeigt sich nun, dall, wenn wir zunichst nach innen
gehen, bei dem Dreifachen dieses Wertes, 897 Bogensekunden,
eine ausgesprochene Liicke beobachtet wird (mittlerer Abstand
von der Sonne 2.5 a. E., Hestia-Liicke): Es gibt keinen bekann-
ten kleinen Planeten mit einer mittleren tiglichen Bewegung zwi-
schen 887 und 903 Bogensckunden; in den angrenzenden Inter-
vallen befinden sich z. B. jeweils drei kleine Planeten zwischen
903 und go4 Bogensekunden und 885 und 887 Bogensekunden,
etwa entsprechend der mittleren Hiufigkeit pro Bogensekunden-
intervall in der weiteren Umgebung dieser Stellen.** — Die nich-
ste Liicke befindet sich bei einer mittleren Bewegung von etwa
750 Bogensekunden pro Tag, dem 2%-fachen der mittleren Be-
wegung des Jupiter. Hier handelt es sich allerdings, ebenso wie
bei der nichstfolgenden Liicke bei etwa 700 Bogensekunden, das
sind 7/3 der mittleren Bewegung des Jupiter, nur um eine tiefe
Einsenkung der Verteilungsfunktion, nicht um das vollkommene
Fehlen von kleinen Planeten mit Werten der mittleren Bewegung,
die zu derjenigen des Jupiter kommensurabel sind. - Die niichste
Liicke befindet sich in der Umgebung derjenigen Stelle, bei der
die mittlere Bewegung das Doppelte derjenigen des Jupiter be-
trigt. Diese Liicke wird im allgemeinen als Hecuba-Liicke be-
zeichnet, nach einem kleinen Planeten, der mit 616 Bogensekun-
den pro Tag eine etwas groBere mittlere Bewegung besitzt. Uber
diesen Plancten gibt es eine Untersuchung von A.Wilkens, die
im Jahre 1960 als Abhandlung unserer Akademie erschienen ist
und deren Resultate zum Teil in den beiden Untersuchungen,
die ich heute vorlege, wieder mit verwendet worden sind. Auch
die Hecuba-Liicke ist in der gesamten Statistik durchaus auf-
fillig, obwohl es einen kleinen Planecten gibt, der fast genau die
doppelte mittlere Bewegung wie Jupiter hat.

Beim 114-fachen der mittleren Bewegung des Jupiter, also um
den Wert 450 Bogensekunden pro Tag, gibt es nun in der Folge

* Ein ganzzihliges Verhiltnis der Perioden oder der mittleren Bewegungen
bedeutet offenbar, daB die beiden Planeten nach einer kleinen Zahl von Um-
laufen wieder dieselbe gegenseitige Stellung einnehmen, so daB die gegen-
seitigen Stérungen im gleichen Sinn wirken kénnen (Resonanz).

** Siehe z. B. die Tabelle auf S. 163, Landolt-Bornstein, neue Serie Band
VI/1.
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der kleinen Plancten keine Liicke, sondern vielmehr eine Gruppe
von 14 kleinen Planeten, die Hilda-Gruppe, die simtlich Werte
zwischen 4435 und 454 Bogensekunden pro Tag besitzen. Die eine
der beiden heute vorzulegenden Arbeiten A.Wilkens’ bezieht sich
auf die Theorie dieser Gruppe. Die zweite Arbeit betrifft den Fall
der Kommensurabilitit von 4: 3, der bei den kleinen Planeten
durch den Planeten Thule mit 400,3 Bogensekunden realisiert
ist. Zwischen 444 und 308 Bogensekunden pro Tag (dem gréf3ten
Wert fiir einen der Trojaner) ist Thule der einzige Planet in die-
sem ganzen Bereich. Das Verhiltnis 3: 2 ist {ibrigens auch des-
wegen von besonderem Interesse, weil es zufilligerweise das Ver-
hiltnis der mittleren Bewegungen von Neptun und Pluto (der
eine Art dulerer kleiner Planet ist) wiedergibt.

A.Wilkens hat sich von Beginn seiner wissenschaftlichen Lauf-
bahn an fur die Theorie des Planetensystems interessiert; seine
bekanntesten Arbeiten gehoéren ja in dieses Gebiet. Auch nach
seiner Riickkehr nach Miinchen hat er wieder Themen aus diesem
Bereich aufgegriffen. Auch die in den beiden von F. Schmeidler
bearbeiteten Manuskripten dargestellten Untersuchungen, die ich
Thnen heute vorlege, werden wohl immer eine wichtige Ausgangs-
basis fiir weitere Untersuchungen {iber diesen Gegenstand dar-
stellen, obwohl Wilkens die Frage, warum im einen Fall eine
ganze Gruppe von Planeten auf anscheinend stabilen Bahnen
umliuft, wihrend in der Mehrzahl der anderen Fille von Kom-
mensurabilitit der Perioden tiefe Liicken in der Verteilungsfunk-
tion vorhanden sind, soweit wir wissen nicht mehr hat kliren
konnen. Die nachfolgende Vorbemerkung von Herrn Schmeidler
(Universititssternwarte Miunchen), der sich dankenswerterweise
mit groBer Sorgfalt der nachtriglichen Bearbeitung der nach-
gelassenen Manuskripte angenommen hat, enthilt auch eine aus-
fithrliche Zusammenfassung der Hauptresultate. L B



Vorbemerkung zu den beiden folgenden Aufsitzen
Von Felix Schmeidler, Miinchen

Die Originalmanuskripte der beiden nachfolgenden Arbeiten
wurden im Nachlal des am 27. 1. 1968 verstorbenen Professor
Wilkens gefunden und der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften iibergeben; aus schriftlichen Notizen von Herrn Wil-
kens ging hervor, daB er beabsichtigt hatte, beide Arbeiten in
den Schriften der Akademie zu verdffentlichen. Da es sich in
beiden Fillen offensichtlich um vorliufige Ausarbeitungen han-
delte, wurden die Manuskripte zunichst Herrn Kneissl und
Herrn Schneider (Technische Hochschule Miinchen) zur Be-
arbeitung iibergeben. Beide Herren muBten nach eingehender
Prifung aus Zeitgrinden die Aufgabe der Herstellung einer fir
den Druck geeigneten Formulierung des Textes ablehnen. Dar-
aufhin erkldrte sich der Verfasser dieser Zeilen auf Bitte der
Herren Schwab und Wellmann zu dieser Aufgabe bereit. Da-
bei war es mit freundlicher Zustimmung von Herrn Schneider
moglich, die von ihm bereits geleisteten Vorarbeiten zu benutzen.

Bei der Bearbeitung wurde der Text zunichst an einigen Stel-
len stilistisch gedndert. Weiter wurden gelegentliche sachliche
Wiederholungen ausgemerzt, zu deren Beseitigung Herr Wil-
kens nicht mehr die Zeit gefunden hatte. AuBerdem wurde die
Darstellung von entbehrlichen Weitldufigkeiten befreit und hat
dadurch, wie ich hoffe, an Verstindlichkeit gewonnen. Dal} mit
diesen MaBnahmen viele technische Arbeiten wie z. B. die Um-
numerierung fast simtlicher Gleichungen verbunden waren, ver-
steht sich von selbst.

Auch in der Sache haften den beiden Arbeiten noch einige
Unvollkommenheiten an. So hat Herr Wilkens in der Arbeit
iiber den Thule-Typus nicht mehr die Zeit gefunden, alle drei
Fille der Losung der entscheidenden Gleichung auszuarbeiten,
die die Exzentrizitdt als Funktion der Zeit angibt. Auch andere
kleinere Mingel dhnlicher Art sind stehen geblieben. Bewulit
habe ich es unterlassen, diese an sich erforderlichen Ergénzungen
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von mir aus vorzunehmen. Fur das Verstidndnis des prinzipiellen
Gedankengangs sind sie nicht notwendig; wer aber andrerseits
die Grundidee von Herrn Wilkens fiir eigene Untersuchungen
anwenden will, wird die fehlenden Ausfithrungen mit leichter
Miihe ergiinzen kénnen. An den entsprechenden Stellen des Tex-
tes habe ich durch FuBnoten auf fehlende sachliche Uberlegungen
hingewiesen.

In diesem Zusammenhang scheint es mir niitzlich, mit kurzen
Worten den Grundgedanken der beiden Aufsdtze zu skizzieren,
der aus dem von Herrn Wilkens verfafiten Text nur durch aus-
fithrliches Studium gefunden werden kann. Sowohl im Fall des
Hilda-Typus (gendherte Kommensurabilitdt 3:2) als auch im
Fall des Thule-Typus (geniherte Kommensurabilitit 4: 3) wer-
den nur diejenigen Glieder in den Stérungsgleichungen bertick-
sichtigt, die von dem langsam verdnderlichen Argument { ab-
hingen; dabei ist im einen Fall { = 3/"—2/— &, im anderen
Fall { = 4/ — 3/— &. Die Koeffizienten der Terme in { wer-
den bis zum zweiten Grad der Exzentrizititen entwickelt. Es
werden also alle kurzperiodischen Stérungen und unter den lang-
periodischen Stérungen diejenigen vernachldssigt, die von den
dritten und hdheren Potenzen von ¢ und ¢’ abhingen. Unter die-
sen Annahmen kann eine Gleichung aufgestellt werden, die die
zeitliche Ableitung von e in der Form eines quadratischen Aus-
drucks in ¢ selbst darstellt; sie ist also eine Riccati'sche Differen-
tialgleichung. IThre Lésung ergibt die im Rahmen der Voraus-
setzungen strenge Darstellung der Exzentrizitit als Funktion der
Zeit. Die Differentialquotienten der iibrigen Bahnelemente wer-
den als Potenzreihen nach ¢ dargestellt, die nach Aufstellung der
Integrale {iber ¢ und {iber ¢? integriert werden kénnen. Die nahe-
liegende Frage nach der Stabilitit der gefundenen Lésungen, die
fiir den Vergleich mit den Beobachtungen wichtig wire, ist nicht
mehr ausdiskutiert worden.



Zur Storungstheorie der Planetoiden des Hilda-Typus
nebst Erweiterung auf das System der groBen Planeten
Pluto-Neptun

Von A.Wilkenst

Vorgelegt am 11. Juni 1971 durch Ludwig Biermann

In dem in der Uberschrift genannten Problem der Mechanik
des Himmels handelt es sich um diejenigen kritischen Fille, bei
denen das Verhiltnis der mittleren Bewegungen 7 und 7’ des
storenden und gestdérten Kérpers schr nahe im Verhiltnis der
beiden aufeinander folgenden ganzen Zahlen »: 2" = 3: 2 steht
(Hilda-Typus), so dall grolitmogliche Stérungen der Elemente
entstehen, und zwar auf Grund der Terme der Stérungsfunktion
mit dem Winkel-Element: { =3/ —2/— & resp. {' = 3/ —
—2/— @', wo / und /7’ die mittleren Lingen der beiden Plane-
ten, weiter @ und @’ die Perihellingen fixieren. Da die mittleren
Bewegungen im vorliegenden Fall sechr nahe im Verhiiltnis zweier
aufeinander folgender ganzen Zahlen stehen, so sind die Koeffi-
zienten der genannten kritischen Glieder der Stérungsfunktion
in e resp. ¢ mindestens vom 1. Grade der Exzentrizititen und
dann weiter vom 2. und héheren Grade von ¢ und ¢'. In bezug
auf das analoge System der groBen Planeten Pluto und Neptun

ist das Verhiltnis der mittleren Bewegungen sehr nahe = —2—,

entsprechend dem Winkelargument der Stérungsfunktion § =
=3/ —2/— & resp. 3/ —2/— &', wobei also die kritische
Differenz 37" — 2# sehr klein ist und die Perihel-Lingen-Diffe-
renz, da bei Pluto die Perihel-Linge & = 220° 30" und bei Nep-
tun @ = 43° 41, so dal} die Perihel-Lingendifferenz & — &' =
= 176° 49/, also nahe = 180° als Poincarésche Bedingung fiir
die Existenz einer periodischen Losung: @ — @ == 0° oder 180°,
neben der Kommensurabilitit der mittleren Bewegungen, die bei
Neptun-Pluto sehr genéhert erfiillt ist. Betrachtet man weiter die



Zur Stérungstheorie der Planetoiden des Hilda-Typus 7

raumliche Bewegung im Hinblick auf die Hauptbedingung einer
riumlichen periodischen Lésung, so kommt weiter die Bedingung
hinzu, daf} die Differenz der Knotenlingen § — 8§’ = 0° oder
180° betragen muf3, was nun {iberraschenderweise ebenfalls ge-
nihert erfiillt ist, indem §, — &' = 21° 19’, so daB3 damit nun
auch die Mbéglichkeit der Darstellung des Stérungsproblems
Pluto-Neptun durch eine periodische Losung im Raum als Basis-
Losung der Gesamtdarstellung des Pluto-Neptun-Problems nahe-
gelegt wird, nur noch zu erweitern durch eine Variation der pe-
riodischen Loésung zwecks Anschlusses der Lésung an die beob-
achtete Bewegung.

§ 1. Grundgleichungen des Problems.

Zuerst ist nun die Bewegungstheorie fiir Pluto-Neptun zu un-
tersuchen, zunichst unter Vernachlissigung der gegenseitigen
Bahn-Neigung, wobei der kritische Winkel { = 3/ —2/— &,
wo die ungestrichelten Winkel resp. Elemente dem Neptun, die
gestrichelten dem Pluto entsprechen.

Dann lautet die Stérungsfunktion R, zuerst im Falle der Sto-
rungen von Neptun durch Pluto, wie folgt, bis ¢* einschlieBlich:

(1) R=Ny+ N, -+ Nyt + N, ecosl+Ny-ed:cosl -+
+ Ny e? - cos 2( +1V:;'e4-coszé'
+ Ny e®cos 3l + Ny-et-cosal

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben, nach Le Ver-
rier in dem 10. Bande der ;,Annales de I'Observatoire de Paris‘:

1

Ny = % m' e A% N, = T m' (A} + A

Ny =T’ (A + 4D, Ny = - m' (— 6 43— 4}

Ny = 5 m' (6645 + 94} —8.43— 343

Ny =5 m'(574° + 1143 + 1.4

Ny = —= m'(— 1658 4% — 33115 A + 14.4% + 2445 + 4.49)
N, = % m' (— 606 A% — 123 A — 16 A3 — 1 - 4D

Ny =<z ' (i A% 4 fo A + f AR + fi AR + 1+ AP)
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wobel noch zu bemerken bleibt, dal3 die Gauf3sche Konstante = 1
gesetzt wurde.

Die 4 Variabeln unseres zunichst ebenen Problems sind: ¢ =
groBe Halbachse der Neptuns- resp. Hilda-Bahn, ¢ die Bahn-
Exzentrizitit, @ die Perihel-Linge und { der kritische Winkel:
¢ = 3/'—2/— @. Die Differential-Gleichungen der durch den
grofen Plancten Pluto (Jupiter) gestérten Planeten Neptun
(Hilda), lauten dann, der Stérungstheorie entsprechend, folgen-
dermafBen, im Falle der ebenen Bewegung (e Linge fiir # = 0):

(2)
d(;/z;) _OR de _ _Vl——iz[ak =V =) a]e]

T el 4t eVa al
ac /o OR Vi—e . 5\ OR
E-—g,n———zn-}—arla e (3 2V1—e)—g
do __Vi—e R
dt WV a e’

L 2 0R  (Vi—d (T pa)eR
di na da 1/'—

Da nach Definition { = 3/'— 2/— & und das einzige Win-
kel-Argument bei unserer Darstellung ist, so folgt hieraus unmit-
telbar die niitzliche Beziehung zwischen den Ableitungen nach

Jund &:
8R 1 9R 1 dVa
3 %6z ol Tz dr
gemiB der 1. Gleichung von (2), so folgt bei Substitution der
soeben abgeleiteten Ausdriicke fiir %{—;— und % in die Gleichung

. de
<2) furw.

de - V:?[l d(l/;) —{—(1—1/1—62) d(lf;):l’

At eVa Lz dtf dt

welche Gleichung wir noch auf die folgende Form bringen wollen:

Ve de _ a0/ (2 —Vi—4),

" Vi—i G d? 2

so daB bei Umformung der linken Seite entsteht:



Zur Storungstheorie der Planetoiden des Hilda-Typus 9
P —2—_3__|/_2)£(_@
a4 [V "’]—(2 V) Tar o
so dal} weiter, rechts beginnend:
d d(lf — dVa d (oo
= (a}?_l/d_ W=D Y i—a e (Va—a),

so daB} bei Integration das folgende Integral erhalten wird:

(4) —z— Va= Va(l — ¢?) 4+ const.,

in Analogie zum Hecuba-Problem in meiner Abhandlung ,,Zur
Theorie der nahezu kommensurablen Bewegungen der Planeten
vom Hecuba-Typus* in den Sitzungsberichten der Bayer. Aka-
demie der Wiss., 1960, pg. 227-249. Da weiter nach (4) beie << 1
unmittelbar ersichtlich ist, dal3 die Integrationskonstante:

const. > 0 sein muB; werde sie gleich % Va* gesetzt, so dal bei

Potenzentwickelung nach ¢ bis ¢% entsteht:
(42) Va-(5+5¢) =5 Va,
so daf3:

Va=Va,—e4 -2,
oder auch weiter:
(5) a=a,(1—2e+-.:).
Hieraus folgt unmittelbar in bezug auf die mittlere Bewegung:
(5a) n=m = (138 ),
so dal3 die Konstante #,, ausgedriickt noch durch die mittlere
Bewegung 7, im Zeitpunkt # = #,:
b e = (1 — 3eR 4 -+ ).
Analog gilt, der Gleichung (5) entsprechend:

ax == ag(1 + 265 + - 1)

Auf der Suche nach weiteren Integralen geht nun die 2. Glei-
chung von (2) unter Benutzung der Beziehung (3), in die neue
Form tber:
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©  E-—hEtE-vA
wo nach (1)

) % == g e sin { -+ gye%sin 28 + g3 sin 3¢
mit

(8) g, = 2V, gy = 4Ny, &5 = 6V,

Unter Benutzung von (4a) fur die Entwicklung von Va ergibt
sich:

) % = —ﬁ (51 -sin § 4 eg, - sin 28 + % g ¢%sin C)
Da nun weiter gemil Definition von ¢ nach (1), wo noch die

mittlere Linge /==¢ + [2-d¢ und ¢ die mittlere Linge der

Epoche, so wird die Differentialgleichung fiir { zunichst:

aw de  do
(10) 7};—372 —'271—2‘[27——-5,

wo 7 bereits nach (5a) als Funktion von a, resp. 7, und ¢ dar-
gestellt ist, indem

(10a) ==, (1 + 3624 ...).

’ . de da )
Weiter lauten nun die Darstellungen von —— und = (s. Tisse-

rand, Traité de Mécanique Céleste Bd. 1, pag. 169) wic folgt:

de 2 OR + Vi—e? (1 1 2) oR
(11) 7 na oa T nat-e & de

do _ Vi1i—e 0R

dt ~  na.e e’

so daB die Differential-Gleichung fiir Z—g die folgende Form er-
halt:

(12) if—zzo—}—zl-ez—l—(zz- e—i—z—:) cos €+ (24 + 25+ €) cos 20

mit folgender Bedeutung der Koeffizienten:
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(13)

2 2 9N, 2 oV,

go =30 —2n— = Ny b 0T b A= = O 105 T
2 0N, 1 2 2 0NV
22:—7;;.851’03*_1/(;]\/2’24_ V;N3’Z5"_na da

wobei noch die von « direkt wie indirekt abhingigen Funktionen
nebst ihren Ableitungen nach ¢ noch nach Potenzen von ¢ zu
entwickeln bleiben, weil nach (5) @ = a, (1 — 2¢%). Folglich wird
weiter, da 7 =a "1 n = n,(1 + 3 -2+ --+), also auch noch
zur Definition von 7,: ny = 7,(1 — 3¢5 + - - -). Analog sind
weiter auch die Funktionen N; resp. deren Ableitung nach &
auch noch nach Potenzen von ¢ bis ¢2 zu entwickeln, so dal} in

(13) anstelle von 27 treten muB: 272 = 22(1 +3 %+ .- ).

Ferner lautet der nichste Term in g4: — %Nl, also bei Ent-
@
wickelung:
2 2 Y
= —_— * 2 . — Baduh N
— =N, MM@4M2QMM]

Analog wird weiter in bezug auf den nichsten Term:

(14)
L Y B Yo e[ (o —ay) D0

a da da

wo weitere Entwickelung unnétig, weil bereits: @ — ay =

= -—2a,¢% -+ -+ -, so daB, geordnet nach Potenzen von e2:
"(dN, o @M, 2N,

( da )*—{—e (_ da ——2(1*( da® )]
Der nichste Term, der 2. Term in (12): z, - ¢ bendtigt, weil

schon vom 2. Grade in ¢ keine weitere Entwickelung nach ¢, so
daB nur formal zu setzen ist:

(43) STrt—21a,

ra da

. 2 d N,
(152) 2y =—06mny + s (77)*,
wobei immer zu beachten ist, dal3 anstelle von #, 27" in der fri-
heren Abhandlung (1660) zum Hecuba-Problem hier immer
2n, 37’ zu setzen ist, soweit # nur explizit allein ohne Koeffizien-
ten &V ete. in der Verbindung 3#" — 2# statt friher 25" —un
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vorkommt. Weiter ist im nichsten Term von (12) mit cos { als
gemeinsamem Faktor der 1. Term 2, - ¢ nicht zu erginzen, weil
der Zusatz-Term mit ¢3 als Faktor wegfillt, so dal3:

(15b) zgszZ-%i.

Dagegen ist in (12) der nichste Summend:

1
72_7._1/_;]\/2

in bezug auf die beiden Faktoren 1/ und &, zu entwickeln; aus
a

der obigen Entwickelung (5) von V @ nach e folgt zuerst:
: 24 ...
Vo= V" (14249

und ferner:

2N,
Ny(@) = Ny(ay) — 2a4e® (—d_a)* e n B4

so dal} weiter in bezug auf % 23, 24, 25 in (12) immer bis ¢? ein-
schlieBlich folgt:

—:—zs =—— Va. 1N(d*> + ¢ [N2<a*> 2% (d;\f)*]
(16) 2y = — 1/2; :N3(4*> + & [N:i(‘l*) — 244 %)*]
2V (42,
C

womit die Darstellung von (12): als Funktion von a, ¢, be-

endet ist. Deshalb verbleiben zur Integratlon die beiden Diffe-
rentialgleichungen (9) und (12) in bezug auf ¢ und (.

Verzichten wir, wie im Falle des Hecuba-Typus, voriiber-
gehend, fiir einen ersten Uberblick, auf alle Potenzen von e, so
reduzieren sich die Differential-Gleichungen (9) und (12) auf die
beiden folgenden Gleichungen:

I : a .
(17 7j=8151n5 und ed—§=z3-cosé‘, mit g; = —

o
2Va,’
so daB also bei Elimination von # zwecks Erlangung eines Inte-
grals bei Division folgt:
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W) —forgl,wof =S =1,
so daB bei Integration folgt: Ine = — flIn (cos {) + C, wo
¢ = Integrationskonstante, und weiter folgt
(17a): e(cos §)f = E¢ = C' > o,
wo E die Basis der natiirlichen Logarithmen. Da nun f = —1

und immer C’ > 0, wird weiter immer: ¢ = C' +cos { > 0, so
daB immer cos { > o sein muB, also { immer im 1. oder 4. Qua-
dranten liegen muf, im Sinne einer periodischen Loésung um
{=o0°

Kehren wir nun zum allgemeinen Falle der Integration der
Differential-Gleichungen (9) und (12) zuriick, so erhalten wir
unter Elimination der nur in &f explizit auftretenden Zeit bei
Division der beiden Gleichungen die neue Differential-Gleichung

(18) a5 [z,,e-}—zacoslj+z4ec052C]2]/d;

“de g 8inf + gesin2f ’

unter Weglassung im Zihler der Terme 2. und héheren Grades
in e: z;-e3, 25+ ¢* und z;-¢%* Wird dann weiter der gemein-
same Faktor sin { aller Terme im Nenner von (18) auf die linke
Seite gebracht, so folgt die neue Form von (18):

. dt —
(19) e-smé-%:—zVa*(zOe+z3cos§+z4ec052:):
(g, + 285 - ¢ cos {);

bei Substitution von cos { =y, also cos 2 = 2+ y?> — 1 folgt
nach (19) die neue Gleichung:
d 4 -
(19a) e'?i% = zeza—e}% = —2Va* {291+ 23y +2,(2y2—1)e]:
[e1 +2e85 -]

mit der Anmerkung, dal3 der Faktor ¢ von 2, in der Abhandlung
1960: Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegungen der
Planeten vom Hecula-Typus, pg. 236, oben in (19a) als verges-
sen nachzutragen ist. Bei der nun weiteren Entwickelung der
rechten Seite von (19a) nach Potenzen von e, unter Beachtung,

dall das Verhiltnis 2—2 e 2% als von der GréBen-Ordnung o
1 2

zu betrachten ist, folgt weiter, wenn
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(19b) e2=2x und cos{ =y
gesetzt wird, die neue Differentialgleichung:
4
(199 =gz [bo@) + Fi(®y + fo®) - 57,
wobei
Bo(x) = (o — 20 V', Bu(0) = 23, Bo(®) = 2V (2 — 25 2],

oder allgemein

dy o
(20) = ay(®) + (%) ¥ + (@),

wo die Koeffizienten explizit die folgende Bedeutung haben:

ay(x) = —

Die Grundgleichung (20) hat die typische Form der allgemei-
nen Riccatischen Differentialgleichung, wie sie sich schon in
meiner vorhergchenden Abhandlung: ,,Zur Theorie nahezu kom-
mensurabler Bewegungen im System der Planetoiden des Son-
nensystems'' in den Sitzungsberichten der Bayerischen Akade-
mie der Wissenschaften 1959, pg. 61—101 im Falle des Hestia-
Problems priisentierte. In bezug auf die Losung ist zu bemerken,
daB der variable Parameter x = ¢% als klein vom 2. Grade betrachtet
wird, wihrend y = cos ¢ jeden Wert || << 1 annehmen kann.

Vor der Lésung der Differentialgleichung (20) sind noch die
Koeffizienten umzuformen, indem zunichst

(21b) e=V;=§

eingefiihrt wird, so daf3 die Koeffizienten die folgende neue Form
erhalten:

1 1
(21¢)  ag(x) :—2—81(20_34) '?)“1("') e e,
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SchlieBlich werde noch gesetzt:

(22) y =cos{ =9y + 17,
wo d, = const. = cos {;—1n, flir = ¢,

Durch die Einfithrung der neuen Variablen &,7 folgt der Uber-
gang der Differential-Gleichung (20) auf eine neue Form, wobei
noch zuerst:

dyody de b S dn

dxr — df dx T 28 d&°
so daB sich hiernach und weiter nach (20) und (22) die neue Glei-
chung ergibt:

(23) DL =289 = 2 [mg+ oy (8 + M)+ (8 + W),

wo die Koeffizienten «, bereits oben nach (21c¢) als Funktionen
von & dargestellt wurden. Da nun aber die Faktoren §a,(x) und
Eoy(x) nach (21¢) frei vom Faktor & sind, wihrend der Term
&oy noch den Nenner & enthilt, so geht die Gleichung (23) nach
Multiplikation mit dem Faktor & in die folgende, rechts vom
Nenner & freie Gleichung iiber:

d >
(24) & TZ = ko + &1 E + Ao+ £ybn + kybn?,

in welcher die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

VB Eg —__ Zo—2 : 5 5
(25) ko = 3 0o, £ = e e
46y (2 — 22z 2(: —
fhy = < Y S 0(4 e 3), Y 4 & 3)
&1 &

Die Differentialgleichung (24) 148t sich nun in die typische
Form der Briot-Bouquet’schen Differentialgleichung {iberfiihren,
wenn man den konstanten Term 4 in (24) durch die Substitution
kg + kyn =y eliminiert; wird weiter § = ¢ = x gesetzt, dann
lautet die neue Differentialgleichung

d
(26) x?ii—zllx-{—lgy—}—laxy-}—lllxy?,

wobei die neuen Koeffizienten /; als Funktionen der 4; die fol-
gende Bedeutung haben:
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A
(27) 11=}“1'éz_'éo'é3+fz'ég: ly = Ay
VS Y
ly = by — 2;3 b=

Die Losung der Differentialgleichung (26) ist dann nach dem
Theorem von Briot-Bouquet allgemein eine gewthnliche Potenz-
reihe nach ¢, so daB:

@8) Y= ot Byt et Byt o,

wo
4
dg=cosLo— 0, " ¢g— 0y " 5

und die d; nach Substitution von (28) in (26) beim Vergleich der
Koeffizienten gleich hoher Potenz von x erhalten werden. Die
Losung (28) unterliegt noch der Bedingung von Briot-Bouquet,
dal} £, = /, keine positive ganze Zahl sein darf, indem die L&-
sung sonst einen Pol bei ¢ = o erhielte. Man kann aber in diesem
Fall die Losung nach Potenzen von ¢ — ¢y entwickeln. Multipli-
ziert man die Potenzen von ¢ — ¢, aus, dann erhilt man cine Dar-
stellung der Losung durch Potenzen von ¢, die in der Umgebung
von ¢ = ¢, richtig ist.

Zur nun weiteren Ableitung von ¢ = e(#) setzen wir abkiir-
zend zunichst, nach (9):

(29) —L 8 g =
9 2 V-(_l_ — €13 2 V'Z — €9,
so dal3

de ’ 1 3 o , P
(30) —7 = |81+ 2ee5cos L+ -6 - g [ sin G,
wo rechts zuerst:

1 1 17

(30a) y=cos{ =y, + J’OT+—2‘J’0 T
mit T=e¢—¢,

und analog sin ¢ in Potenz-Reihen nach ¢ umzuformen sind, um

d . .
7? als eine Potenz-Reihe nach e zu erhalten.
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Zuerst ist also, nach oben, zur Bestimmung der Koeffizienten
8, von (28) in (26) sukzessive % = 0; +20, x + 308, 2% ferner:
Xy =0px + 6,22+ 0,23+ + -+, x+ ¥2 = 2(0F + 268, x + -+ *)
einzusetzen, so daB nach (26) folgt:

d ! '’ !
x‘;{% =x(¥o+ Ty + ) =hx+ L+t )+
+hx(yyt+ v+ ) Hhx(tTye e )
also zusammenfassend nach Potenzen von 7, da x = ¢4 + 7:
eo¥o = heo+ Ly + e yo+ lyeo v
Yot eoyo =L+ byvot heyyo+ byvo+ Lys 42020305

Mithin ergeben sich folgende Darstellungen der Koeffizienten §;:

’ 1 re
(31) o = o — 903’0_7333’0

’ r 1 1t
0y = Yo — 20 Y0, O =20

05 ist tiberfliissig, da y == cos { nur bis 2 entwickelt wird, wo-
mit nun oben (28) entsprechend, cos ¢ als Potenzreihe nach ¢ bis
¢ einschlieBlich dargestellt ist. Es bleibt noch die Darstellung
von sin { als Potenzreihe nach e; von cos { ausgehend ergibt
sich dann:

(32) sinC_—:]/1—cos24-=]/1_5§(1 dgiret gyt )=
= gy + 01" ¢+ 0,67

wo gy =V 1—6
(33) =g V1—8, oy =g,V 1— &,

und wo noch

. 89 6y 8,8, + 6} 1 o9

71 = 1—_'32: ga = 1— 82 2 71

und die §; in (31) definiert sind.
Als nichster Schritt verbleibt nun die Substitution der Dar-
stellung von sin { und cos { in die Differentialgleichung (30) fiir

2 Minchen Ak. Sb. 1972
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de
dt’
unter Beschrinkung der Entwicklung bis zum 2. Grade in ¢ ein-
schlieBlich, womit dann die neue Differentialgleichung in ¢ erhal-
ten wird:

um damit die Ableitung als Potenzreihe nach ¢ zu erhalten,

(34) %=g0+g1‘3+82€2:
wo so die Koeffizienten gy, g1, £, die folgende Bedeutung haben:
Lo = €100, &1 = €01 + 26,0400, £, = €10, + 28,0,0, +

+ 285800, + —2— €,0,.
Die Integration von (34) ergibt dann zunichst:

1 & __ Lo

(35) £(t—t)+C= fm wo &:72’ €=

so daB die Form und Eigenschaft des Integrals abhingig ist von
der Ungleichheit:

(359) p— (8=,

so daB im 1. Falle eine logarithmische, im 2. Falle eine arc-tg-
Lésung und schlieBlich im 3. Falle, wo 62 = ¢, eine algebraische
Form der Loésung eintritt. Explizit lauten die Lésungen dann
wie folgt, zuerst wo 42 > ¢, wenn noch £ #—<lest—=0+ — fy)
gesetzt wird

4 —c) F () —b S,
(36.) 0 = (6+ Ve ) m(i) + c

so daB3 bei ¢ = ¢y bei ¢ = ¢, zur Berechnung von C = C(e,)
folgt:

pRVE=cc _ 5_1/_&2—5"‘5’0.
b+ Vi —c+e,

Im 2. Falle, wo 4% < ¢, folgt nach (33):

44
&t —t)+ C= 7;' i Vot
so daB bei Umkehrung:

(360) e3=—b+Ve—ttg[Ve—tg,t—1ty) +Vc—&C],
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so daB bei z = #, und Auflgsung nach C als Funktion von ¢,
folgt:

wg[CVe—p] = lo

Weiter wird im 3. Falle, wo 6% = ¢ nach (35):

1

g2<t‘—to)+C:—e+b,

also bei Auflésung nach e:

(363) eg=—206—

§ 2. Die Perihelbewegung

Die der Perihelbewegung entsprechende Differentialgleichung
lautet, von den Gliedern der Bahn-Neigung abgesehen, wie folgt

dd 1/1—32 oR
(37) dt T nate o¢°

worin nach Definition von R nach (1) zu substituieren ist:

(372) —I—%—_—z]\/’l-{-—;—NzcosC—}—zNacoszC,

-4
so daB3 also auf der rechten Seite alle Terme vom Grade o0 in ¢
sind, auBer in bezug auf den 2. Term rechts, der bei Entwick-

lung von N, nach ¢ einen Term in ¢ also in % NV, einen Term
in 'V, ergeben wiirde, der aber wegfillt, weil in (37a) Terme
héher als ¢® wegfallen sollen; da deshalb die Terme N, = (V,),,

N, = (Ny)y und Ny = (N34 als Konstanten zu betrachten sind,
verbleiben in (37a) als zu integrierende Teile:

(383'> ]1 == J‘ Ez—c— dt
und
(38b) Jo= [ cos 2l dt,

wobei nach (28): cos { = 0, + 6,¢ + d,¢% und die J; nach (31)
dargestellt sind. Zuerst werde nun die Integration von (38b):
/2 durchgefuhrt. Da cos 2§ = 2 cos?{ — 1 ist, folgt bei Substi-

2*
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tution gemiB (28): cos 2{ = —1 + 2 [85 + 28,0,¢ + (20,0, +

4 63)¢?], also bei Integration von J,:

(38¢) Jo= [cos2ldt = (205 — 1) (t—1ty) + 40600, [edt+
(4000, + 203 [ 2.

Weiter wird nach (38a): /;, = f C—O:—C— dt = (SOJ‘—i—t +6,(t—12,) +
+ 6, fedt. Es verbleibt also die Integration der 3. Integrale:
[edt, Jﬂ% dtund [e?dt, wo das JI% direkt nach (41) resp. (42a)

resp. (42b) der Akademieschrift als IFunktion der Zeit dargestellt
folgen. Es ist nach (42b):

fim [ [ B (3 i moiee )

so daB /; aus einem Sikular-Term und einem logarithmischen
Term in # zusammengesetzt ist. Weiter bleibt das Integral J; =
= [edt, dessen Lésung in (43b) pg. 245 meiner oben genann-
ten Abhandlung gegeben ist; danach ist

: . Rt —t) 4+ A]f—a
Ji— fedt =1 =0

EE—t+ 1P

SchlieBlich verbleibt nach (38b) hier oben das Integral [e?dt,
dargestellt auf pg. 245 unter (47) dort, so daf3 die entsprechen-
den Formeln und Resultate nicht noch einmal aufgefihrt zu
werden brauchen.?

Die obige Darstellung der Stéorungen der kritischen Planeto-

iden vom Hilda-Typus durch Jupiter, wo % . %, ist nun bemer-
kenswerterweise unter wesentlicher Erweiterung anwendbar auch
auf die Bewegungstheorie der beiden groBlen Planeten Neptun-

Pluto, da ihre mittleren Bewegungen # und #’ im schon eingangs
gung gang

" sl 21756 .
erwihnten Verhiltnis % == CFEE stechen, wobeil also strenge
3n' —2#n = — 0.'31, also bemerkenswert klein ist. Daher be-

ginnen die kritischen Glieder mit den Termen niedrigsten d. h.

1 Hinzuzufligen ist an dieser Stelle die Darstellung des Bahnelements ¢
durch Integration der fiinften Gleichung in (2), die mit dem gleichen Ver-
fahren ausgefiihrt werden kann. F.S.
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1. Grades der Exzentrizititen und treten also weiter in allen fol-
genden Graden der Exzentrizitit, entsprechend den bekannten
Eigenschaften der Stérungsfunktion.

Unsere weitere, aber kontrire Aufgabe konzentriert sich nun
auf die Diskussion der auf die Elemente &', ¢', ¢’, @’ von Pluto,
gestort durch Neptun, bezliglichen Differentialgleichungen, zu-
nichst aber von den Stérungen #/, §’ der Bahnlage absehend.
Dabei ist nun der kritische Winkel {’ = 3/" — 2/ — &' insbeson-
dere zuerst zu untersuchen. Die zugehérige Stérungsfunktion
erhiillt dann entsprechend die folgende Form:

(39) R = Ny+ Nye'?+ N e"* + N,ye' cos &' 4- Nye'%cos 28’ +
+N3 e’ cos (' +N4e cos 2(’ +N;' e"3 cos 3C'+N5',' e'tcos 4l

wozu zu bemerken bleibt, daBl vom Komplementirteil her keine
kritischen Glieder hinzukommen, sonst aber noch die folgenden
neuen Terme darzustellen sind:

No= 5 A9, Ny =~ (A +49, Ny = 545+ 4D,
Ny = % (524§ 4+ 114}), N{= - (— 183645 — 3004%)
N{’=+3<A?+3A2>, Ny = 5 (—63.343—3.543+ 11 A3+ 3.43)

Ny = 16 (— 1836 A5 — 300A% + 56 A3 + 3245 + 4AD

1

Ny = (609.545 4 131.54% 4+ 1745 + A%

Ng = = (753045 + 1641 A5 + 24745 + 2345 + 4°).

Alsdann reduziert sich die Darstellung von = d - auf die folgende

Form, wenn noch » die Neptun-Masse bedeutet.

d- 1’ 14 1 7
7 = m(2NV, + 4Ny e+ Nye'lcos(' + 2Ny cos 2 —
—2¢' N, cos £’ + 3N, ¢ cos ¢’ + 2Ny cos 2¢’ + 4NVgze'? cos 28 +
+ 3N, ¢ cos 3¢ 4+ 4 Ny e cos 42,

wo alle Koeffizienten dem 10. Bande der ,,Annales de I’'Obser-

vatoire de Paris‘* speziell auch noch pg. 59 entnommen worden
sind.
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Da die Stérungsfunktion R’ nur von dem einzigen kritischen
Winkelargument {’ und dessen Vielfachen abhingig ist, folgt
analog zum fritheren Falle in bezug auf die Ableitungen von R’
die Beziehung:

R’ 1 OR'

— — L eHi
(40) = 3o = 3@l

1
3
entsprechend den Differentialgleichungen (2) bei Ubertragung
auf den Fall der gestérten Elemente: &', ¢', /', &'. Diesen letz-
teren entspricht nun weiter zuerst in bezug auf ¢’ die Differen-
tialgleichung:

de' Vi—e?[oR 2\ 0F'T.
i KIV(T[W+(I_V1—62)W]’

Durch Substitution von (40) geht diese Gleichung uiber in:
a Lt =V =) Y

dr — e Va dt

oder zweckmiBiger fir die Integration:

Ve L (Vima) = (2—Vi—) L Vo

at

oder

L £V -4 (V76 =)

3 dt
woraus das Integral folgt:

% Va = V a'(l—e'z_) +- const.

Bei Potenz-Entwicklung nach ¢’ bis ¢’2 einschlieBlich folgt weiter:
. _ __1_ L 21 . _1_ i
Va( 3—{-2(3)—const— 3Va*.
Sind a4y, ¢ die Anfangswerte fiir # = 7;, so folgt fiir die Inte-
grationskonstante ay die Darstellung:
! ! 1
ay = ap(1 — 3¢4°).

Weiter folgt nun die Entwicklung in bezug auf die mittlere
Linge der Epoche & und die Perihellinge &’ zur Darstellung
der LibrationsgroBe (', wo /' die mittlere Linge von Pluto ist.
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Zunichst setzen wir analog zu (12)

(41)
o + z1e"? + (z'e' —}——Z—') cos &' + (2 4 z5€'®) cos 28’ 4+ - -
2z %o 1 2 o 4 5

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

. , 2 aNo r ’ 2 aNll
2’0=37Z —2n———1/ 1 1+na 3(1" 2 = 3n +n1al oa' ’
: 2 N, 2 ANy
= e By Ve A== yE Ve S

wo zu beachten bleibt, daf3 der Indexstrich sich auf Pluto als
duBeren, durch Neptun gestorten Korper bezieht.
Da weiter nach Definition von R’ Gl. (40) gilt, so entsteht:

de! 1/1—e~ 1 R T2 E)R’]
T T |=5 %7+ G—=YVi—e 57 )

wobei nun nach (1) und (7) entsprechend:

oR'

<7 = e1e’ sin ¢’ + epe’?sin 28’ + s;e"’ sin 3¢’

mit
! ! 14 ’ 14 ’
g, =2N,, & =4N;, & =0N,.

Ferner ist noch zu substituieren

Va 2 Va,
und

Vi—e?=1——¢7
so dal} weiter folgt:
de' 1— 26" ( 1 1 ,2)
e e e R =6
24 e'Va, 3 + 2

’ . ’ . 7 -
(81 ¢ sin §’ + ey’ sin 2" + g5¢"% sin 35’) :
Bei Potenzentwicklung nach ¢’ zusammenfassend folgt daraus

df’l ’ " 4o . r . ’ LY} . P2
(42) 7=(n1+7]16")smé'+77;e sin 2" 4 55¢"% sin 3¢,
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wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

v E{ 77// 781 77/ 812 7]/ €3
=, M T N = e My = e
2V d,’ 61/“* ’ 3Va ’ 3V a
Die weitere Aufgabe ist nun, ¢’ als Funktion von ¢’ darzustel-

len, auf der Grundlage, daB3 % und Zf;

Funktionen von ¢’ und {" dargestellt sind. Gemil der Darstel-

nach (41) und (42) als

lung von (fft und —— in (41) und (42) erhalten wir nun bei Divi-
sion der beiden Glelchungen unter Elimination von ¢ die {’
und ¢’ entsprechende Differentialgleichung, wobei im Zihler des
entsprechenden Bruches Terme in ¢’® vernachlissigt werden:

, dC’ zhe' + (zp e + 25) cos &'+ zie' cos 2L’
T oA sin L e’ sin 28" e sin 380

Substituieren wir hierin sin 2’ = 2 sin {’ cos {’, ferner sin 3¢’ =
= sin {'(cos 2¢" 4 2 cos? ("), so geht der Nenner in die folgende
Form tiber:

sin &' (5} + ny ¢’? + 2mpe’ cos &' + nge’? cos 28’ 4 2nze'? cos? ).
Wenn weiter cos ' = 3, also cos 2{" = 29" — 1 gesetzt wird,

entsteht die neue Gleichung:

(43) e ﬂ-{- = Z‘;g +(2; 12+Z/) ! l—z'p’ (2},12_ 1)
de' 7/1'1'27728_}/ 4 (7/1 — Ay )

Hier ist rechte Seite noch nach Potenzen von ¢’ bis ¢’2 einschlieB3-
lich zu entwickeln.

Bei der Kompliziertheit der Koeffizienten und infolge der ent-
sprechenden Kompliziertheit einer Lésung nach (43) wird es not-
wendig, die Ldsung in einer Taylor-Potenz-Entwicklung von
y" = cos ¢’ nach ¢’ darzustellen, so dal} also:

(49) ¥ = cosl' =gy + (e —eo) (T2, + EF (F%),

Die erste Ableitung ist aus (43) unmittelbar zu entnehmen. Die
zweite Ableitung erhilt man durch Differentiation der Gl. (43),
die man zweckmiBig in der Form:
' oy ’ " ’ 'y ’ dy'
[7, + 2mze’y" + €2y — g + 4ns D] ¢ S =
— e o (e 2y + e 2y — 1)
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schreibt. Die Differentiation ergibt dann:

' 'y i ’" ' ' ay' , d%y’
(45) [my 4 2me’y +e2(n1~n3+4n3y2)][;i—,+e |+

’ 1y dy'\2
+[amey + 20 (0 — iy + 4msyD) ¢ 2+ 27 2(dy,_,,) =

(et 2540y 2 23— ) — (e ) e — iy L,

7

wo Glieder mit ¢’ und héheren Potenzen weggelassen sind. Aus
(43) und (45) kénnen die beiden ersten Ableitungen von »’ nach ¢’
fiir ¢ = ¢, berechnet werden, womit 3" nach (44) als Potenzreihe
nach ¢ — ¢; dargestellt ist.

Alsdann verbleibt nur noch die Darstellung von ¢’ als Funk-
tion der Zeit ¢ auf Grund der Differentialgleichung (42), zu deren
Losung zuerst sin(#{"), bei 7 = 1, 2, 3 als Funktionen von ¢’ dar-
zustellen sind. Geben wir dazu der Darstellung (44) von cos £’
die Form (30):

(46) y' = cos ' = fo+ fie' + fre?
mit

o dy ﬁ d*y’ | ay 1 [ d¥y!
Jo=o— (dc) 2 (d6'2>0’ " (W)ongo (W)o’

1 [ adzy’
o= (r)o
so erhilt man dann die folgende Darstellung von sin {':
sin' = V1 — fi4z mit 5 =—z2ffid —(FF+ 2/ )

Daraus ergibt sich

e (][RR S |
Setzt man hier z ein, dann erhilt man:
sing’ =V 1 — 2

1 2fofie _iﬁ‘f‘zfofz 2 voafifi
[ o3 A% g et )

Zur Darstellung von sin 2{’ ist weiter zu entwickeln

sin2§’=2sin§’cos£’=2V1_;73[f0 (1 f"flo,)e'-l-"'],
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wo wegen (42) nur Terme bis zur ersten Potenz von ¢’ berlick-
sichtigt sind. Endlich erhilt man fiir sin 3" den Ausdruck

sin 3¢" = sin &’ cos 28"+ cos ' sin28" = V1 —f2 (22— 1) +
+2fiVi—fa=Vi—Fifi—),

wo wegen (42) alle Potenzen von ¢’ vernachlissigt sind. Damit
folgt aus (42):

d ’ oy I
(47) S =gyt 81 + g3,

wo die Koeffizienten g, ¢; und g5, die folgende Darstellung er-
halten:

0—7111/1_](0) gl ““%L 1_f01f0f1 +277<>f01/1 fo,

gi=Vi—fA|—n (L E200 + S LI+ — 2,

(fl f“fl )+773(4f0—1)]

Die Lésung der Differentialgleichung (47) lautet dann analog
zum Falle des Hecuba-Problems (s. meine Abhandlung in den
Sitzungsberichten der Bayer. Akademie der Wissenschaften 1960,
pg. 227 etc. entsprechend der Gleichung (37) pg. 240) folgender-
maflen:

e—}—&——-lfl—)z—c

gz(f—fo)‘l’C:zV;E__c In PN o fiir 62 > ¢
(48) gao(t—1t) +C= leb—g arc tg _1;;:25 fiir 4% < ¢

£2t—1) +C=— = fiir 62 == ¢,
wobei b= -;-? und ¢ = gf -

Es verbleibt jetzt noch die Ableitung der Bewegung des Peri-
hels @' von Pluto, definiert durch die Differentialgleichung:

: di' _ Vi-—e? R
(49) =
Ve
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bei allgemeiner Entwicklung der von ¢’ abhidngigen rechten Seite
bis zum einschlieBlich 2. Grade in ¢’, d. h. bei Entwicklung der
Stérungsfunktion bis zum einschlieBlich 4. Grade in bezug auf

’

¢', weiter ist der Faktor V1 — 2" bis ¢ einschlieBlich zu ent-
wickeln. SchlieBlich bleibt noch die Entwicklung des Faktors

1 . . .
7] nach ¢’ bis zum 2. Grade in ¢', da @’ = ay(1 -+ 3¢'%), womit
a

man erhilt:

1 3 /2)
= ree—, L], =g .
Va Va;( 2

Um nun den Ausdruck (49) bis zu den Termen 2. Grades in
¢’ einschlieflich darzustellen, sind die Terme bis zum 4. Grade
in ¢ einschlieBlich zu berlicksichtigen, so daf3 also unter Mit-
nahme der Terme 4. Grades in ¢' bei Benutzung von (39) sich
ergibt:

1 R’ ’ " ore 1 ’ , "oy, ,
(50) ——r=2N;+4N e”+ — Nycos{' + 3N, ¢ cos ' +

e oé

4+ 2Nyco828 4 Nye'®cos2l + 3N, e cos3 +4 N, e cosql’.

Damit geht der Ausdruck (49) definitiv {iber in die neue Form:

dd 1 ’ ’ G 7
(50 G =75 (le AN 2L Ny cos E— 2 Nje cos T+
%
+ 3N, e cosl’ +2N,cos2l —4N,e'?cos2s +
2 3 44Vy

44Ny e cos28’ +3 N, ¢ cos 3C'+4N;'g'2cos4;"),

wo die Koeffizienten cos {’, cos 2 {’, cos 3 {' und cos 4 {’ noch als
bekannte Funktionen von ¢ zu substituieren bleiben, um die
rechte Seite von (51) als Potenz-Reihe nach ¢’ zu erhalten; nach
(30) war schon cos (' = fy +f1 ¢ + fo-¢% + -+, wo die
Koeffizienten f; dort definiert sind.

Es ergibt sich:

(52)

cos2l = 20087 —1:=2 fi—1+4 fo o' +(4 fofo b2 S e
cos 38 =g cos ' —3cos ' = fo (4 f3—3)+ 3 (4 S5—1) e oo
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hinreichend genau, weil in (51) der Koeffizient cos 3¢’ schon
an (¢')! gebunden ist. SchlieBlich ist der Koeffizient cos 4 ¢’ in
(51) an (¢")? gebunden, so daB}

(53) cos4l =8costl —8cos?l + 1 =8fI(fi—1)

gesetzt werden kann.

Setzt man die Ausdriicke (52) und (53) in (51) ein, dann nimmt
die rechte Seite von (51) die Form einer Potenzreihe nach ¢’ an.
Bei ihrer Integration treten die drei Integrale

f%a’t, fe'dt und [ d¢

auf. Dabei ist ¢’ als Funktion der Zeit, je nachdem, welcher der
drei méglichen Fille vorliegt, durch (48) gegeben.

Die explizite Darstellung dieser Terme eribrigt sich, da die
analogen Terme nach p. 245 meiner erwidhnten Akademie-
Schrift aus dem Jahre 1960 zu behandeln sind. Die Resultate
aller Integrationen sind dort angegeben.



