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Abstract:

Recently we determined approximately the ground state of 22
urfermions in interaction. This is used here to derive by varia-
tional methods the mass A/ of single particles above the ground
state. Even if the cutoff momentum is infinite we may obtain a
finite ratio M/m relative to the urfermion mass ». In particular,
the well known Coulomb singularity is cancelled by a better
ground state approximation,.

1. Einleitung

Der Erwartungswert des Grundzustands der Quantenelektro-
dynamik stimmt als stromloser Zustand mit dem des Hamilton-
operators

H =H0 +Hcou1

Uberein. Kirzlich! ist gezeigt worden, daB man lokale Spin-
wechselwirkungen mit bestimmter Kopplungskonstante gemil

(1.1) H =Ho + Heoum +HSD

hinzuftigen muf}, wenn der Cutoff im Impulsraum weit oberhalb
aller in der Natur vorkommenden Massen, also auch oberhalb
der Weltmasse liegen soll, woméglich oberhalb endlicher Massen.

Bei Anwendung der (Non-Standard-) 2-Analysis? ist es mog-
lich und vorteilhaft, zur Diracsee zuriickzukehren. Es ist der
Grundzustand von 2Z freien Urfermionen. Darin ist die 2-unend-
liche Zahl Z gleich der Anzahl der Quantenzellen im Phasen-
raum. Die Phasendichte der Urfermionen in der Diracsee ist
konstant, namlich gleich 2 je Quantenzelle. Durch Wechselwir-

7" Minchen Ak, Sb. 1977



100 Fritz Bopp

kungen dndert sich der Grundzustand. Doch haben wir es stets
mit 2Z Urfermionen zu tun, auch bei angeregten Zustinden.

Die bare Masse soll gleich o sein. Darum lautet der kinetische
Operator im Schrédingerbild

(1.2) Hy = [ &®py'(p)eso-py(p)

(Darstellung im Impu]sraum p=0"%x1,0=1x0" o =
Paulimatrizen; %!, ¥ = Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren fiir Fermionen). Der Coulomboperator lautet:

a3k
(L3) Heom =25 [ S5 0w 0(); O'®) = Q(—K);
Q(k) =] &*p,dp:0(k— p, + py) v (py) v(Py)-
Die Spinorfeldwechselwirkung 148t sich dhnlich schreiben:

(1.4)  Hyp = gnsc, fd3ksf(k) S(k); St(k) = S(—F);
S(k) = [ d%p,;d®p, 6(k — py + po) w1 (p) v w(p2)

(A =dimensionslose Kopplungskonstante; €' = Cutoffradius, evtl.
Q-unendlich). Hyy ist durch die Wechselwirkungsmatrix y x y
bestimmt, woflir die invarianten Produkte der Diracmatrizen zur
Verfiigung stehen. Wegen y = yTp, sind diese noch mit g, x o,
multipliziert. In 1. ¢. 1 sind wir von

(1.5) YXY=6X0o—0 X
ausgegangen. Doch erhilt man stets denselben Grundzustand,

wenn nur yg;Y == 0 ist und dieselbe Kopplungskonstante 4, wenn
wir ¥y X y so normieren, dal stets

(1.6) Y o3 Y — Y Spur (£3Y) =00306 — 010301 =40
ist. Minimaler seeartiger Erwartungswert erfordert weitere einen-
gende Bedingungen filir die Wahl von y x ¥.

Unter dem Einflul} der Wechselwirkung nehmen die Urfermio-
nen eine endliche Masse »2 an. Verwenden wir nimlich als Test-
vektor fur den Grundzustand die Diracsee fur freie Urfermionen
der Masse m ==0, so liefert diese Masse bei £-unendlichem

Cutoff gemif In 27)26—‘ > 1
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C . . .
(d. h. In :;7 unendlich groB3 gegen 1) als Minimum der Energie

(1.7) W3=—W%~—%(mqyn@%)szh—hmmcz

und als dimensionslosen Faktor der Kopplungskonstante

(1.8) A =7z2(1 —%(41n 2—1)%):9,8561.

Wir werden hier an einem Beispiel zeigen, dafl die Masse
wechselwirkender Urfermionen und die Massen M von Teilchen
endliche Massenverhiltnisse haben kénnen. Auch Teilchenmas-
sen bestimmen wir mit der Variationsmethode und beginnen mit
den einfachsten Testvektoren, nimlich denen, die ein einzelnes
Teilchen bzw. Antiteilchen beschreiben. Ein Einzelteilchen mit
dem Impuls P = o wird durch

(1.9) | &, > _—‘WT@) u|m >, l D, > :”er(o) | m >
beschrieben. Stellen wir die Diracsee | 72 > durch den Vakuums-
vektor | 0 > dar, so transformieren sich g, ¢ bekanntlich gemif3?

/ + 6 .1 — 0O
(t10)  Y(p) =12 p(p)—i == o p' (—p),
, + 6 : — 06
yip) =vi(p) == +ip'(—p o, T,
worin
(1.11) 0 = 0(p) :w, ) =Vp2+m2,

ist. Somit lassen sich die transformierten Vektoren, die aus (1.9)
hervorgehen, wie folgt darstellen (mit — 70,22 — « im Falle
£ =—1);

(1.12) | @' > = yt(o) ~1i5%u[o>,8 =41,
=t (0) v | o> mitv = 28 4

Fir die Norm erhilt man

(1.13) LV | D> =68p=o0)vtv=1.

Der Wert 6(p =o0) von 8(p) fur p =o ist in der £2-Analysis
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(anders als in der Distributionstheorie) bestimmt.* Man kann sich
oft mit der Definition von Sommerfeld (1904)% begniigen:

_ [ slamdticy <z,
(1.14) 6<p>—{ e S

der, ohne an eine Erweiterung der Analysis zu denken, #x als
munendlich werdend* (1. c. 1) vorausgesetzt hat. Hiernach ist

(1.15) dp=0)=—2, 8(p)* =5(p =0) 8(p).

Abgesehen davon, daB} die Testvektoren (1.12) den gesuchten
Zustand bestenfalls nur nidherungsweise darstellen, ist noch ein
anderes Problem zu bedenken. Die Vektoren in (1.12) beschrei-
ben Systeme mit (2Z - 1) Urfermionen, gehéren also nicht zum
physikalischen Unterraum. Genau genommen muften wir das
asymptotische Verhalten von Zustinden beschreiben, die wie

| &> =[ &®py'(p) P(p)w(p) | m >
ein Teilchen-Loch-Paar darstellen. Falls dadurch auseinander-
laufende Teilchen dargestellt werden, sollten sich die Partner
bei groflem Abstand wie Einzelteilchen mit gleicher Masse ver-
halten. Man sollte eine Energie von der Form

W:zlfpz—f—ﬂ{2

erwarten, in der 47 und p Masse und Impuls der Einzelteilchen
sind. In vereinfachten Modellrechnungen kommt das exakt her-
aus. Hier gibt es keinen ersichtlichen Grund fur ein anderes Ver-
halten.

Dagegen werden die beiden Vektoren in (1.12) verschiedene
Energien liefern. Denn bei einer Zu- oder Abnahme der Teilchen-
zahl gibt es Einbettungsenergien, die an der Dynamik nicht teil-
nehmen und die fir Teilchen und Antiteilchen entgegengesetat
sind. A
Schon die klassisch physikalische Coulombenergie 146t das er-
kennen. Sie ist je nach der Urfermionenzahl zu (22 + 1)% (22)
und (22 — 1)? proportional. Die Differenzen zur Coulombenergic
des Grundzustands sind also gleich 4 42 -+ 1. Die Einbettungs-
energien sind enorm. Im Mittel erhalten wir die Coulombenergie
fur ein Teilchen.
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Seien die Energien der durch (1.12) beschriebenen Teilchen
W, bzw. W, und seien 4 W,, AW, die Anregungsenergien iiber
dem Grundzustand, so ist die Masse von Teilchen und Anti-
teilchen (im Rahmen der vorliegenden Niherung) gleich

(1.16) M =— (AW, + AW,

Eine strenge Rechtfertigung ist nur von der der Untersuchung
des Teilchen-Loch-Paares zu erwarten. Doch ermutigen Erfah-
rungen aus der Festkorperphysik,® mit 1-Teilchen-Problemen zu
beginnen und die Massen mittels (1.16) zu berechnen.

2. Erwartungswerte

Erwartungswerte von Anregungsenergien kénnen mit der Kon-
traktionsmethode berechnet werden. Wir betrachten einzelne Teil-
chen (7) und Antiteilchen (4) und beschreiben sie in erster va-
riationstheoretischer Niherung durch (1.9). Danach ist ihre
Norm gleich

Ny = <m|ut yplo) pl(0)u | m > = ot w 2,
Ny= <m|yt(0)u'uty) (m > =0,ul :2@—(0)-2/.

Darin ist &, = ((ﬁ(p))},’= o $2-analytisch definiert und kann iiberall
mittels 2’ = 2 | }/ &, eliminiert werden. Nach (1.11) ist @ (0) = ,.
Wegen g3 = -+ u fir 7 bzw. A erhilt man fir die Norm

(2.1) Np=N,=ulwu=1.

Mit den neu definierten Amplituden # ist der Erwartungswert
der Gesamtenergie fiir 7 bzw. 4 gleich

WYI‘ — —(;;- < m luf y)(o) HWT(O) 2 I m >,
1]

W, = —(;« < m | yt(o) u Huly(o) | m >.
0

Die Kontraktion von (0) mit '(0) liefert nach (2.1) die hier
nicht interessierte Energie des Grundzustands. Die Anregungs-
energien W, und ¥ sind also durch diejenigen Kontraktionen
definiert, die (o) und zpf (o) mit A verbinden.
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Der Erwartungswert der kinetischen Anregungsenergie ist
(2.2) Wy = Wi =o.
Das ist anschaulich und klar und ergibt sich aus
Wy = 310— f d&p < m |ulyp(0) y'(p)eyo-py(p) v () u|m >,
Wy =5 | &% <m |9/©) uyt(p) propy(p) uly(o) [ >,
weil p 8(p) (p) = 8, p 8(p) = o ist.

Der Erwartungswert der Anregungsenergie von Spinorfeld-
wechselwirkungen ergibt sich aus
1 1
;V:p = BaC? & J‘ d°Pr1a3s 0(P1 — P2 + P3— Py)-
< | p(©) iy v wly vy vt (0) u | m > fiir 7,
bzw. < m |yt ©) uyply poply vy, ut v (0) | m > fiir 4.

Die Kontraktionsketten o1, 23, 40 und 03, 41, 20 bzw. 20, 41, 03
und 40, 23, 01 liefern als ersten Beitrag

o 1 + 1 + [0} 1—06 1 +
Wil = s f &p ut *28 (y Y——v~——2 ),
a 1 () 1— 0,
WS = SnC“ J‘ dp ut 20 93 (v = i Y)—— % 4,

Darin ist

d
dePO =J‘91_°'J%d3p=4n 704 ]; ’pm_rzzn o, C*

letzteres bis auf relativ unendlich kleine Beitriige.

Daraus folgt wegen

(2.3) Y Y=g Y&Y=2¢ 0

daB beide Energiebeitrige uibereinstimmen und zur Masse
proportional sind:

a a 1 !
(2.4) Wil =wy = 5 &

Die Kontraktionsketten o1, 20,43 und 03,40, 21 ergeben bei Be-
ginn mit 2 als zweiten Beitrag mit Riicksicht auf g 2 = 4 «:



Ein-Teilchen-Masse bei Coulomp- und Spinorwechselwirkung 105

1

1 — 0
Wil =+ yETe ut yu J‘ Spur (Y —2—>,
1 — 0
whl = — yrTes ul yu J‘ Spur (Y 1—2—>
Wenny X y mit g” (1 X 1) 4+ g'"" (o3 X 03) + . .. beginnt, ist

Wfpl _ + _;_gu C—glll m,

) ’
Wit = — 5 g'C—g"" m.

Der divergente Term liefert wegen der Vorzeichen 4 die Ein-
bettungsenergie. Somit erhilt man als Massen M, und M, von
T bzw. 4:

M,=M,= (71‘- g —g"') .

1t

ImFalley X y=06 X 6—g, X p,ist g’ =4,¢g"" =0

also
(2.6) My =M, = m.

Die Masse angeregter 7" bzw. A4 stimmt also mit der Masse der
Urfermionen in der See {iberein. Das gilt auch fiir beliebige y X v,
weil die Kopplungskonstante 4 so gewihlt ist, daB stets

@) Ly—g =
sein muf} (1. c. 1).

Das Ergebnis entspricht der Erwartung, wenn man mit end-
licher renormierter Masse rechnet. Doch ist zu beachten, da3 wir
bei der Normierung (2.7) an die spezielle Kopplungskonstante
A[873C? gebunden sind, die erstens wegen des Faktors C~2 unend-
lich klein ist und in der zweitens 4 einen bestimmten Zahlenwert
hat. Oben haben wir 4 = #? angenommen. Nach (1.8) ist das der
Wert bei reiner Spinorfeldwechselwirkung (x = 0). Kommt ein
Coulombfeld hinzu, so verkleinert sich 4. Im Coulombfeld geht
nach (4.8) aus 1. c. 1 (2.6) in

(2.8) M, =M,= (1 — -é!n—;;—_l- oc) 7 S
tber. Die Abnahme der Masse um etwa 1,37 %y, kann man als

Bindungsenergie des Feldes an das Fermion verstehen.
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Dazu kommt die durch Punkte angedeutete Coulombenergie.
Sie berechnet sich aus

da
Weou = %{ J‘Gl_———PP;)T 0(py—P2+Ps—Ps)
< m | " p(0) ¥l pa i ya vt (0) 2 | m > fir 7,
bzw. < w2 | pt(0) u v}y, vl g ut p(0) | m > fiir 4.
Man hat dieselben Kontraktionsketten wie oben zu berlicksich-
tigen und 4/87 C? durch a/47%p? zu ersetzen. Die ersten Kontrak-
tionsketten ergeben fiir 7 und A:

el — &7 f A am i CHVCE
T ]/ﬁz + P 14 m

oder bei Beschrinkung auf den Leitterm

JerA — %m o 2C

Coul =7 g m

Entsprechend erhilt man als zweiten Beitrag

T4 _ :t—{tic.

Coul

Das ist reine Einbettungsenergie. Fiir die Coulombenergie ergibt
sich also das bekannte logarithmisch divergente Glied. Somit ist
(2.8) wie folgt zu vervollstindigen:

4ln2z—1
37

2C
7

(2.0) Myp= M, = <1 - oc) m+ 2% 0n

Klarerweise mul3 es am Ende Beitrige geben, die den logarith-
misch divergenten Term kompensieren. Da in £-analytischen
Quantenfeldtheorien unendliche Eigenwerte moglich sind, ist es
zwar nicht ausgeschlossen, aber auch nicht gewi3, dal der loga-
rithmische Term durch Glieder héherer Niherung kompensiert
wird. Die Singularitit kénnte also Ausdruck eines noch unzu-
linglichen Hamiltonoperators sein. Soliten héhere Niherungs-
glieder kompensierend wirken, so koénnten diese auch vom Spi-
norfeld herrithren. Da das Coulombfeld weitreichend ist, konnte
es sogar sein, dal Fehler im Ansatz des Grundzustands merk-
lichen Einflul haben, der bei rdumlich begrenzten Systemen we-
niger wahrscheinlich ist.
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Letzteres ist wahrscheinlich zutreffend. Bildet man nimlich
den Testvektor mit @' = ¢ @ statt mit @, worin

+1firx VmC <p <C,
e=¢(p) = . Yowe—
—1firo<p <x)mC
und @12 = 1 ist, so erhilt man einerseits
2C 2 mC
Weom = a: <ln = ==z —’igz—) = — % In (z #2).
Andererseits sind die von & = — 1 herrithrenden Integrale in ver-

gleichbaren Termen relativ unendlich klein gegen die aus 1. c. 1,
so daB zwar ein verdndertes A und ein bestimmter Wert fiir obiges
x zu erwarten ist, aber eine endliche Coulombenergie. Allein ein
verbesserter Ansatz fiir den Testvektor geniigt, um zu zeigen,
daB einzelne 7 und A4 eine endliche Masse haben. Die wahre
Masse wird kleiner sein, vielleicht betrdchtlich. Aber Divergen-
zen sind nicht mehr im Spiel.
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