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Uber ordnungshomogene Bogen
Von Otto Haupt in Erlangen

Georg Aumann zum 70. Geburistag in Freundschaft und Dankbarkeit

Einleitung

I. In der Ebene R? sei ! das System der Geraden. Man be-
zeichnet einen Bogen B C &2 als l-ordnungshomogen, wenn alle
Teilbogen 7" von B die gleiche Ordnung POW(T, ¥) bezig-
lich £, kurz #-Ordnung, besitzen. Hierbei gilt (vgl. [1], 3.4.2.):
Besitzt B hochstens endliche ¥1-Ordnung POW (B, 1), so ist B
f-ordnungshomogen genau dann, wenn POW(T, ¥) = 2 (fur
alle 7 C B). Da 2 die kleinstmégliche POW(B, ¥) ist, hat man
den Gleichwertigkeitssatz: -Ordnungshomogenitit ist, im Falle
héchstens endlicher £-Ordnung, gleichbedeutend mit lokaler f-
Ordnungsminimalitit. (Ubrigens existieren auch F-ordnungs-
homogene Bogen der #-Ordnung Unendlich). — Der Gleichwer-
tigkeitssatz gilt ebenso fiir den Fall, daB3 1, in der Ebene, ersetzt
wird durch das System der Kreise oder gewisser konvexer Kurven
mit der Grundzahl 3 (d. h. jede Kurve wird, wie der Kreis, durch
je 3 ihrer Punkte eindeutig bestimmt); dem entsprechend hat
man in diesen Fillen 3 als Minimalordnung (an Stelle von 2 im
Falle von £1).

IL. In den Sitzen der Ziff. I. sind die betrachteten Bogen B,
abgesehen von der Endlichkeit der Ordnung, keinen weiteren
Forderungen unterworfen. Demgegentiber ist in R? bei beliebigen
Kurvensystemen mit einer Grundzahl £ > 3 der Gleichwertig-
keitssatz bisher nur unter zusitzlichen Forderungen an B, nim-
lich unter Differenzierbarkeitsforderungen bewiesen (vgl. [5]).
Gleiches gilt fiir Bogen B im R, fiir # > 3, wenn dabei die Ord-
nung von B bezliglich des Systems E» der Hyperebenen des R»
definiert wird [6).

IIL. In der vorliegenden Note werden zunichst (§ 1) die be-
nétigten Hilfsmittel zusammengestellt. Sodann folgt (§ 2) der Be-
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weis des Gleichwertigkeitssatzes (2.6.) fir den Fall der Ebene &2
und fiir Systeme £ ebener Kurven der Grundzahl £ = 3, wobei ¢
nicht zu den in Ziff. II. genannten Kurvensystemen gehoért; die
zu Grunde gelegten Bogen B sind bezlglich t der folgenden For-
derung unterworfen: Zu x,y & B, x 3=y, existiert héchstens ein
K & P mit y € K derart, dal3 B von X in x gestiitzt wird. Diese
zusitzliche Forderung an B ist erheblich schwiicher als die bisher
(vgl. [5]) in Betracht gezogenen. Schliefllich bringt der § 3 den
Beweis des Gleichwertigkeitssatzes (3.6.) bezliglich des Systems §
der Ebenen im R®; dabei sollen die zu Grunde gelegten Bogen B
im R? differenzierbar sein in dem Sinne, daf3 in jedem Punkt
von B genau eine Tangente an B existiert; diese Differenzier-
barkeitsforderung beziiglich B ist ebenfalls schwiicher als die bis-
lang in Betracht gezogenen. Der Beweis des Satzes in 3.6. wird
auf den Satz in 2.6. zurlickgefiihrt.

§ 1. Vorbemerkungen

1.1. Unter Bogen bzw. Kurven werden topologische Bilder einer
(abgeschlossenen) Strecke bzw. einer Kreisperipherie verstanden.
Sind a, 4 die Endpunkte des Bogens B (d. h. die Bilder der End-
punkte der Urbildstrecke), so schreiben wir auch B(a|4) statt B;
ferner sei gesetzt B:= B(alb):= B(a|b) \ {a, b}. Ist B orien-
tiert, so bezeichnet man « als Anfangspunkt von B, weiter « als
auf B vor & gelegen und & als hinter a. Dabei bezeichnet 4\ B
das Komplement von B beziiglich A.

1.1.1. Fir eine beliebige Menge M == bezeichne POW (M,
die Michtigkeit von /. Ist { irgend ein Mengensystem und ist
POW(M ~S) < +oco fur jedes S & {, so sagen wir, M besitze
bezliglich { hoéchstens endlichen Punktordnungswert
POW(M, ). Existiert sogar max. {POW(M ~ S): S & {} =
= m < 400, so sagen wir, M besitze den beschrinkten)
POW(M;{) = m.

Sind A und die S & { Teilmengen eines topologischen Rau-
mes, so ist, bei héchstens endlichem POW (M, ), die Menge M
darstellbar als in M abgeschlossene Hiille einer Vereinigung von
ordnungshomogenen Teilmengen M’ (vgl. [3]); dabei heiB3t M
ordnungshomogen beziiglich {, kurz f-o.h., wenn fiirx & W'
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alle hinreichend kleinen Umgebungen U(x) in M’ von x einen
fiir alle x konstanten POW(U(x), {) besitzen, den wir als den
lokalen POW(x, B, ) von M’ bezeichnen.

Ist M ein Bogen, so sind in den von uns betrachteten Fillen
die M’ Teilbogen von B. Es existieren also stets f-o. h. Teil-
bogen eines Bogens B. Und das in der Einleitung angespro-
chene Problem lduft hinaus auf die Bestimmung aller lokalen
POW, die bei o.h. Teilbogen von B auftreten kénnen beziiglich
des jeweils zu Grunde liegenden {.

Im § 2 wird gezeigt, daB fiir die betrachteten B und { dze lokalen
POW 400 und 3 die einzig miglichen sind, daB} sich also jedes B
aus o.h. Bogen dieser lokalen POW ,,zusammensetzt*.

1.2. Es sei £ topologisches Bild einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe und Z das der zugehérigen offenen Kreisscheibe. In % sei
ein System F von sogen. Ordnungscharakteristiken, kurz
OCh, im Sinne von [1],t.1.1., gegeben mit der Grundzahl
k = k(f) = 3; dabei sind also die OCh Bogen oder (und) Kurven,
die mit £ \ £ genau ihre zwei Endpunkte oder (und) héchstens
einen Punkt gemeinsam haben. Ferner ist jede OCh X durch be-
liebige 3 ihrer Punkte eindeutig bestimmt und hingt stetig von
ithnen ab. Ist x, € K, i =1,..., 7 21, x; F=x; fir 7 ==, so
schreiben wir K(xy, .. ., x,). Gilt also x,.:= lim , «x,,, » = 1,2,3
mit x, == x, fiir » == 7, und existieren die X, 1= K (xy,,, X9, Xs3,,)
€ E 5o existiert auch K := lim ,, K, = K{(x,, x5, x3) & £ Es soll
keine allen OCh gemeinsamen Punkte geben.

1.2.1. Neben  wird zu Grunde gelegt ein fester (Grund-)Bogen
B C E, welcher mit £ \ £ genau seine Endpunkte gemeinsam
hat. Die beiden Komponenten von £ | B bezeichnen wir als die
Seiten B(4-) von B.

Es heilt B normal zu §, kurz E-normal, wenn fir jedes K €t
mit POW(B ~ K) > 3 die einer Orientierung von B entspre-
chende Reihenfolge der Punkte von B ~ K auf B gleich ist auf K
der einer Orientierung von K entsprechenden ([1}, 2.3.1.); dabei
wird POW(B; ¥) als hdchstens endlich vorausgesetzt (ev. nur fiir
einen Teilbogen von B). Besitzt jeder Punkt von B eine E-nor-
male Umgebung auf B, so werde B als /Joka/ t-normal bezeichnet.

1.2.2. Es sei 2 & B ~n K, K € t. Es heiBt 2 Schnitt- oder
Stiitzpunkt von B und X, je nachdem bei orientiertem X eine
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vordere und eine hintere Umgebung von z auf X \ {z} auf ver-
schiedenen oder auf der gleichen Seite von B liegen; es heilt
z Stiitzpunkt aus B(=), wenn eine Umgebung von z auf X \ {z}
in B(4) liegt.

Unter einer (8-)Sekante von K werde verstanden ein X & ¢
mit lauter Schnittpunktenin B n K =9, wobei B "K = B nK
sein moége. In beliebiger Nihe einer (jeden) E-Sekante X von B
gibt es in P offene Mengen v derart, daf} jedes X' & v Sekante
von B ist und dal B ~ K’ mindestens ebensoviele Schnittpunkte
enthilt wie B ~ K (vgl. [1], 1.4.2., Satz 1). Fiir irgend zwei OCh
K' K'mitK' == K" ist POW(K' ~ K")<2und POW(K'~ K"
= 1 jedenfalls dann, wenn K’ K" einen Stiitzpunkt enthilt.

1.2.3. Ist x,¥ & B mitx ==y und existiert X (x,y) € Fmit y als
Stiitzpunkt aus B{), so werde K (x,y) als StiitzOCh 7'(x,y, -+
iny vonx aus (auch ,,durch x*) bezeichnet und A als +-st iitz-
bar aus x in ¥ und zwar ezndentig, wenn es keine zwei verschie-
denen 7'(x,y,+) bzw. 7(x,y,—) gibt. Ubrigens £énnen T(x,y,-+)
und T(x,y,—) nicht gleichzeitig existieren (denn anderenfalls
existieren etwa zu 7 (x,y,—) beliebig benachbarte OCh X mit
POW(T(x,9,4) ~K) = 3).

Schlieflich heile B héchstens eindeutig stitzbar (+
bzw. — beziiglich t), kurz 7-Bogen, wenn gilt:

(I) Fur alle x,y € B, x ==y, existiert héchstens ein 7'(x,y, +)
bzw. héchstens ein 7'(x,y,—).

(IT) Es selenx,9,y,, & B,m=1,2,..., mit y=Ilim y,, 2=+
Es existiere 7,,:= 7(x,y,,+) und L:=lim 7. Dann soll

m*

L < t sein. Und Entsprechendes soll beztiglich 7°(x,y,,,—) gelten.

Folgerung. Existiert L = lim ,, 7(x,y,,+) & t sowie eine
Umgebung U von y in £ mit (7(x,y,,+)\B) ~n U C B(+)
fur alle m, so ist L = 7'(x,y,--).

Anmerkung. Beispiele von OCh-Systeme f mit 7-Bogen
werden geliefert etwa von den Graphen (in einer (§, 5)-Ebene) der
Polynome von hochstens dem Grade zwei; dabei sind &, % reelle
Zahlen.

Als £ wihlt man dabei etwa die (in der (&,7)-Ebene) offene
Punktmenge £:= {(§, 7): § © J An & R} mit J:= [«; f], und
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dann £ = {(§,7): § € JA —oo <5 < 4-00}. Als Bogen B wih-
lenwirdie Graphen B : = {(§,7) :£ € J A n=/(£)} mit stetigem f| /.
Es ist f = ¥’ \w ¥; dabei bezeichnet ¥ bzw. ¥ das System der
Durchschnitte von £ mit den Graphen aller Polynome vom Grade
Null und Eins bzw. vom Grade Zwei. Ist dann POW(2B; t) hoch-
stens endlich, so auch POW(B; ¥) und daher B abgeschlossene
Hiille einer Vereinigung von abzdhlbar vielen Konvexbogen
([1], 3-4.2., Satz 3.). Bei Behandlung der Frage nach den f-o.h.-
Bogen von héchstens endlichem POW kann man sich daher auf
Konvexbogen B beschrinken. Hat ein solcher {iberall eine Tan-
gente, so ist er ein 7-Bogen (beziiglich E), wobei keine Stiitz-OCh
eine Strecke ist. Weitere hierhergehérige Bemerkungen finden
sich in 2.6. — Anderen Beispielen werden wir in 3.5. begegnen.

1.3. Fiir den F-normalen Bogen B gilt der Monotoniesatz : Es
sei K eine f-Sekante mit B ~K = (xy, ..., x,), 7 2> 4, wobei
also die Reihenfolge xq, ..., x, auf B der Orientierung von B
entspricht und zugleich einer Orientierung von K. O.B.d. A.
kann angenommen werden (vgl. 1.2.2.), daB jedes zu X hin-
reichend benachbarte KX’ & t ebenfalls Sekante, sogar mit POW
(B n K"y =rist ([1], 1.4.2.). Hilt man nun irgend zwei der x,
fest und 148t ein drittes x, sich monoton auf B bewegen, so be-
wegen sich alle {ibrigen Schnittpunkte der zugehérigen f-Sekan-
ten K’ ebenfalls monoton auf B und zwar je zwei auf B benach-
barte im entgegengesetzten Sinn (vgl. [1].2.3.). Dies gilt entspre-
chend auch fiir OCh-Systeme &’ mit der Grundzahl £ = 2(1") = 2,
wenn nur ein Punkt festgehalten wird. Beispiele solcher ¥ liefern
die Systeme E(p) der, einen festen Punkt p enthaltenden OCh
K(p) et

§ 2. Bestimmung der f-ordnungshomogenen T-Bogen
im Falle einer Grundzahl k=3.

Es sei ¥ wie in 1.2. erklirt. Ferner sei B ein E-normaler Bogen
(in £) von héchstens endlichem POW(B; £). Da ein solches B,
wenn POW(B; £) = 4, nicht f-o.h. ist (vgl. [1], 4.1.3.) und ein B
mit POW(B; ¥) = 3 trivialerweise o.h. ist, machen wir die An-
nahme, daf3 der 7-Bogen B ein o.h.-Bogen mit héchstens end-
lichem POW (B, £) > 5 sei. Wir wollen zeigen, daB diese An-
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nahme zu einem Widerspruch fithrt, womit der Gleichwertigkeits-
satz im Sinne der Einleitung bewiesen ist.

2.1. Zu jedem Teilbogen W des o.h.-Bogens B mit h6chstens
endlichem POW (B, f) > s existiert eine £-Sekante K mit B\ K
= {#y,...,%,},7” = 3, wobei x, auf B (und K) vor x,; liegt.
Es liegt dann eine vordere Umgebung von a; oder von a, auf
K\ {x1, x5} in B(+) und entsprechend eine vordere Umgebung
von x, bzw. von x, auf K\ {x,, x,} in B(—).

Es liege etwa eine vordere Umgebung V(x,) C K \ {*} von ;
in B(—). Dann gilt K (x,|x,) w K (23] C B(+).

Nun wenden wir auf das 4-tupel x,%,,%5,4, den Monotonie-
satz (1.3.) an, indem wir x; und x, festhalten und x,, x5 kontra-
hieren, d. h. x,, 23 monoton gegeneinander (von x; und z, fort)
bewegen. Bei Fortsetzung dieser Kontraktion (bei welcher Ge-
winne und Verluste von Punkten des Durchschnittes von B mit
den jeweils auftretenden OCh stattfinden kénnen) gelangt man
zu dem

Lemma. Bei festen xy, x4 und hinreichend weit getriebener
Kontraktion der jeweils am nichsten bei x; bzw. x, gelegenen
Schnittpunkte von B mit den jeweils entsprechenden OCh X er-
hilt man ein A & f mit folgender Eigenschaft: Ist B(x, | z,) ~
~K={x, #,..., %, x,},7 > 1, wobei die Reihenfolge x,, #,,
., %,, 24 der Orientierung von B und einer von X entspricht,
so gilt
(1) alle %, sind Stiitzpunkte von B und K aus B(+), also
K((|x) \ B C B(+), d. h.
K(xl#) v K |xesn) v K(E,12) C B,

(2) Es sind xy, 7, Schnittpunkte in B ~ K; eine vordere bzw.
hintere Umgebung von x; bzw. von x4 auf X \ B liegt in B(—).

Zusatz. (1) Das Lemma gilt auch bei Vertauschung von B(-)
mit B(—). - (2) Dal}l B ein 7-Bogen sei, wird beim Beweise des
Lemmas (noch) nicht benutzt.

Beweis. Betr. Bek. (1) Bei der Kontraktion von x, und
kénnen Gewinne und dann (erst) Verluste nur in B(x,|x;) auf-
treten; genauer: Es bezeichne K':= K (x;, xj, x5, x,) die bei der
Kontraktion jeweils auftretende OCh, wobei 2}, bzw. 2 der jeweils
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am nichsten bei x; bzw. bei x; gelegene Schnittpunkt in B ~ K’
sein soll (soweit solche Schnittpunkte — und dann stets in gerader
Anzahl — noch vorhanden sind). ,,Gewinn in y; & ﬁ(xQIx;) be-
sagt: Ein sich monoton verkleinernder Teilbogen B(y|yy) =
= B(¥, |y v B(yslys) C B(xy|x;) spaltet sich in y} in zwei
fremde, sich verkleinernde Teilbogen B(z}|2}) und B(z}|z}) von
B(x}|xy); dabei vergroBert sich dann B(z}|z}). Demgegeniiber
besagt ein Verlust in y;: Zwei sich vergréBernde Bogen B(y1|y})
und B(yj|y4) vereinigen sich in y} zu einem sich vergréBernden
Bogen B(y1|yy). Wie (,,analytische’’) Induktion zeigt, fiihrt der
Kontraktionsprozel3 schlieflich zu einem X gemifl Beh. (1).

Betr. Beh. (2) Gewinne kénnen in den beim Kontraktionspro-
zeB sich vergréBernden Bogen B(x;|x,) und B(x;)x,) nicht auf-
treten. AuBerdem ist z. B. x; Schnittpunkt von K = K (xy, %, %3,7,)
mit . Wire nun x; Stiitzpunkt von B und X, so lige (wegen
K(x|#,) C B(+)) eine hintere Umgebung von xy auf £ \ {x;}
in B(+), also (weil x; Schnittpunkt von K und £) im Innern des
von B(x,|x,) \w K (x;|x,) begrenzten Gebietes G. Und da #, € K
auf B hinter x,, also auBerhalb G liegt und B(x,|£,) ~ K = 0
ist, wiire K (%, |xg) m K (x,|%y) %= 0, also POW(K A K) > 3. Wi-
derspruch mit X, Ketund X =K.

2.2. Von jetzt ab sei B ein 7-Bogen(1.2.3.). AuBerdem (vgl.2.1.,
Lemma) sei B(x|lx) n K = {x; %, ..., %, x,} mit K(x;]xp\
| B C B(+), insbesondere also seien alle %, Stiitzpunkte aus
B(4). GemiB 1.2.3., (1), ist daher K die Stiitz-OCh 7'(xy,%,, +)
=T(xgy %y +)p=1,...,7

2.2.1. Es sei X wie in 2.2. erklért. Zufolge der Stetigkeitseigen-
schaft der OCh (vgl. 1.2.) gibt es (hinreichend kleine) Umgebun-
gen U, U; von xy in £ mit U] C U; und dazu Umgebungen
Uy, Uy in E von %, bzw. x, mit disjunkten abgeschlossenen Hiil-
len der Uy, U,;, U, und auBerdem mit den folgenden Eigen-
schaften:

(1) Esist B A U; ~n(K \ {x;}) = 0 (erzwingbar, weil POW
(B, ¥) hochstens endlich);

@ ImFaller >2ist %, & U, fir2 <p <7;

(3) Es sei K*:= K(u, %, x,) €t mit x; =& B~ Uj und x
der auf dem (zu x, fremden) Teilbogen B(x|%,) von B am niich-

o*
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sten bei B\ U, gelegene Schnittpunkt von B mit K*; bei hin-
reichend kleinem U] (und festem U,) gilt x & B ~ U, was von
jetzt ab angenommen wird. Es ist dann K (%, %, x,) = K (%, %,%,)
= K* =: K*; zu verschiedenen x, etwa x' 4=x", gehéren ver-
schiedene K*, K*. Nun ist #; Schnittpunkt (nicht nur von X
und K% sondern auch) von B und K*; denn anderenfalls wire %,
Stiitzpunkt von B und K* und zwar (wie aus (4a) folgt) aus
B(+), sodaB K = T(xy, %;) = T(x, %) (weil B 7-Bogen), mit-
hin x € K im Widerspruch zu (1);

(4) Es habe x die in (3) verabredete Bedeutung, es sei also
x & B ~ Uy \ {#1}. Liegt dann x auf B ~ U; vor bzw. hinter x,,
so gilt

(43) K*(x|2) C B(+) bow. K*(%y]x) < B(H);

(4b) K*(%1| %) \ (U1 v Uy C B(+) baw. (K*(x | #)\ (U, v
“ B)) C B(+);

(5) Es sei y(x)der in B N U, ~ K*(%,|xy) bzw. in B AU, ~
N K*(x| %)) am weitesten von x, entfernte bzw. am néchsten bei x,
gelegene Schnittpunkt von B und K=, je nachdem x auf B ~ U,
vor bzw. hinter x; legt. Dann gilt

(52) K*(y(x) | ) \ (Us v B) C B(+) baw. K=(x | y(x) \B C
C B(+). (Es gelten (4)—(5a), wenn bzw. weil Uj hinreichend
klein, also K* beliebig benachbart zu £ ist). Aus (4)—(5a) folgt
schlieBlich

(6) Es dndert sich y(x) antiton mit x auf B. (Denn %, ist Schnitt-
punkt auch von K* und K™ fur x’ 2= 2").

2.2.2. Es seien x', 2" € B ~ U, \ {#;} Punkte x im Sinne von
2.2.1., (3); dabei liege 2" vor und x” hinter x; auf B. Es sind
dann y(x") bzw. y(x") die zu x = 2’ bzw. x = 2" im Sinne von
2.2.1., (5), zugehoérigen y(x). Bei festen z', x, bzw. 2", x, kontra-
hieren wir die zu 2’ bzw. 2" fremden Teilbogen B(%,|y(x")) bzw.
B(y(x") | #) von B. Entsprechend wie in 2.1. bei der Kontraktion
von x, und x5 mit festem x,, 2, erhalten wir, mit der Abkiirzung
T(x,y) statt T(x,y,+), ein T(x',y}) = T(xy, ) =
= K&, y5 - ¥ % € F bzw. T, ) = T(xy, ) =
= K", 3, ..., ¥/, x4 € Eder folgenden Art:

Die Reihenfolge «', y;, . . ., ¥;, 24 bzw. 2", 35, . . ., ¥/, x4 ent-
spricht auf B der (gleichen) Orientierung von Z, sodaB y; bzw. y]
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der auf B (x'|x,) bzw. B (x"|x,) am nichsten bei z’ bzw. x” gel-
legene Punkt von B A~ T(x', x4 bzw. B ~ T(x"|x,) ist; alle A
und alle y7 sind Stttzpunkte aus B(4). Und aus 2.2.1., (4)-(6)
folgt

(l) _B(x’|x4> m T(x,’y;,[) \ U4 == {y;v e J’:} bzw.

B("|xg) nTC"y0) =400

(i) 7 (#' |y C B(+) bzw. T (=" |y)) C B(+);
(i) 7(¥; |y \ (B v Uy C B(+) bzw. T(y1ly) \ B C B(+).
AuBerdem liegt ¥, auf B ~ U, hinter y7 (weil ' vor x”).

Anmerkung zu (ii). Es liegt 7 (x'|y{) ganz auf der einen
Seite von B(x,|y1).

2.3. Es sollen #:= x; und § :=%, die in 2.2. gebrauchte Be-
deutung besitzen. Weiter bezeichnen wir mit V' bzw. /A diejenige
Operation, vermége deren wir in 2.2.2. von K = K (%, 7, x,), kurz
von ¢, zu K (', y1, xy) = T(x', y1), kurz zu yy, bzw. zu K (2,57, x)
= T(z", y1), kurz zu »j, gelangt waren. Einer auf B monoton
von vorn gegen % konvergenten Folge (x}), entspricht dann ver-
moge V, angewandt auf 7, eine auf B von hinten monoton gegen
7 konvergierende Folge (y1,),; die zugehorigen 7'(x}, y1,) =
= T(x4 ¥4, konvergieren gegen 7(%, #) = K. Entsprechendes
gilt fir die Anwendung von / auf Kk = 7(%, 7).

2.3.1. Es sei jetzt ¥ C B’ := B(3|y(x")) C B ~ U, die Menge
aller y, & B’ derart, dall 7'(xy, ;) € ¥ existiert mit folgender
Eigenschaft: Es ist 7:= 7(x, ) = 7(x4, ¥1), sodaB x Schnitt-
punkt von 7 mit B ~ Uy; alle Punkte von (B(x|xp) \U) ~ T
sind Stitzpunkte aus B(+) und liegen in B ~ U,; dabei ist 3,
der auf B(x,x,) am nichsten bei x gelegene Stiitzpunkt, also
T(xly) C B(+) und (T(x, %) \ (Us w B) C B(+).

Aus der Definition von ¥ und aus 2.2.2. folgt:

(D 7y €Y, ferner y:= B ~Y == 0. - Denn j ist hin-
terer und y(x") vorderer Hiufungspunkt, kurz HP, von Y.

(IT) Jedes y, € Y ist sowohl hinterer als vorderer HP von Y.

(IIT) Jedes 2 & B’, welches hinterer HP von Y ist, gehort zu Y.

In der Tat: Es sei z = lim ,y,, mit ¥, € ¥ ~ B'(z|y(x")),
sodaB 7':= 7'(x,, y,;) € P existiert. Die Folge der Kompakta
7, C E enthilt eine, wieder mit (7}), zu bezeichnende konver-
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gente Teilfolge. Ist P:= lim .7, so gilt 7 & f (vgl. 1.2.); denn
T, = T(xp y15) = K (x5 ¥1 x4y mit x, & B ~ Uy, sodall die
Existenz von lim ,x, = x erzwingbar ist (durch Ubergang zu
einer Auswahlfolge) und P = lim K (x;, 14, #4) mit lim ,x, ==
== lim ,yq, F 24 ~Esistaber P = 7'(x, 2) = T(xy, 2) (vgl. 1.2.3,,
Folgerung); dabei ist z der am nichsten bei x gelegene Stiitz-
punkt in B ~ 7 (x|xy), also z ein y;, wozu bemerkt sei, daB z,
soweit nicht am nichsten bei z gelegener Schnittpunkt aus B ~
~ Uy ~ P, durch einen solchen ersetzbar ist (weil 2 hinreichend
benachbart zu X).

(IV) Aus (I)—(III) folgt: Es ist ¥ dicht in B’. Andernfalls nim-
lich existiert ein Teilbogen F:= B(a|b) von B mit f ~ YV = (.
Da y(x") vorderer HP von Y ist, kann 4 als hinterer HP von ¥V
angenommen werden, sodall 4 € ¥ (gemidB (III)). Wegen F ~
A~ Y = 0 ist andererseits 4§ & Y nicht vorderer Hiufungspunkt
von ¥ im Widerspruch zu (II).

(V) GemiB (IV) ist jedes z © B’ hinterer HP des in B’ dich-
ten ¥, also B' = V.

(VI) Aus (V) folgt noch: Jedes 7:= 7 (x4, 1) = 7(x, ¥;) mit
1 € Y enthilt genau einen Stiitzpunkt in B(x|xy) \ U, ndmlich
nur y; (und kein weiteres y,).

In der Tat: Existiert hinter 3, noch ein zu y; auf B unmittelbar
benachbarter Stiitzpunkt y, © B ~ 77\ Uy, so liegt der Teil-
bogen 7 (y1|y,) von T in B(4). Wegen y; € Y = B’ gibt es
2EY ~BUnlyundat & B ~ U, derart, dall 7+:= T(a%, 2)
= T(x,, 2) = T(x* 2z,4) == T existiert mit 7% (z|xy) \ (U, v
w B) C B(+). Nun liegen aber cinerseits 2+ & B und 2, € 5
auBerhalb des von B(y,|vy) v T(3,|y.) begrenzten Gebietes G*.
Andererseits kann 7'+ das Gt nur tiber 7°(y, |y,) verlassen (wegen
T+(z|xy) \ (Uy v B) C B(+)). Daher gibt es ut € 7T +(x%|2) N
AT (1ly) und o € T+l A 7 (7 ]72). Und weil auch x, €
& T ~ Tt und die «*, v+, x, verschieden sind, wire POW (T ~
~ T > 3 im Widerspruch zu 7, 7+ € tund 7" &= T,

2.4. Aus 2.3.1. entnimmt man den

Hilfssatz. Vor. Es sei B ein f-normaler 7-Bogen von héch-
stens endlichem POW(B;¥). Weiter sei K & P-Sekante von B
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und es seien xy, xy, X3, x4 unmittelbar auf B aufeinanderfolgende
Schnittpunkte aus 5 ~ K.

Beh. Es gibt in £ Umgebungen U, von x; und U, von x,, fer-
ner einen Teilbogen B':= B(%|§) C B(xy|x;) von B und eine
Umgebung V in £ von B’ mit disjunkten {;, ¥/ und U, von fol-
gender Beschaffenheit: Zu jedem y, & B’ existiert 7= 7 (x4,7,)
= T(x,y) Etmitx & B ~U; ~ 7. Es enthilt B(x|x,) \ U,
genau einen Stiitzpunkt von B mit 7, ndmlich y,. Je nachdem
K(nlx) C B(—) oder C B(+) gilt T(x|x) \ (Us v {m)) C
C B(+) oder C B(—). Es dndert sich x antiton mit y,. Es ist x
Schnittpunkt von B mit 7.

2.5. Es sei B wieder ein E-normaler 7-Bogen mit hochstens end-
lichem POW(B;¥). Uberdies sei jetzt B f-ordnungshomogen. B,
sei ein beliebiger Teilbogen von 5.

2.5.1. GemiB 2.1. und 2.4. gibt es

(1) in B, Punkte xy,, x4 und in £ Umgebungen U;; von xy,
Uy von ay mit Uy ~ U,y = §. Ferner gibt es einen zu Uy w Uy,
fremden Bogen By:= B(%;|#) C B (xq|x4) der folgenden Art:
Jedes y,, € B, liefert ein 7y:= T(xiy, y11) = T(xq, y11) E F,
wobei x;, © B n Uy ~ 77 und 7Ty(x}y |y11) C B(+). Es ist ay;
Schnittpunkt in B ~ 73.

(2) gibt es xpy, x4 € B, und in £ Umgebungen U}, von x4,
baw. Ugp vonagy mit Uy ~ U =0 = (Uy; v Uy) ~{U12 v Uy).
Dabelist (Ujy o Uyy) ~B C B;. Ferner gibt es einen zu Up, w U,
fremden Bogen B, C B(xs| 45), welcher folgende Eigenschaf-
ten besitzt: Jedes yy, & By liefert ein 7y:= 7(x}y, 312 =
= (x4, yy5) € F, wobeix]y € B ~ Uy ~ Tound T y(#1a(310) C
C B(—), also auf der entgegengesetzten Seite von B wie
71(x11|311). Es ist 2}, Schnittpunkt in B ~ 7, Uberdies kann
und soll angenommen werden, daf} xj, auf B vor x7, liegt und
X12 VOT Y1o.

Die Operation, welche von (1) zu (2), also von B, zu B, fiihrt,
sei mit Op bezeichnet.

2.5.2. Wegen B, C B, existiert (gemiB 2.5.1.) zu jedem y,, © B,
sowohl ein 77 := 7(x{}, ¥2) mit 2}, € 73 ~B ~ U;; und
71 (211 ]y19) C B(4)als ein Ty:= (219, ¥12) C B(—); dabei gilt

X2 € B(x14|y10), es liegt also x{; auf B vor x}, und z}, vor y;,.



136 Otto Haupt

Da x}, Schnittpunkt in B ~ 7 ist, liegt eine vordere Umgebung
von xpg auf 7, \ {#1s}in B(+), also im Innern des von 7 (x1; |¥1,)
 B(xy|y12) begrenzten Gebietes G;. Da kein Endpunkt von 7,
in G, liegt, muB G; von 7, in (mindestens) einem vor xj, auf 7,
liegenden Punkt z verlassen werden. Es ist aber z & B(x1; |*12);
denn (73 \ {y12}) A (72 \ {y12}) = 0, weil 73 == 75 und 73, 7,
in der Umgebung von y,, auf verschiedenen Seiten von B liegen,
also y;, gemeinsamer Stiitzpunkt von 73 und 77 ist. Somit ist

POW(B ~ Ty = 3.

2.5.3. Wenden wir Op auf B, (statt auf B,) an, so erhalten wir
ein By C B, und ein 73 € f, flir welche die Betrachtungen in
2.5.2. ergeben: Es ist POW(B ~ T3) > 4 (vgl. [4], S. 25, §5).
Fortgesetzte Anwendung von Op fithrt zu einer antitonen Folge
(B,),, von Teilbogen von B, also zu D:=(") ,B, 0. Es gibt
also ein y € D und ein 7:= 7(x,y) € ¥ mit ¥ =y und POW
(B ~T)= -+oo im Widerspruch damit, dal POW(ZB; ) hoch-
stens endlich ist.

2.6. Aus 2.5.3. ergibt sich somit der

Satz. Es sei B ein (lokal) f-normaler 7-Bogen, wobei F ein
System von OCh im Sinne von 1.2. ff. ist. Dann besitzt 5, falls
von héchstens endlichem POW (B, ) und P-ordnungshomogen,
den lokalen POW Drei. (Als lokale POW kommen also fiir (F-ord-
nungshomogene) B hiéchstens Drei und Unendlich in Betracht).

Anmerkung. Fur dasin 1.2.3. mit Hilfe der Polynome héoch-
stens 2. Grades erklirte System £ = ' \w " von OCh gilt: Es gibt
f-0.h. 7-Bogen B vom lokalen POW ¢ sowohl fiir t = 3 als fiir
t = +0o.-Betr, t = 3. Zufolge des vorstehenden Satzes gentigt
es, die Existenz von 7-Bogen B von héchstens endlichem POW
nachzuweisen; denn ein solches B ist abgeschlossene Hiille einer
Vereinigung von F-o.h. Bogen, deren lokaler POW nach unserem
Satz nur Drei sein kann. Aber z. B. POW(X5B, £) ist hochstens
endlich, wenn B = Gr(f) (= Graph von f) mit analytischem, von
den Polynomen verschiedenem f|/.-Betr. ¢ = +-co. Man wihle
B = Gr(f) mit einem differenzierbaren nirgends (in /) monoto-
nem f|/ (vgl. [7]). Es sei dann b das Biischel der B treffenden
Parallelen zur £-Achse. Weil f nirgends monoton, liegen in b
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diejenigen Geraden dicht, welche Punkte mit maximalen Werten
von f enthalten, also Stiitzpunkte mit B. Bekanntlich (vgl. z. B.
[1], 1.4.1.)istdann POW(B, b) = +oco = POW (B, E), weil b C£.
Und da Gleiches fiir jeden Teilbogen von B gilt, ist B auch f-0.h.
mit # = -}-c0.— Man bemerke noch, daf3 die fiir #= 3 und # = +4-00
angegebenen Beispiele 7-Bogen sind, weil die zugehérigen 7 dif-
ferenzierbar sind.

§ 3 Ordnungshomogene Bogen mit Tangente im R?

3.1. Mit R’ 7 = 1,2, 3, sei der euklidische, 7-dimensionale Raum
bezeichnet und mit ¥ das System der #¢-dimensionalen Unter-
riume R* in R, 1<t <7i—1. Es sei B C R’ ein Bogen,
2 <7 < 3. Ist B orientiert und x & B, so bezeichnet man als
vordere bzw. hintere Halbtangente 7%,(x) = T4k, (x; B)
bzw. Th,(x) = Th,(x, B) den Limes, falls er existiert, der Halb-
geraden mit x als Anfangspunkt, welche einen von vorn bzw. von
hinten gegen x konvergierenden Punkt # & B enthalten. Die
Trigergerade 7,(x) = 7,(x, B) bzw. 7T,(x) = 7,(», B) von
Th,(x) bzw. von T/,(x) wird als die vordere bzw. hintere Tan-
gente in x an B bezeichnet.

Hingegen heiBt der Limes, falls er existiert, der Geraden durch
zwel Punkte %, v & B, die beliebig von vorn bzw. von hinten
gegen x konvergieren, die vordere bzw. hintere (1-)Para-
tingente P (x) = P, (x, B) bzw. P,(x) = P,(x, B) in x an B.
Falls P, (x) = P,(x) ist, bezeichnet man diese Gerade als die
(1-)Paratingente P(x) = P(x, B) in x an B. — Aus der Existenz
z.B. P (x) folgt die von 74,(x), aber nicht umgekehrt.

3.2. Fiir R? ist bekannt, daf3 die Konvexbogen, also die & mit
POW (B, B) = 2, die einzigen F-0.h.-Bogen von héchstens end-
lichem POW (B, B) sind ([1], 3.4.2., Satz 2). AuBerdem wurden
fiir den Fall des R? f1-0.h. und sogar differenzierbare Bogen vom
lokalen POW +-co angegeben (2.6.)

Im R® gibt es f%-0.h.-Bogen vom lokalen POW ¢ sowoh] fiir
¢ = 3 als fiir # = +00. Man betrachte beispielsweise B :={(x,3,2):
T=sAy=stAz=f(s)As E J:=[o0; 1]}. Ist f(s5) := s3, s0 lie-
fert der Durchschnitt eines beliebigen Teilbogens B’ von B mit
einer geeigneten Ebene (vermoge einer Gleichung 3. Grades in )
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maximal 3 Punkte. Es besitzt also B den lokalen POW 3 und ist
tiberdies differenzierbar, d. h. B benutzt in jedem Punkt genau
eine Tangente. — Wihlt man andererseits als #|/ eine differen-
zierbare, nirgends monotone Funktion, so folgt, daf3 die Projek-
tion von B in die x, z-Ebene differenzierbar ist, also, weil gleiches
flr die Projektion in die x, y-Ebene gilt,dafl auch B differenzierbar
ist. Fernerist B bezliglichdes Biischelsder zur x, y-Ebene parallelen
Ebenen vom lokalen POW +-co (wie aus 2.6. folgt), also erst
recht beztiglich f2

3.3. Festsetzung. Von jetzt ab wird jeder Bogen B im R?
bzw. R? als von hochstens endlichem POW(B, ') bzw. POW
(B, %) angenommen.

3.3.1. Im R®sei £ eine Ebene, C ein Konvexbogen in Z (ohne
Teilstrecken), ferner sei ¢ & R3\ £ ein Punkt und &:= (¢, C)
das, als Konvexkegelsektor bezeichnete Stick der Kegel-
fliche zwischen ¢ und £ (e ist Scheitel von &). AuBerdem sei
b= ~"H:HE PAH ~ Ut = 0}, wobei Ut eine feste Um-
gebung von e in R®*mit U+ ~ E = §. Jeder Bogen BC &\ (U+U E),
welcher sich aus ¢ schlicht auf € projiziert, ist dann F-normal.
Uberdies geht durch beliebige 3 Punkte von B genau ein X € f;
denn wegen der Konvexitit von € hat B mit jeder Geraden des
R3 hochstens 2 Punkte gemeinsam.

3.4. Ein Bogen B = B C R3ist, weil beschrinkt, enthalten im
Innern eines abgeschlossenen Simplexes S. Sind ¢, ¢” Eckpunkte
von S, so sei b das Ebenenbiischel im R? mit der Verbindungs-
geraden U = U(e’ ") als Achse; es ist also B ~ U = 9. Mit
POW(B, ) ist auch POW (B, b) hochstens endlich. Daher gibt
es Teilbogen W = W von B mit POW (W, b) = 1 ([1}, 7.8.4.).
Es sei nun P eine zu S fremde, zu U parallele Ebene (im R?), fir
welche W zwischen P und der zu P parallelen, ¥ enthaltenden
Ebene liegt; auBlerdem sei p": W —— P bzw. p": W —— P die Zen-
tralprojektion von W in P aus dem Zentrum ¢’ bzw. ¢”. Wegen
POW(B,b) = 1sind p'(W)und p” (W) topologische Bilder von I/
also W' := p"(W)und W”: p"(W)Bogen in P, wobei W’ ~ W” =0
und wobei fiir jede Parallele 4 C P zu ¥ gilt: POW(W' ~ %) =
= POW(W" ~ %) = o0 oder = 1.

3.4.1.. Weil POW (W, ¥2) hochstens endlich ist (3.3.), gilt dies
auch fiir POW (W', 1)y und POW (W, ) (in P). Gemil 3.2. gibt
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es daher einen konvexen Teilbogen W; von W', welchem dann
eindeutig ein Teilbogen I¥; von W entspricht. Auf W7 := p" (W)
148t sich der gleiche Schlull anwenden, wie auf . Man gelangt
so zu einem Teilbogen von W, den wir wieder mit I bezeichnen,
fir den ' := p'(W) und C":= p"(W) beide Konvexbogen (in )
sind.

3.4.2. Jeder Konvexbogen C (in R?) besitzt in jedem Punkt
genau eine vordere und eine hintere (1-)Paratingente, in den End-
punkten je nur eine hintere bzw. vordere (vgl. 3.1.); lbrigens
fallen diese in jedem Punkt bis auf abzihlbar viele Ausnahmen
zusammen, liefern also dort die (einzige) (1-)Paratingente, die zu-
gleich Tangente an C und Stiitzgerade an C ist, welch letzteres
auch fur die einseitigen (1-)Paratingenten gilt (vgl. [1], 3.1.6.).

Die am Ende von 3.4.1. erklirten Konvexbogen ¢', " C 9
besitzen keine zu U parallele Stiitzgeraden; denn anderenfalls gitt
es zu U parallele Sekanten A+ mit POW(C' ~ U*) = 2 usw., im
Widerspruch zu POW(C' ~ %*) < 1 usw. (vgl. 3.4.). O. B. d. A,
koénnen wir (vermdge Ubergang zu einem abgeschlossenen Teil-
bogen von W) annehmen, daB weder ' noch (” eine zu YU
parallele Paratingente besitzen. Ist speziell ' = p’(x), 2" = p"(x)
fur ein x &€ W, so entsprechen z.B. P (x', ') und P, (2", C")
einander ein-eindeutig. Und da P (', C') und P,(x", C") nicht
parallel zu U sind, so ist die Schnittgerade der (Projektions-)
Ebenen durch P, (z’, ') und ¢’ bzw. durch 2,(x", C") und ¢” eine
P,(x, W), und zwar die einzige. Entsprechend fir P,(x, W). Wir
erhalten so:

(I) Sind die Projektionen €' = p’(W) und " = p"(W) von IV
in P beide konvex, so existiert in jedem x & I (bei hinreichend
kleinem W) sowohl die vordere als die hintere (1-)Paratingente
(in den Endpunkten nur je eine) P,(x, W) bzw. P,(x, W). AuBer-
dem gibt es eine abzihlbare Teilmenge 4 von W derart, daB, fiir
jedes x € W\ A, Pla, W)= P,(x, W) = P,(x, W) existiert.

(II) Stetigkeitseigenschaften der 1-Paratingenten an W (im R3):
Es sei x € W und x = lim ,x,, wobei alle x, © ¥ vor bzw. alle
hinter x liegen sollen; dann ist 2,(x, W) = lim A (x,, W) bzw.
Py(x, W) = lim ,P (x,, W), wobei P(x,, W) irgend eine, insbeson-
dere vordere oder hintere, (1-)Paratingente bedeute. Speziell ist
das auf W\ 4 eindeutige P(x, W) stetig auf W \ A.
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(I1T) Fir alle x € W und alle (1-)Paratingenten p(x, W), spe-
ziell also auch fir alle vorderen bzw. hinteren (1-)Paratingenten,
inx an Wgilt P(x, W) ~ (W \ {z}) = 0.

Denn dies gilt fur die beiden (konvexen) Projektionen von .

3.5. Gemif 3.4. und 3.4.1. betrachten wir einen Bogen W C R3,
welcher sich aus einem Punkt ¢ € R3 in eine Ebene P topologisch
als Konvexbogen C projiziert; o. B. d. A. wird dabei € (und da-
mit W) so klein angenommen, dall die Halbtangenten in den
Endpunkten von C an C sich in der (euklidischen) Ebene 9
schneiden, sodaB3 € in dem von der Verbindungsstrecke der bei-
den Endpunkte von € und von Teilstrecken der Halbtangenten
begrenzten Dreieck liegt. Da W zwischen P und der zu P paral-
lelen Ebene durch e liegen sollte (vgl. 3.4.), liegt W auf einem
Teilbereich £ des Konvexkegelsektors & = f(e, ) (vgl. 3.3.1.),
wobei die Begrenzung von £ enthalten sein soll in den Mantel-
linien von & durch die Endpunkte von W und in den Schnitten
von & mit P und dem Schnitt von & mit einer zu P parallelen
Ebene 9’ zwischen W und e. Daher ist £ topologisches Bild einer
abgeschlossenen Kreisscheibe. AuBerdem bilden die Schnitte von
£ mit den zu einer Umgebung von ¢ im R® fremden Ebenen /7
des R3 ein OCh-System ¥ in £ mit der Grundzahl 2 = £(f) = 3.
Schlieflich ist ¥ normal zu f, weil die Projektion eines jeden
K & Fausein Winjektivist. Auchist POW (W, ) = POW(W,¥).

DaB die Durchschnitte X = E ~ A evtl. in (hochstens) zwet
(Konvex-)Bogen zerfallen, ist fiir die Ausfiihrungen in 3.5.1. ff.
ohne Belang; denn durch Hinzunahme eines Teilbogens 5 der
Begrenzung £, von £, wobei B keine Strecke ist, 1a8t sich X zu
einem Bogen in £ erginzen, dessen Endpunkte in Z, liegen.
(Dies folgt u. a. daraus, daB /A mit jeder Erzeugenden der Kegel-
fliche héchstens einen Punkt gemeinsam hat) (vgl.auch[1],.4.2.1.)

3.5.1. Von dem in 3.5 betrachteten Bogen W C R® wird jetzt
zusdtzlich gefordert, daB an W (im R®) in jedemx & W (genan)
eine Tangente (also eine (1-)Paratingente) existiert, d. h. es sei
A = 0, vgl. 3.4.2.). Wir behaupten: Es ist W in £ beziiglich {
ein 7-Bogen (vgl. 1.2.3.). Inder Tat: Istx € W ~n A mit £ € ¥
und wird Winy & W\ {x} von K gestiitzt, so ist in der dem A
entsprechenden Ebene // (also X = £ ~ H) die Tangente an IV
in y (im R3) enthalten. Denn es gibt zu /7 beliebig benachbarte x
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enthaltende Ebenen /", welche mit W mindestens 2 zu y be-
liebig benachbarte Punkte, etwa «”, " & W, gemeinsam haben;
148t man A" gegen H konvergieren, so konvergiert die Verbin-
dungsgerade (in R3®) von #” und ¢” gegen die (1-)Paratingente
P(y, W), also gegen die Tangente in ¥ an W. Da aber gemil
3.4.2., (II1), P(y, W) (W \ {y}) = D ist, wird A durch x und ¥
eindeutig bestimmt und damit auch X durch x und den Stitz-
punkt y.

3.6. Aus 2.6, 3.5. und 3.5.1. folgt nun der in Aussicht ge-
nommene

Satz. Die ernzigen beziiglich des Systems ¥ der Ebenen des R?
ordnungshomogenen Bogen B C R® wvon hdchstens endlichem
POW (B, ¥3), fiir welche tiberdies in jedem x © B eine Tangente
an B existiert, sind die B von lokalen POW 3.

1. Anmerkung. Aus der Existenz der Tangente in x € B
an B folgt noch nicht die Existenz der Schmiegebene an & in x,
d. h. die Eindeutigkeit des Limes der Ebenen durch 3 beliebig
gegen x konvergierende Punkte von 5.

2, Anmerkung. Im R3 gibt es ordnungshomogene Bogen 5
der lokalen Ordnung Unendlich, derart daffi B in jedem Punkt
genau eine Tangente besitzt.
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