BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1976

MUNCHEN 1977

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Relative Probleme von Poincaré und Cousin
auf nicht—reduzierten komplexen Riumen

Gunther Kraus
Vorgelegt von Hern Prof. Dr. Karl Stein

Sei X ein komplexer Raum iber einen komplexen Raum S
— es sei also eine holomorphe Abbildung p: X — S ausgezeich-
net — und sei 2 eine Teilmenge von S. In dieser Arbeit werden
meromorphe Funktionen auf X betrachtet, deren meromorphe
Beschrinkung auf jede Faser X, s &€ 2, definiert ist; diese Funk-
tionen werden meromorphe Funktionen relativ 2 genannt. Ferner
wird der Begriff des Divisors relativ X eingefihrt. Fur 2 =9
erhilt man die klassischen Begriffe.

Unter dem relativen Problem von Poincaré verstehe ich die
folgende Frage: Gegeben sei eine meromorphe Funktion f rela-
tiv 2. Gibt es eine globale Quotientendarstellung f = g/4, die
durch analytische Beschrinkung auf die Fasern X, s € 2| eine
globale Quotientendarstellung von f | X, induziert ? Gesucht wird
also ein ,,Nichtnullteiler relativ2* 4, derart, daB3 /% - f holomorph
ist. Es wird bewiesen:

1. Ist X' diskret und gilt in X" Theorem 4, so ist das Poincaré-
Problem relativ 2" 18sbar (Satz 4.4).

2. Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit mit #2(X, Z) = o, so
ist das Poincaré-Problem relativ .S 16sbar (Satz 4.5).

Als relatives Cousin-II-Problem sehe ich an, notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die ,,Lésbarkeit* relativer Divi-
soren zu finden. Ein Divisor D relativ 2 wird dabei 18sbar ge-
nannt, wenn /2 der durch eine invertierbare meromorphe Funk-
tion f, deren meromorphe Beschrinkungen auf die Fasern X,
s € &, definiert und invertierbar sind, bestimmte Hauptdivisor
ist. Im Fall /1(X, O,) = o ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Losbarkeit eines relativen Divisors 2 das Ver-
schwinden der durch D bestimmten Cohomologieklasse y (D) €
€ H*(X, Z) - es liegt also die gleiche topologische Charakterisie-
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rung vor wie im klassischen Fall. Insbesondere ist #2(X, Z) =o
bei Rdumen mit Z1(X, O,) = o eine hinreichende Bedingung fur
die Losbarkeit aller relativen Divisoren auf X. Um die Notwen-
digkeit dieser Bedingung zu beweisen, mu3 man priifen, ob jede
Cohomologieklasse ¢ & A%(X, Z) Bild eines Divisors relativ X'
ist. Sei Dy, die Garbe der Divisoren relativ X auf X, D, » die
Untergarbe der positiven Divisoren relativ 2. Es wird gezeigt:

1. Ist X diskret und gilt in X Theorem A4, so ist die kanonische
Abbildung
D s(X) —~ H'(X, Oy)
surjektiv (Satz 5.3).
2. Ist X = 8§ X 7 mit Steinschen komplexen Riumen S, 7
und gilt Z3(S, Z) = o, so ist die kanonische Abbildung
DX/E(X> — HY(X, O)l')
surjektiv (Satz 3.5).
Mit diesen Sitzen ist das relative Cousin-II-Problem in den
betrachteten Fillen vollstindig gelost.
Far den Spezialfall X' = § ergeben sich aus den Sitzen 4.4
und 5.3 Verschirfungen von [1, Teorema 2 bzw. 1]; die dortigen
Fallunterscheidungen koénnen unterbleiben.

1. Bezeichnungen

In dieser Arbeit sei stets X ein komplexer Raum tber einem
komplexen Raum S; es ist also ecine holomorphe Abbildung
p: X — S ausgezeichnet. Die komplexen Rdume werden nicht
als reduziert vorausgesetzt, jedoch Hausdorffsch und mit einer
abzidhlbaren Basis der Topologie.

Ist ¥ ein komplexer Raum, so sei

0, die Strukturgarbe von Y,

0} die Garbe der Einheiten von O,

S, die Garbe der Nichtnullteiler von Oy,

m, (y € Y) das maximale Ideal von Oy, .

Eine offene Teilmenge V' C YV wird als komplexer Raum mit
der Strukturgarbe O, : = O, | V aufgefalt. Fir f € O, (V) und
y &€ Vsei f, der Keim von f im Punkt y und f(3): = f, + m,
€ 0,,/m, = C der Funktionswert von f im Punkt y.



Relative Probleme von Poincaré und Cousin 25

Sind F, G kohirente analytische Garben auf ¥, so ist die

Idealgarbe
G:oyF=G:F C 0,

definiert durch (G:F):=G:F :={fc0,, :f-F, CG}
fur alle ¥ € Y, ebenfalls kohidrent; wir verwenden die Abkiir-
zungen 0 : F : =00y :F,0:f:=0-0,:/:0,(f € F(Y)).
Sei ferner

|Fl:={y€ V:F, =0}

Eine abgeschlossene Teilmenge 4 von ¥ heil3t analytisch diinn,
wenn fir jede offene Menge V' C ¥V der Beschrinkungshomo-
morphismus O,.(V) — O,(V'\ 4) injektiv ist.

Sei s €8, U C X offen, f € 04(U) und F eine kohirente
analytische Garbe auf X. Dann set

X, = p(s) : = {s} X ¢X die Faser im Punkt s,

J, die definierende Idealgarbe von X,

U,:=UNX,

7, die analytische Beschrinkung von f auf U,, also f, = f° 7,
wobei 7, : U, — U die Einbettungsabbildung ist.

2. Ein Lemma

In X gelte Theorem A (vgl. [3, § 2, Satz 4]). Sei F eine kohi-
rente O .-Modulgarbe. Zu jedem x & X existiere eine offene Um-
gebung U, eine Idealgarbe J* C O, | U™ und ein Garben-
isomorphismus ¢ : F | % — J©,

Fir alle x € X und f & F(U™) sei dann
fx) =o0:e¢*(f).€m,

2.1 Lemma. Sei R C X eine diskrete Teilmenge; fur allex € R
sei F, =0, .. Dann existiert ein f &€ F(X) mit f(x) =0 fir
alle x € R.

Beweis. Da X abzihlbare Topologie hat, ist R endlich oder
abziihlbar unendlich, also gibt es eine Teilmenge 3/ C Nund
eine bijektive Abbildung M — R, #+> x,. Fiir jedes » & M sei
J, die Idealgarbe der analytischen Menge R\ {x,}; wegen
(J,F)s, = Ox., gibt es dann nach Theorem A ein f, € J,F(X)
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mit 7,(x,) == 0. Sei (p,); < v eine Familie von Seminormen, wel-
che die kanonische Fréchetraum-Topologie auf IF(X) definiert;
man kann o. E. voraussetzen: p, < p,.; fiir alle 2. Fiur » & M
sei a, : = max {1, ,(f,)}. Dann konvergiert die Reihe
2-n
2 /s
neM

gegeneinf € F(X),und furallen & Mistf(x,) = ? S.(x,) Fo.

3. Relativ analytisch ditnne Mengen und relative Nickhinullteiler

Sei X eine Teilmenge von S, und sei 4 C X eine analytisch
diinne Teilmenge. 4 heiB3t analytisch diinn relativ 2, wenn fiir
alle s € 2 gilt: 4, 1 = 4 ~ X, ist analytisch diinn in X,.

Die Garbe S,y der Nichtnullteiler relativ X' ist definiert durch
Sxix (U) + = {f € Sx(U): Fir alle s € Xist £, € Sy (U))} fur
offene Mengen U C X. Es gilt 5,5 = S,.

3.1 Lemma. Fur ein kohirente Idealgarbe J C O, sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

3.1.1 | O4/J | ist analytisch diinn relativ .
302 (J A Syy),F 0 firallex € X.
3.1.3 O :OXJ =ound o :OXJ =0 fir alle s € 2.

Der Beweis benutzt den Nullstellensatz; er darf hier uber-
gangen werden.

Fir unsere Zwecke ist noch eine weitere Charakterisierung von
,analytisch dann‘ wichtig. Fir einen komplexen Raum ¥ und
alle » € &V sei Oy,; C Oy die #n-te Liickengarbe der Nullideal-
garbe; fiir alle y € Vist

Or., = {s € Oy, : Es gibt eine offene Umgebung I von y,
eine analytische Menge B in I/ mit dim B
<7z undein 2 & O, (V) mit ¢ | VB
=ound?, =s}.

Nach Thimm [6] ist O,,; kohidrent und daher £,: = | O, | ana-
lytisch. Das Komponentensystem M, sei die Menge aller irredu-
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ziblen Komponenten der Mengen £,, » & N. Dann gilt [3,
Lemma 2.3]:

3.2 Lemma. Eine analytische Menge B C Y ist genau dann
analytisch diinn, wenn sie keine der Mengen 4 & M, umfalt.

3.3 Korollar. Sei f € O(X). Genau dann gilt f & Sy(X).
wenn | O,/fO, | keine analytische Menge des Systems

M, U M,
se X *
umfalt.

3.4 Lemma. In X gelte Theorem A. Sei 2 C X eine diskrete
Teilmenge und J C Oy eine kohirente Idealgarbe, derart, daB
| O/J | analytisch diinn relativ X ist. Dann gilt:

Jx) N Syz (X) =+ 0.

Beweis. Wegen Lemma 3.2 und wegen der Voraussetzungen
gibt es in X eine diskrete Punktmenge R mit folgenden Eigen-
schaften:

) R~ |0LT|=09.
ii) R trifft jede analytische Menge des Systems M, ~ | My,
se X

Nach 2.1 gibt es ein f & J(X) mit f(x) &= o fur alle x € R;
nach 3.3 gilt f = S5 (X).

4. Relative meromorphe Funktionen und das relative Poitncaré-
Problem

4.1 Lemma. Sei S C Oy eine Untergarbe von Mengen. Es gibt
eine O ,-Modulgarbe S O, von lokalen Ringen und einen Gar-
benhomomorphismus /%: O, — S O, mit folgenden Eigen-
schaften:

4.1.1 Fir jede offene Menge U C X sind die Elemente von
hy(S(U)) invertierbar in $710, (U).

4.1.2 Ist F eine weitere O, — Modulgarbe von lokalen Ringen
und £:0, —F ein Garbenhomomorphismus, derart, daB fir
jede offene Menge U C X die Elemente von /4,(S({)) invertier-
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bar in F(U) sind, so existiert genau ein Garbenhomomorphismus
7:510,—>Fmitk=/7°4

Die Garbe 510, ist als Lésung eines universellen Problems
eindeutig bestimmt bis auf kanonische Isomorphie.

Der Beweis dieses Lemmas ist eine einfache Folgerung z. B.
von [2, chap. 11, § 2, N° 1, Prop. 1]. Man erhilt S 0, als die
der durch

U 0,(U) [S(U)]

definierten Prigarbe zugeordnete Garbe.

4.2 Definition. Sei X' eine Teilmenge von S. M5 : = S,,,710,
heit die Garbe der meromorphen Funktionen relativ 2.

Wir schreiben My an Stelle von M. Die folgende Aussage
ist leicht zu zeigen:

4.3 Sei f &€ My(X). Dann ist die Idealgarbe P, C O, defi-
niert durch P, :={2& Oy 4 -f, €0, } fir x € X, ko-
hidrent.

4.4 Satz. In X gelte Theorem A. Sei X eine diskrete Teil-
menge von S. Dann gilt
My (X) = SX/E(X )1 0, (X)),
d. h.: Zu jeder meromorphen Funktion f & M, (X)) gibt es ho-
lomorphe Funktionen g & O (X), 2 & Syx(X) mit f = g/

Beweis. Fir alle € X gibt es Funktionskeime g, € O
hS Sys, mit &, f. =g, also &, & P, . nSyr,.. Nach 3.1
ist daher| OX/P/‘ analytisch diinn relativ 2. Nach 3.4 existiert
einz € P/(X) A Sys(X),undesistg: = k- f & O(X).

Unter speziellen Voraussetzungen an X bleibt die Aussage von
Satz 4.4 auch richtig fir X' = S. Es gilt ndmlich:

4.5 Satz. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit
HY(X, 0%) = ob). Dann gilt

M5 (X) = Sy (X)) O(X).

1) Diese Voraussetzung ist fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten mit
H*(X, Z) = o erfiillt.
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Der Beweis ist eine Folgerung von Satz 5.1 tiber die Lésbarkeit
des relativen Cousin-II-Problems und wird im Anschluf} an Satz
5.1 gegeben.

5. Relative Divisoren und das relative Cousin-11-Problem

Sei & eine Teilmenge von S. Dann definieren wir:

e CMypdurch Mgp = {fE My, : Esgibtg &
Syiz,. mit f = g|h} fir alle x € X (Garbe der invertierbaren
(oder reguliren) meromorphen Funktionen relativ X),

D, : = Mj,;/O% (Garbe der Divisoren relativ X); dies ist
eine Garbe abelscher Gruppen, die Verknlpfung wird als Ad-
dition geschrieben.

D7 sei das Bild von Sy unter dem kanonischen Garben-
homomorphismus 7y : M}, 5 — Dy)»; D% heiBt Garbe der positi-
ven (oder effektiven) Divisoren relativ 2.

Wir schreiben wieder M}, Dy und D} an Stelle von My,
Dy bzw. D Die exakte Sequenz

00t >Mb, 5D, —o0
liefert die exakte Cohomologiesequenz
* * 7!;' 82‘ 1 %*
0 = 0(X) — My 5(X) = Dy x(X) > H1(X,05) — . ..

Ein relativer Divisor D & Do (X) heiflt losbar (oder Haupt-
divisor relativ X)), wenn er im Bild der Abbildung =3 liegt. Wegen
der Exaktheit ist dies dquivalent mit 85(D) = o. Gilt A1(X, Oy)
= 0, so hat man einen Monomorphismus é': Z1(X, O3) —
H¥X, Z)?) und erhilt somit (es sei y5 : = 61 ° d3):

5.1 Satz. Gilt H'(X, O,) = o, so ist ein relativer Divisor
D & Dy, 5(X) genau dann 18sbar, wenn y (D) = o ist.

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 4.5 nachtragen: Sei
& My s(X). Fir jedes x € X gibt es dann eine teilerfremde

2) &1 ist der ,,verbindende Homomorphismus* in der exakten Cohomologie-
sequenz, die aus der folgenden exakten Sequenz O - Z — 0y > 0% —0
abgeleitet ist: Sei U eine offene Teilmenge von X und f € Ox(U). Dann sei
e(f):=¢of mit e: C—C* z exp (2miz). Ist X Steinsch, also auch
H2(X,0y) = O, ist 8! ein Isomorphismus.
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Darstellung f = g/ mit g & Oy ,, 2 &€ S5 ,; wegen der Tei-
lerfremdheit folgt P, = /-0, .. Es gibt eine offene Um-
gebung U™ von x und einen Reprisentanten Z® & S,,(U™),
der P, iiber U™ erzeugt. Fiir x,y € X folgt hieraus (™ | U™ ~
~ U(y)) i (H(y) l U™~ U(y))-1 e 0;(U(*) ~ U(")); die Familie
(U™, H®)_ - 5 definiert also einen positiven relativen Divisor
P, & DI (X). Wegen HY(X, 0F) = o gibt es ein # € My (X)
mit wg(H) = Py; fur alle x € X folgt A, € P, ~ Sy .
daraus ergibt sich # € P,(X) Sy s(X), also /7= G[H mit
G:=H-Fc 0,X).

Bemerkung: Die Funktionen G, # in dem obigen Beweis sind
teilerfremd in O 4 (X).

Nach Satz 5.1 ist das Verschwinden der Cohomologiegruppe
H?*(X, Z) bei Ridumen mit /71(X, O) = o cine hinreichende Be-
dingung fiir die Losbarkeit aller relativen Divisoren auf X. Die
Frage nach der Notwendigkeit dieser Bedingung fithrt auf die
Frage nach der Surjektivitit der Abbildung yy5: D x(X) —
— [72(X, Z). Ist X Steinsch, so gilt (X, O3) =~ H*(X, Z), und
vy ist genau dann surjektiv, wenn 6z : D (X) — (X, O})
es ist. Der folgende Satz gibt eine Antwort auf diese Frage.

5.2 Satz. In X gelte Theorem A. Sei X eine diskrete Teil-
menge von S. Dann ist die Abbildung

Oz | Dys(X) — H'(X, 0p)
surjektiv.

Beweis. Sei # C Z/1(X, O}). Dann gibt es eine offene Uber-
deckung (U,); - ; von X, so daB} z reprisentiert wird durch eine
Familie (4,);,;c, mit 4; € OYU;, ~ U), hyhy = h; ber
Ui nU; AU, G5,k € I). Fir i €7 sei F;:=0,]|U,. Die
Zuordnung @ — 4; @ definiert dann Isomorphismen von Modul-
garben.

®1:7' : Fj l Ui m []] - Fi | Ui m Uj (Z"j E ])
mit O ° 0, = 0, iber U; " U, " U, (¢, 7,k & I). Es gibt da-
her (vgl. [4,0,3.3.1]) eine O, ,Modulgarbe F und eine Familie
(1:); e ; von Isomorphismen von O, -Modulgarben =, : ¥ | U, —
— F; mit 0, ° 01 = O, Gber U, ~nU; (4,7 € I).
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Man wihle eine diskrete Punktmenge R C X, die jede analy-

tische Menge des Systems M, () M, trifft. Nach Lemma 2.1
se X *

gibt es ein g & F(X) mit g(x) = o fiir alle x & R. Setzt man
fir=mng | U) fur ¢ € I, so folgt f,& S4x(U)).

Denn fiir jedes 4 & My gibteseinx & R ~A4; aus g(x) F o0
folgt (0: g), = o; fir 2 & O, ist ndmlich %g, = o &dquivalent
mit 2f;, = 0 (¢ € I so gewihlt, daB x € U,), also mit %z = o.
Nach 3.2 ist | 0: ¢ | analytisch dinn in X; daraus folgt 0: g = O.
Fir alle 7 & 7 folgt hieraus f; & S, (U)).

Ebenso gibt es fiir alle s & XYund 4 € SJ'RX: ein x € R n 4,

also mit g (x) = o. Hieraus folgt auf analoge Weise (J.F : 0 ) =

=J, ., also (0: OXg;)x = 0, also wie oben 0:0,& =0 und

somit f;, & S, (U; ) fur alle z & 1.

Fir alle Z'! .] E 7 gllt (.fx | Ut’ m [jj) (f/l Ui m []j)_l = ;Lx'j'
€ 03(U; ~ U)); daher wird durch die Familie (U}, f); -, ein
positiver Divisor 2 & D} ,(X) mit 63(D) = z definiert.

5.3 Corollar. Fir einen Steinschen komplexen Raum X sind
folgende Aussagen dquivalent:

5.3.1 Es gibt eine diskrete Teilmenge &2 von S, derart, daf3
jeder positive Divisor relativ 2’ 16sbar ist.

5.3.2 Far jede Teilmenge 2 von § ist jeder Divisor relativ X
18shar.

3.3.3 H'(X, 0x) = o.

Die Aussage von Satz 3.2 ist nicht vollig zufriedenstellend. Es
interessiert insbesondere, ob es zu jedem z & H'(X, Oy) einen
Divisor relativ S gibt, der auf z abgebildet wird. Die Antwort
auf diese Frage ist schwieriger und kann in dieser Arbeit nur fiir
den Fall X = S x 7 gegeben werden, wobei S und 7 Steinsche
komplexe Réume sind und #2(S, Z) = o gelten muB}; zum Be-
weis wird das Ergebnis von Satz 5.2 verwendet werden. Zunichst
benétigen wir weitere Hilfsaussagen iiber relative Divisoren.

Ein relativer Divisor D & D5(X) definiert eine Familie
Ui fie s, wobei (U), -, eine offene Uberdeckung von X ist
und £, & M7, (U,) (i € I) relative meromorphe Funktionen sind
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mit (f; | U; " Ui | U " UYL E OYU; A~ Upfiralles, j &€ I;
umgekehrt definiert jede solche Familie einen relativen Divisor,
Wir kénnen nun eine invertierbare Untergarbe O (D) von My
definieren: Fir x &€ U; sei O,(D),: = f; 71 O .. Diese Zuord-
nung bildet D, (X)) bijektiv auf die Menge der invertierbaren
Untergarben von My, ab.

Sei |D|:={x &€ X: Ist { € 7 mit x € U, so gilt f;,
& 0% .}; diese Definition ist unabhingig von der Wahl! der Fa-
milie (U}, /); c 13 ferner ist | D | = | (0x(D) + O4) [ (0(D) ~
M 0,) | und daher analytisch (mit O (D) ist auch O,(D) + O,
eine Untergarbe endlichen Typs von M, » und daher, wie man
leicht sieht, kohirent).

5.4 Lemma. Sei X eine diskrete Teilmenge von S, und sei
D & D (X) ein Divisor. Dann sind folgende Aussagen iqui-
valent:

5-4.1 D € Dyu(X).

5.4.2 | D | ist analytisch diinn relativ 2.

Beweis. Sei x € X. Dann gibt es eine offene Umgebung U

von x und ein f & My(U) mit D | U = z,(f), und es ist zu zei-
gen: f& M}, ;(U)< | D| ~ U analytisch diinn relativ 2.

5.4.1 = 5.4.2: Sei f € M}, (/). Nach eventueller Verkleine-
rung von U findet man g, /4 & Syz(U) mit f = g/h Es ist
|D| AU C |0,/ (g) |~ | Oy /(%) | und daher nach 3.1 analy-
tisch dunn relativ 2.

5.4.2 = 5.4.1: U sei Steinsch gewihlt, und [D | ~ U sei
analytisch dinn relativ 2. Sei A& cine diskrete Teilmenge,
die mit | O | leeren Durchschnitt hat, aber jede analy-

tische Menge des Systems M, v | ) M, trifft. Nach 2.1 gibt es
se X d

ein 2 &€ P,(U) mit 4(x) = o fir alle x € R. Sei g: = f4; nach
3.3 folgt g, # & S4x(U). Damit ist das Lemma bewiesen.

Im Beweis des nédchsten Satzes wird folgende Bemerkung be-
nutzt: Sei &' C S eine Teilmenge, s © Yund D & D 4x(X). Dann
induziert 0 in kanonischer Weise einen Divisor D, & DXI(X,):

Wird D in x € X durch f & M}, gegeben, so wird D
inx durch /, & M} _ definiert. Ist D positiver Divisor, so auch D,
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5.5 Satz. Es seien S und 7 Steinsche komplexe Réume,
X:=8SX Tund p: X — 5, ¢g: X - T die Projektionsabbil-
dungen. Ferner gelte /7*(S, Z) = o. Dann ist der Homomor-
phismus

83: D ys(X) — HI(X, 0F) =2 HY(X, Z)

surjektiv,

Beweis. X wird als komplexer Raum uber S (bzgl. p) und
tiber T (bzgl. ¢) aufgefaBt. Es gibt abzdhlbare, diskrete Punkt-
mengen 2 C 7 und R C X mit folgenden Eigenschaften:

1. 2 trifft jede analytische Menge des Komponentensystems 9.

2. R trifft jede analytische Menge des Komponentensystems T,
die nicht in einer Faser X, ¢ & 2 enthalten ist.

3. R "X, =0furaller & 2.

Sei J, C O, die kohdrente Idealgarbe aller auf R verschwin-
denden holomorphen Funktionen, J;: = () J,und J: = J;, ~ J;;

te X
dann ist J kohirent. Sei ¥ der durch J definierte komplexe Unter-
raum von X. Der kanonische Homomorphismus 7 : 0 ,(X) —
- 0,(Y) ist nach Theorem B surjektiv.

Sei nun z & A*(X, O%). Nach Satz 5.2 gibt es einen positiven
relativen Divisor D’ & D} z(X) mit 6;(D") = =.

a) Sei ¢+ € 2, und sei D, der durch D’ auf X, induzierte posi-
tive Divisor. Wegen H?*(X,, Z) = H*(5,Z) = o gibt es nach
Satz 5.1 ein /¥ & SXt(X’) mit 7 (f*) = D}, und man sieht — da
D' ein Divisor ist — leicht: Ist 4 € M, mit 4 C X, so gibt es
einx € A mit f (f*(x) == o.

Da X, Zusammenhangskomponente von Y ist, gibt es ein
g7 E0,(Y) mit g | X, =f" und g™ | V\X, = o. Wihle
G™ & 0,(X) mit 1(G*) = g®.

b) Sei x € R. Dann gibt es ein 4 & 0,(¥) mit 4™ (x) &= 0
und £ | Y\{x} = 0. Sei H™ & 0,(X) mit v(H™) = i,

Man wihle nun Teilmengen A/ und V von IV und bijektive
Abbildungen M — X, m ¢, und N — R, n +> x,. Wie im Be-
weis von Lemma 2.1 kann man nun positive reelle Faktoren a,,
b, definieren, derart, daB3 die Reihe

3 Minchen Ak. Sh. 1976
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2-m {!m) 2—n (x”)
aAm G 2z 2 bx H
me M neS N

in der Fréchetraum-Topologie von O,(X) gegen ein # &€ 0 ,(X)
konvergiert, welches folgende Eigenschaften hat:

1) Zu jedem 4 & M, existiert ein x & A mit F(x) == 0.
it) Fir jedes z € 2 gilt # = o,/ mit o, & R, «, 5 0.

Aus i) folgt # & Sy(X) (zusammen mit ii) ergibt sich /&
Sye(X)). Sei D" = &' (F) der durch F bestimmte Haupt-
divisor, und sei D : = D' — D", Dann gilt (D) = § (D) = z,
und zum Beweis des Satzes gentigt es zu zeigen: D & D ¢ (X).

Aus D, = o fur jedes £ € 2 folgt, da 2 alle analytischen Men-
gen von M trifft, daB | D, | analytisch dinn ist fir jedes s & S
(Man beachte, dal X isomorph zu 7 ist). Nach Lemma 3.4
folgt die Behauptung.
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