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Edlinger-Flichen in isotropen Raumen
Von Hans Sachs, Miinchen

Herrn Prof. Dr. J. Lense zum 85. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Eine Regelfliche des dreidimensionalen euklidischen Raumes
heit eine Edlinger-Fliche (Z-Fliche), wenn ihre simtlichen
Schmiegquadriken Drehhyperboloide sind. Diese Fliachen wur-
den von R. EDLINGER entdeckt (vgl. [8], [9, S. 36]), und sind
wiederholt Gegenstand bemerkenswerter Untersuchungen gewe-
sen (vgl. z. B. [12], [19]). Da diese Flichen zu den konstant ge-
drallten Regelflichen gehéren, verdient ihre Untersuchung auch
von diesem Standpunkt aus gewisses Interesse (vgl. [4, S. 69f]).

In der folgenden Untersuchung wird der Begriff der £-Flidche
in den einfach bzw. zweifach isotropen Raum J{ bzw. /) iiber-
tragen und versucht, eine zur euklidischen Theorie analoge
Theorie anzugeben.! Es zeigt sich, dal3 im einfach isotropen Raum
viele Resultate gleich oder dhnlich lauten, wihrend im zweifach
isotropen Raum die Ergebnisse teilweise entschieden von der
cuklidischen Theorie abweichen. Die hier behandelten Kenn-
zeichnungen der £-Flichen bezichen sich auf Eigenschaften ihrer
natiirlichen isotropen Invarianten (Krimmung, Windung und
Striktion bzw. Drall), auf das Verhalten ihrer Zentralnormalen-
fliche, ihrer isotropen Kriuimmungslinien, ihrer Kurven konstan-
ter Relativkriimmung und ihrer Kriimmungstangentenflichen.
Unter den Z-Flichen werden die Drehregelflichen und die Regel-
flichen mit ebener Striktionslinie geometrisch gekennzeichnet.
Die Z-Flichen des zweifach isotropen Raumes werden explizit
angegeben.

Die Differentialgeometrie des einfach isotropen Raumes, wie sie
i. f. bendtigt wird, findet sich in {14] — [16] dargestellt; bezliglich

1 Die Theorie der isotropen Mannigfaltigkeiten wurde von J. LENSE aus-
fithrlich studiert (vgl. das Literaturverzeichnis in [17]).
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eines ausfiihrlichen Literaturverzeichnisses sei auf [17] verwiesen.
Die Geometrie des zweifach isotropen Raumes wurde von
H. BRAUNER in [5] — [7] entwickelt. Beziiglich der Liniengeo-
metrie dieser Riume vergleiche man [6], [11] und [18].

1. Abschnitt: Z-Flidchen des einfach isotropen Raumes
1.1 Regelflichen im cinfach isotropen Raum

Im folgenden bezeichne A3 den reellen dreidimensionalen
affinen Raum mit affinen Koordinaten {x,5,z}, den wir in {ib-
licher Weise zum projektiven Raum P3 erweitern. P? sei auf
homogene projektive Koordinaten xy : x4 : x5 : x4 bezogen, wo-
bei die Fernebene w durch x; = o festgelegt werde. Das Fern-
geradenpaar 7; , : xy = 2] + x5 = 0 gestattet bekanntlich (vgl.
z. B. [14, S. 4]) eine achtgliedrige Gruppe projektiver Auto-
morphien, welche eine sechsgliedrige Untergruppe GV der Gestalt

x=¢y +xcosp—ysing
(1) y=c¢y +xsing +ycose
Z=¢ytoegx 5y -tz

als Normalteiler enthilt. Die zur Transformationsgruppe (1)
gehorige Geometrie bezeichnet man als einfack isotrope Geo-
metrie und den mittels (1) metrisierten affinen Raum A2 nennt
man einen einfach isotropen Raum /J{. Die Geraden 7, : x, =
= x, —7ixy, =0 und 7, : ¥y = x; + Zx, = 0 bilden zusammen
mit ihrem reellen Schnittpunkt U(o : 0 : 0 :1) und ihrer
reellen Verbindungsebene o : 2y, = o das absolute Gebilde die-
ses Raumes; insbesondere nennt man Geraden durch U volliso-
trop. Ebenen, die U enthalten, aber nicht mit 7, oder 7, inzidieren
heilen isotrop. Die Geometrie dieses Raumes wurde in zahl-
reichen Arbeiten von K. STRUBECKER untersucht (vgl. z. B.
[14]-[16]). Bei der Untersuchung der Regelflichen dieses Raumes
stiitzen wir uns auf die in [11] bzw. [18] entwickelte Theorie.
Demnach unterscheidet man 3 Typen windschiefer Regelflichen,?
die mit @1, P11, P bezeichnet werden. Regelflichen vom ZTyp 7/
besitzen eine eigentliche vollisotrope Leitgerade, wihrend Regel-

2 Wir sprechen i. f. kurz von Regelflichen, womit stets windschiefe Regel-
flichen gemeint sind.
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flichen vom Zyp 717 eine Fernleitgerade durch den absoluten
Punkt U besitzen und somit konoidal sind. Regelflichen, die
weder zum Typ II noch zum Typ III gehoren, fassen wir im 7yp /
zusammen; sie stellen den allgemeinen Typus dar und werden
den folgenden Betrachtungen stets zugrunde gelegt. Regel-
flichen @y C J§ gestatten die Normaldarstellung (vgl. [11,
S. 10])

(2) 1(,v) = | [e(e) + 0(2) B] du + v e(w),

wobei der Parameter # die einfach isotrope Bogenlinge?® auf der
Striktionslinie 8(x) : = [ [e(#) + o(2)b] du, ¢(») den normier-
ten Richtungsvektor der Erzeugenden, o die Striktion und
b = (0,0,1) den vollisotropen Zentraltangentenvektor der be-
trachteten Erzeugenden bezeichnet. Bezeichnen Striche Ab-
leitungen nach #z, so gelten — nach Einfithrung eines Zentral-
normalenvektors n —im Dreibein {e,n,b} die Ableitungsglei-
chungen (vgl. [18, S. 207])

’c’: ®xn
(3) u’ = —xe + 7 0.
lb': 0

Hierbei bildet die Kriimmung % und die Windung 7 von @ zu-
sammen mit der Striktion ¢ ein vollstindiges Invarianiensystem
der Regelfliche. Die Invariante 01 : = —:— heiflt Drall der Regel-
fliche @1 C /&,

1.2 Definition der E-Flichen. Kennzeichnung mittels Invarianten.

Um zu einer Definition der Z-Flichen zu gelangen, wird der
Begriff |, Drehhyperboloid (Drehregelfliche)’ im einfach iso-
tropen Raum benétigt. Als zweckmiBig erweist sich die

Definition 1: Eine Quadrik ¥, des /§ heilt einschaliges Dreh-
hyperboloid, wenn sie durch eine isotrope Bewegung (1) auf die
Normalform 22 + y%?— Az? = B mit 4,8 & R transformiert

3 Alle 1. f. auftretenden metrischen Groflen sind im Sinne der einfach iso-
tropen Geometrie zu verstehen, auch wenn der Zusatz ,,einfach isotrop‘ kiinftig
oft weggelassen wird.



62 Hans Sachs

werden kann. Die vollisotrope Gerade & durch den Mittelpunkt 4/
der Quadrik ¥, heifit Achse des Drehhyperboloids.

In der Normalform x2? 4+ y2— 422 = B berithrt der Fern-
kegelschnitt von ¥, die absoluten Geraden 7;, in den Fern-
punkten (0 : 47 :1 :0) der Horizontalstellung z = o. Da (1)
eine Berlihrungstransformation ist, ist die Fernkurve eines Dreh-
hyperboloids somit cin Kegelschnitt, der jede der beiden abso-
luten Geraden in je einem von U verschiedenen Punkt beriihrt,
also ein isotroper Fernkreis (vgl. [14, S. 11]). Dies motiviert obige
Definition einer Drehfliche. Fir diese Drehregelflichen gilt der

Hilfssatz: Die isotropen Zentralnormalen dev Evzeugenden eines
Drehhyperboloids W, C J laufen alle durch den Mittelpunkt
von ¥,

Der Beweisist leichtanHand der Normalform x% 4 y2 — 422 = B
zu fihren, die sich mit 4 = :(—Z—)Z,B = : ¢?%in der Gestalt

(4) 1(¢,v) = (acos ¢, asin ¢,0) + v(asin t, — a cos ¢,¢)
parametrisieren 1df3t.
Nach diesen Vorbereitungen geben wir die

Definition 2: Eine C%-Regelfliche @1 C J{V heilt cine Zdlinger-
Fléche, wenn ihre simtlichen Schmiegquadriken Drehhyper-
boloide ¥, gemil Definition 1 sind.

Diese Definition impliziert, daBl Z-Flichen des /5 keine konoi-
dalen Regelflichen sind, da fiir solche sidmtliche Schmieg-
quadriken hyperbolische Paraboloide sind (vgl. [9, S. 35]). Fiir
eine £-Fliche im /{ gilt somit stets 7 == o (vgl. [19, S. 208)).
Wir beweisen als erstes eine Kennzeichnung der Z-Flichen iiber
ihre natiirlichen Invarianten.

Satz 1: Fine C2-Regelfliche D1 C J{V ist genau dann eine
E-Fliche, wenn sie konstant gedrallt ist und fiir ihve natiirlichen
Invarianten gilt.

(s) 0% 4+ T =o0.
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Beweis:

Da die Schmiegquadrik X' einer Regelfliche @1 lings einer
Erzeugenden ¢ & @i diese lings ¢ beriihrt, besitzen 2" und @y
lings e dieselbe Beriihrkorrelation und somit dieselbe isotrope
Zentralnormale 7. Nach dem Hilfssatz liuft die Zentralnormale 7
der Erzeugenden ¢ & @1 durch den Mittelpunkt A7 der Schmieg-
quadrik & von @p lidngs ¢. In einem lokalen Koordinatensystem
{x,,2}, dessen Ursprung der Striktionspunkt von e ist, und
dessen Achsen der Reihe nach die Richtungsvektoren {e, n, b}
besitzen, lautet die Gleichung der Lie-#, X' (vgl. [13, S. 164]).

(6) 22 418,y + Syz—20x 2 + 200,y = 0,

woraus man als Koordinaten des Mittelpunktes von X" berechnet

M (—i —%, o). Wegen M & # folgt somit als erste Bedingung

27’
=0, d.h. § = konst. Wird 6; = o in (6) eingesetzt und
beachtet, daf3 die Fernkurve von (6) die beiden absoluten Gera-
den x5 = x} + a3 = 0 berithren muB, so flieBt daraus die Be-
dingung 62 -+ 701 = 0, die wegen o == 0 mit (5) gleichwertig ist.
Umgekehrt ist jede C2-Regelfliche mit §; = o und 6% + 7 =0
eine Z-Fliche gemill Definition 2. W. Z.Z. W.

Dieser Satz ist ein direktes Analogon zu [g, S. 36].

Die von den Zentralnormalen 7 einer Regelfliche @1 C /P
gebildete Regelfliche hei3t Zentralnormalenfliche ®™. Man rech-
net sofort nach, daB @ genau dann eine Torse ist, wenn (3) gilt.
Damit kann Satz 1 auch geometrisch formuliert werden.

Satz 2: Eine C®-Regelfliche @1 C [P ist genmau dann eine
E-Fliche, wenn sie konstant gedrallt ist und ihve Zentralnorma-
lenfliche eine Torse ist.

Die zweite Bedingung dieses Satzes tritt an die Stelle der im
euklidischen Raum giiltigen Aussage, wonach die Striktionslinie
einer Z-Fliche eine Kriimmungslinie ist (vgl. [9, S. 36]). Ein
direktes Analogon zu dieser euklidischen Kennzeichnung
existiert im isotropen Raum nicht, da in den Punkten der Strik-
tionslinie von @7 die Tangentialebenen von @1 isotrop sind, und
somit @1 in den Punkten der Striktionslinie nicht regulir ist
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(vgl. [16, S. 391]). Der Krimmungslinienbegriff im /5"

reguldre Flichenpunkte voraus.

setzt aber

1.3 Die isotropen Kriimmungslinien der E-Flichen

Wir untersuchen als nichstes die zsotropen Kriimmungslinien
(vgl. [16, S.g01]) der E-Flichen. Um die Kriimmungslinien
einer Regelfliche @1 C /¥ zu bestimmen, bendtigen wir die
Koeffizienten £, 7, G bzw. L, M,V der ersten bzw. zweiten Fun-
damentalform der isotropen Flichentheorie. Aus (2) findet man
mittels (3)

(7) E=1 4+ F=1, G=1

= (0r—vd—0%7), M=—, N=o0
und gewinnt daraus {iber die Differentialgleichung
(EM—FL)ydw* +(EN —GL)dudv + (FN — GM)dv* = o

der isotropen Kriimmungslinien (vgl. {16, S. 401]) einer Fliche
im /¥ speziell fiir Regelflichen @1 C 7§V

8) [¢Px(2c+ 7) + v=di] + (v*7T + v — dp)xv' — av'2 = 0,

wobei v’ ; = gesetzt wurde. Ist speziell @1 eine E-Fliche,
g p

dv
du
so folgt wegen 61 = o und (5) aus (8)

) V' [#(v?1 — 01) —00'] = O,

d. h. die Kurven v = £ons¢. bilden eine Schar der Kriimmungs-
linien auf @1. Bezeichnet man diese Kurven in Analogie zu einer
Begriffsbildung des Verfassers fiir den euklidischen Raum (vgl.
[10)) als Kurven konstanten Striktionsabstandes, so hat man den

Satz 3: Auf einer E-Fliche O1 C /él) schneidet eine Schar der
isotropern Kriémmungslinien die Erzeugenden wvon Pi nach
kongruenten Punktreihen. Diese Schar isotroper Kriimmungs-
linien sind die Kurven koustanten Striktionsabstandes.

Dieser Satz ist ein isotropes Analogon zu (8, S. 346]. Eine Kur-
venschar auf einer Regelfliche, welche die Erzeugenden nach
kongruenten Punktreihen schneidet, ist eine spezielle Doppelver-
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hdltnisschar im Sinne von M. BARNER (vgl. [1]). Die Krimmungs-
linien einer Z-Fliche @i bilden somit eine Doppelverhiltnis-
schar auf @1. Hiervon gilt eine bemerkenswerte Umkehrung, die
fiir den euklidischen Raum gleichzeitig von H. VoGLER bewiesen

wurde (vgl. [19]).

Satz 4: Bildet auf einer C*-Regelfliche @1 C J{ eine Schar
von isotropen Kritmmungslinien eine Doppelverhiltnisschar,
dann ist P eine E-Fldche des _/él).

Bewels:

Nach {3, S. 32] ist eine Kurvenschar v = v(%,C) genau dann
eine Doppelverhdltnisschar, wenn sie einer Riccatischen Diffe-
rentialgleichung

(10) v =a(u)v'? + 6(u)v + c(u)

genligt. Wird (10) in (8) eingesetzt, so entsteht ein Polynom
4. Grades in v (2, (), das fiir alle Scharkurven verschwinden muB8.
Daraus folgt, daB in diesem Polynom alle Koeffizienten ver-
schwinden, was folgende Bedingungen liefert

(11,1-5) (1) a(v — d1a) =0
(2) adt + b(x —2ad)) = o
(3) %o +1(1 + )—d1a(1 +2¢) +6(61—601) =0
(4) 01(1 - ¢)—601(1 +2¢) =0
(5) ¢01(1 4+ ¢) = o.

Gilt in (11,1) @ = o, so folgt aus (11,2) wegen 10 : 6 = 0
und aus (11,3)

(12) %0 + 1(1 +¢) = o.

(11,4) wird zu 0t(1 + ¢) = 0. Wiire 1 + ¢ = 0, so wiirde damit
#o = o folgen, was fiir windschiefe Flichen unmoglich ist. Somit
gilt 01 = o und wegen 41 = o folgt aus (11,5) ¢ = o, womit (12)
in die Bedingung (5) {bergeht. Dieser Fall liefert somit die
Z-Flichen, fir die alle Gleichungen (11) erfuillt sind. Gilt in (11,1)
a = 0, so folgt T — dre = o und aus (11,2) entsteht adf = 4.
[st 1 4+ ¢ = o, so wird nach (11,4) 4 = 0, und damit é;f = o.

5 Minchen Ak, Sb, 1975
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Aus (11,3) folgt nunmehr %0 + 12 =0, d. h. 26 4 7 = ound
man gelangt wieder zu den Z-Flichen. Ist hingegen 1 + ¢ == o,
d. h. ¢ = 0, so wird aus (11,4) 6 — 661 = o, womit aus (11,3)
folgt: o 4+ 7 — 014 = x0o = o im Widerspruch dazu, daf} @1
windschief sein sollte. W. Z. Z. W.

Im Beweis zu Satz 4 treten die Z-Flichen zweimal als Lésungs-
flichen auf, je nachdem welche Schar der beiden Kritmmungs-
linienscharen als Doppelverhiltnisschar auf @1 betrachtet wird.
Wie aus (9) ersichtlich, bilden tatsdchlich beide Scharen von
Kriimmungslinien auf einer £-Fliche je eine Doppelverhiltnis-
schar. Der Satz 4 enthilt als Spezialfall den

Satz 5: Schneidet eine Schar von isotropen Kriimmungslinien
die Erzeugenden einer C*-Regelfliche Pt C J{ nach kongruenten
Punktreihen, dann ist @1 eine E-Fliche.

Das euklidische Analogon zu diesem Satz wurde von R. EpLIxN-
GER in [8, S. 346] ohne Rechnung bewiesen; einen analytischen
Bewels gab der Verfasser in [12, S. 242].

1.4 Kurven konstanter Relativkriimmung auf E-Flichen

Auf jedem C%Flichenstiick § C /§¥ mit nicht konstanter
Relativkriimmung & (vgl. [15]) existiert ein Kurvenstiick £, lings
dem K (u,v) einen vorgeschriebenen konstanten Wert X annimmt.
Durchlduft K eine Teilmenge der reellen Zahlen, so erhilt man
auf diese Weise eine einparametrige Kurvenschar auf §, deren
Exemplare wir kurz als K-Kurven (Kurven konstanter Relativ-
kriimmung) bezeichnen. Speziell fiir Regelflichen @1 C /&
folgt aus dem isotropen Analogon zur Formel von E. LAMARLE
(vgl. [18, S. 211])

(13) v(u,c) = y coO1(2e) mit ¢ = l/~ %

Bei vorgegebenem K = konst. wird iiber (13) und (2) das ent-
sprechende K-Kurvenstiick auf @7 festgelegt. Aus (13) folgt als
Differentialgleichung der K-Kurven einer Regelfliche @1 C /5
die Riccatische Differentialgleichung

O
(14) V=5 v
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Somit bilden die £-Kurven jeder Regelfiiche @1 C /i eine Dop-
pelverhiltnisschar. Der nichste Satz bringt cine Kennzeichnung
konstant gedrallter Regelflichen.

Satz 6: Eine C*Regelfliche Or C J§V ist genau dann konstant
gedrallt, wenn die K-Kurven die Erzeugenden dev Fliche nach
kongruenten Punktrethen schneiden.

Beweis:
Eine einparametrige Kurvenschar auf @y, die die Erzeugenden
nach kongruenten Punktreihen schneidet, kann ndmlich durch

(13) v=g(u) +c

beschrieben werden, wobei ¢(#) eine willklirliche Funktion und
¢ den Scharparameter bezeichnet. (5) liefert in (14) eingesetzt die
Bedingung 61¢ + (619 — 2¢’ 1) = o, die nur fir 61 =0, ¢’ =0
zu erfiillen ist. Die entsprechenden Regelflichen haben somit kon-
stanten Drall und die K-Kurven sind die Kurven konstanten
Striktionsabstandes v = Aonst. Die Umkehrung folgt unmittel-
bar aus (14). W. 2. Z. W,

Ein analoges Resultat fir den euklidischen Raum habe ich in
[12, S. 244] ausgesprochen. Mittels Satz 2 erhilt man eine wei-
tere Kennzeichnung der Z-Flichen.

Satz 7: Eine C%-Regelfliche Oy C J\V ist genaw dann cine
E-Fliche, wenn ihre Zentralnormalenfliche eine Torse ist und
die K-Kurven die Erzeugenden von Prnach kongruenien Punkt-
rethen schneiden.

Eine weitere Kennzeichnung der Z-Flichen liefert der

Satz 8: Stimmen auf einer C*-Regelfiiche © C J§P die K-Kur-
ven mit einer Schar der Kriimmungslinien der Fliche iiberein,
dann ist Dy eine E-Fliche und umgekehrt.

Beweis:

Stimmen nimlich die K-Kurven mit einer Schar von Krim-
mungslinien iiberein, dann bilden diese Kriimmungslinien auf
& eine Doppelverhiltnisschar nach (14) und gemif Satz 4 ist @1
eine E-Fliche. Umgekehrt sind auf einer Z-Fliche die Kurven

5*
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konstanten Striktionsabstandes gleichzeitig Krimmungslinien
und K-Kurven. W. Z. Z. W.

Auch hierzu existiert ein euklidisches Analogon (vgl. [1z,
S. 243]). Der folgende Satz beschiftigt sich mit den Kriimmungs-
tangenten einer Z-Fliche lings einer Erzeugenden.

Satz 9: Se: @1 C J§V eine E-Fliche, e eine Erzeugende auf dr
und {k,} jene Schar von Kriimmungslinien auf D1, die von den
Kurven koustanten Striktionsabstandes verschieden sind. Dann
treffen die Tangenten dev Kurven k, in den Punkten von e alle
die Achse der zu e gehdrigen Drelischmniegquadrik.

Beweis:
Fir eine Z-Fliche @r hat der Mittelpunkt A/ der Schmieg-
quadrik im lokalen Koordinatensystem {e, n, b} die Koordinaten

(16) M(o, —=, 0).

Andrerseits gewinnt man fiir die Tangente ¢ an die Krimmungs-
linie £, in einem Punkt P (7, 0,0) & e die Darstellung

=v 4+ A1 +7)
= Axv ,
e Ao

(17)

e R

wobel A einen auf ¢ laufenden Parameter bezeichnet und ¢’ der
Differentialgleichung

H T
(18) v =Tlv2—1

zu entnehmen ist, die man aus dem zweiten Faktor in (9) erhilt.

- .. .. v .

Nun ist in (17) # = o genau fur 4 = — T T g, Woraus
man mittels (17) y = — % folgert. Somit trifft z die vollisotrope
Gerade durch A7 W, Z. Z. W.

Zu diesem Satz existiert eine gewisse Umbkehrung, die somit
eine weitere Kennzeichnung der #-Flichen liefert,

Satz 10: Sei @ C J{ eine nicht konoidale Regelfiiche, M, der
Mittelpunkt, der zu einer veguldren nicht-torsalen Erzeugenden
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e & Drgehorigen Schmiegquadrik und {k,} eine Schar von Kriim-
mungslinien auf Dy Treffen alle Tangenten an die Kurven &,
in den Punkten der Frzeugenden ¢ & D1 je einen Strahl a(e)
durch M, dann ist Q1 eine E-Fliche. a(e) ist die Achse des ent-
sprechenden Drehschmieghyperboloids und die Kurven {k,} bilden
Jjene Schar von Kriimmungslinien auf D1, die von den Kurven
konstanten Striktionsabstandes verschieden sind.

Beweis:
Wir legen den zu einer Erzeugenden ¢ gehdrigen Strahl a(e)
durch einen Richtungsvektor

(19) a(u) = (‘H(“)x ay(u), ﬂs(“))

fest, dessen Koordinaten wir auf das begleitende Dreibein
{¢, n, b} der Erzeugenden ¢ beziehen; auch die folgenden Uber-
legungen werden alle in diesem lokalen Koordinatensystem durch-
gefiihrt. Zunichst erkennt man, daB stets a5 == o gilt, denn an-
dernfalls wurde a in der asymptotischen Ebene o von ¢ liegen
und diese wiirde alle Kriimmungstangenten lings ¢ enthalten.
Dann wire aber o« Tangentialebene von @r in allen Punkten von
e, was fiir eine regulire nicht-torsale Erzeugende unméglich ist.

Aus dem Beweis von Satz 1 entnimmt man die Koordinaten von
M, zu

o
(20> Mf(_zr’—%’ O))
woraus man mittels (19) als Pliickerkoordinaten g; ( =1, .. ., 6)

der Geraden a(e) errechnet

(21)  £1:82:83:84: 85185 =

=ay:dy Ay MaQy: — M Ay’ My dy — Mady.
Bestimmt man die Plickerkoordinaten # (j=1,...,6) der
durch einen Punkt P(v, 0, 0) & ¢ laufenden Tangente ¢ an die
Kriimmungslinie der Schar {4,} durch 2, so findet man

(22) hitygitgityitgitg=1+v 1vn:0:0: —v: v,

wobei v der Differentialgleichung (8) zu entnehmen ist. Sollen
alle Krimmungstangenten dieser Schar lings ¢ die Gerade a
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treffen, so ist fiir unendlich viele Werte v & R die Schnittbedin-
gung (¢, a) = o (vgl. [20, S. 103]) zu erfiillen, also

(23) 20a,9 = 2T7ay 0% + (xayd — 27a)v +
’
+ 2a,0% — dja,0 — 20a,.

Wird (23) in (8) eingesetzt, so entsteht nach lingerer Rechnung
und unter Verwendung der Abkiirzungen

(24) 01: = 4020, — 2x#28,6;
020 = 40%T + 40%x% 4+ 1267 — 2527 dp
F = 2a,0%— a,00; — cay
die Bedingungsgleichung
(25)  aS(x2120t 4 22270108 + 0,0° + 010 + 0F) = it HPut—
— ga,a;x 1208 + (47120 + 2 Fa;T0)v — 4 Fra,v + 2
23) reduziert sich auf ein Polynom 3. Grades in v und aus dem
5 y

Verschwinden sdmtlicher Koeffizienten dieses Polynoms folgert
man unter Beachtung von @3 == o die vier Bedingungen

(26: a_d> (a) 21133{21’(51 = — 4a,x 72
(b) a%@z=412a§ +2Fayxt
(C) a§01 = —4FTa2
(d) a;‘;o‘z — [

Zunichst lassen sich (26, a) und (26, b) gemeinsam umformen zu
(27, a-b) (@) a3% 0y = — 2a,7

(b) 2a3(t + o%) = 1(2a,6 — a,0))
und weiters folgt mittels (27, a) aus (26, ¢) die Schlisselgleichung
(28) ag0y(20 — #8) = O F.

Aus dieser Bedingung flieBt d; = o, d. h. & = konst. Andern-
falls wire ndmlich / = a3(20 — % 01) == a30 und damit wirde
aus (24) folgen 2a; = 22,0 — a,0;. Setzt man diesen Ausdruck
schlieBlich in (27, b) cin, so entsteht 2a,(7 + ox%) = 2 7a,, woraus
o» = o flieBen wiirde, was fiir windschiefe Regelflichen unmog-
lich ist. Demnach besitzt eine dem System (26, a-d) gentigende
Losungsfliche notwendig konstanten Drall &%, Fiir Flichen
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dieser Art erhilt man wegen 7 = 0 aus (24) bzw. (27,a) g, = 0
bzw. a, = 0 und hiermit reduziert sich (26, a—d) auf die beiden
Bedingungen

(29, a-b) (a) agp, = 2Ftx
(b) a3o® = F2

Aus (29, b) findet man mittels (24) die Gleichung
(30) a (a0 — a;) = 0,
wihrend sich (29, a) zu

(31) as(6x + 1) =a;70

umformen [ifBt. Wiirde aus (30) a; = a,0 folgen, so wire (31)
gleichwertig mit ox = o, was fur windschiefe Regelflichen un-
moglich ist. Demnach gilt ¢, = o und aus (31) ergibt sich
schlieBlich 6x + 7 = o, womit @1 gemill Satz 1 als Z-Fliche
nachgewiesen ist. W. Z. Z. W.

Ein euklidisches Analogon zu diesem Satz habe ich in [12,
S. 249] bewiesen.

1.5 Kennzeichnung der Drehregelflichen unter den E-Flichen

Nach Satz 2 ist eine £-Fliche @1 C /§ konstant gedrallt und
ihre Zentralnormalenfliche ist eine Torse I'. I'ist kein Zylinder,
sonst wiirde die Striktionslinie von @ — als Orthogonaltrajektorie
der Erzeugenden von I'— in einer isotropen Ebene liegen, was fir
eine Regelfliche vom Typ I unmdglich ist. Die Zentralnormalen
von Py bilden somit die Tangentenfliche einer gewundenen oder
ebenen Kurve (7yp A) oder einen Kegel, zu dem wir auch den
Fall eines Geradenbiischels hinzurechnen (7yp B). Im Fall A
sprechen wir von einer Z-Fliche mit tangentenflichiger Zentral-
normalentorse, im Fall B von einer Z-Fliche mit konischer Zen-
tralnormalentorse. Wir berechnen in jedem Fall die Gratpunkte
der Torse I

Man beweist leicht den folgenden
Hilfssatz: st im [V eine Torse, die kein Zylinder ist, durch

(32)  r(u,v)=9() +ve(w) mite=1, (9¢e) =o0
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gegeben, dann wird auf jeder Erzeugenden von (32) der Gratpunkt
durch den Parameterwert

_G®

&2

(33) v, =

Sestgelegt.

Wendet man (33) auf die Zentralnormalenfliche »(z, v) = () +
+ vn(u) einer E-Fliche an, so erhdlt man v, = % und daher aus

(20) unter Beachtung von 6] = 0, 6% -+ 7 = 0 den

Satz 11: Die Gratpunktmenge dev Zentralnormalentorse I' einer
E-Fliche &1 C jgl) stimmt tiberein mit der Menge der Mittel-
punkte der Lie-Fy von D1

Der nichste Satz liefert eine Kennzeichnung der einschaligen
Drehhyperboloide des /§V.

Satz 12: Die einzigen E-Flichen ®; C JO mit konischer
Zentralnormalentorse I' sind die einschaligen Drehhyperboloide
des JP.

Beweis:

Die Striktionslinie einer Z-Fliche dieser Art mul} eine Ortho-
gonaltrajektorie des Kegels I sein, dessen Spitze wir o. B. d. A.
als Koordinatenursprung wihlen. Die Orthogonaltrajektorien der
Erzeugenden von I'

(34) p(s) = Ae(s) mite® =1

erhilt man zu y(s) = ¢ye(s) mit ¢, = konst. == o. Die Erzeugen-
den von @j liegen dann in der von v = ¢ye und b = (0, o, 1) auf-
gespannten Ebene, so dal sich fiir @y notwendig der Ansatz

(35) 1(s, 0) = coe(s) + v[ege + @(s)b]

mit einer zundchst willkiirlichen Funktion ¢(s) ergibt. Fiir (33)
ist nun einerseits konstanter Drall zu fordern, andrerseits zu ver-
langen, daB3 alle Zentralnormalen durch den Ursprung laufen.
Unter Beniitzung der Drallformel
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_ (9, 6, &) a*
(36> O [a’ .a_]z

fiir eine Regelfliche ®@rmit der Darstellung » (¢, v) = 9(¢) + va(?)

(vgl. [11, S. 13]), wobei # einen allgemeinen Parameter bezeichnet
und a(#) nicht normiert ist, findet man fur (335) die Bedingung

und damit folgenden Ansatz der Losungsflichen
(37) £(s, ) = coe(s) -+ vfceé — 60 [6%2?] .

Wegen €% = 1 kann (37) in der Gestalt

X ==y COS S -—ViysSIns

(38) Y =cgsin s + veyCcoss
o= co £ (5) + v [co ' (5) — 5]
parametrisiert werden, wobel f(s): = ¢3(s) gesetzt wurde. Die

Leitkurve ist hierbei die Striktionslinie der Flidche, wie man leicht
bestidtigt. Die Forderung, daB die Zentralnormalen

y=9(s) + An(s)

der Regelflache (38) durch den Koordinatenursprung laufen, ist
gleichwertig mit der Differentialgleichung

(39) J+f=o

fiir die Funktion #(s). Alle Lésungen von (39) liefern {iber (38) die
Z-Flachen der gesuchten Art. Die allgemeine Lésung von (39)
lautet

J(s) = ¢ coss + cysins

mit Integrationskonstanten ¢;, ¢,. Damit folgt als Parameterdar-
stellung der Striktionslinie von (38)

X == (yCOS§
(40) Y= ¢y sins
z == ¢o(¢y COS § + ¢y 8in §).
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Diese Kurve liegt auf dem Drehzylinder 2% - y* = cg und in der
nichtisotropen Ebene ¢ :z = gx -+ ¢,¥ und ist somit ein Kress
(vgl. [14, S. 10]) mit dem Mittelpunkt 4/ im Koordinatenursprung.
Die Zentralnormalen von @r liegen somit in einem Blschel um
M in e. Durch eine isotrope Bewegung (1) kann man ¢ in die
Ebene 7 = o transformicren; die allgemeinste Losungsfliche @
entsteht dann durch eine isotrope Bewegung aus jener speziellen
Losungsfliche, die zur trivialen Losung f = o (¢ = ¢y = 0)
von (39) gehort. Hiermit folgt aus (38)

3
o o [ 9 2

e e I A Y
I

d. h. die Gleichung eines isotropen einschaligen Drehhyperboloids
¥, nach Definition 1. W, Z. Z. W,

Bemerkung: Nach Satz 12 gibt es keine Z-Fliche @1 C /3",
deren Zentralnormalentorse I" ein Kegel ist, der nicht zu einem
Buschel ausgeartet ist. Es gibt allerdings sogar algebraische
Regelflichen @1 C /3, deren Zentralnormalen einem Kegel I’
angehdren, die jedoch keine Z-Flichen sind. Ein Beispiel ist dic
Regelfliche 6. Ordnung

X =coss—usins

(41) y =sins +vcoss
1 v .

= cos 2§ + ~ sin 29,
deren Zentralnormalen auf ecinem Kegel 4. Ordnung mit der
Gleichung 9z%(x? + »®) = (x* — 3%)? liegen. Thre Striktionslinie
ist eine Raumkurve 4. Ordnung, 1. Art.

1.6 E-Flichen mit ebener Striktionslinie

Als letztes Resultat Giber Z-Fldchen im einfach isotropen Raum
beweisen wir eine Kennzeichnung der /Z-Flichen mit ebener
Striktionsiinie.

Satz 13: Eine E-Fliche Oy C J{ besitzt genawn dann eine ebene
Striktionslinie, wenn sie ein isotvopes eitnschaliges Drehhyper-
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boloid ist odev wenn die Gratiinie m der Zentralnormalentorse
eitne Bischungslinie ist.

Bewelis:

Nach Satz 12 sind die einschaligen Drehhyperboloide die ein-
zigen £-Flichen mit konischer Zentralnormentorse und sie be-
sitzen eine ebene Striktionslinie. Es gentgt daher i.f. jene
E-Fliachen zu diskutieren, deren Zentralnormalentorse I' eine
Gratlinie 7 besitzt. Hierbei gilt stets %’ == 0, ¢’ 5= 0, denn eine
E-Fliche, fur die #' = 0 oder ¢ = o gilt, besitzt konstante
Fundamentalinvarianten %, T und o, und eine solche ist ein ein-
schaliges Drehhyperboloid, wie man leicht aus den Formeln

= AT
(42) %=z, rzaz-&—r—r(—;)

fiir die Kriimmung % und die Windung T der Striktionslinie einer
Regelfliche @y (vgl. [18, S. 207]) folgert. Die Kurve 2 der Mitten
der Lie-F, einer Z-Fldche hat nach Satz 11 die Darstellung

n(z),

; i ¥ i *
woraus man als Kriimmung »* bzw. Windung 7* (vgl. [13, S. 16})
von 7z errechnet

1
x(2)

(43) m(z) = 8(u) +

(49 w=—1 =

Als konische Kriimmung von m erhilt man

_ T __ G _ _ s0*
(4) SRR -y O

Ist die Striktionslinie einer Z-Fliche eine ebene Kurve, so folgt

aus (42):% = ! ¢y = konst. Beachtet man die Beziehung

. ’ 4 . .
o'x = #'c,die aus §; = (%) = o fliefit, so folgt damit

U/ (0) %I
S
= 0 L 1

)

d. h. 77 = konst. Somit gilt nach (45) £* = konst. und m ist eine

Béschungslinie (vgl. [14, S. 25f.]). Die Umkehrung sieht man
analog. W. Z. Z. W.
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2. Abschnitt: Z-Flichen des zweifach isotropen Raumes
2.0 Regelflichen im zweifach isotropen Raum

Zeichnet man in der Fernebene w: x4 = o eine Gerade
f(xy= x; = 0) als absolute Gerade und auf ihr den Punkt
F(0:0:0:1) als absoluten Punkt aus, dann gestattet das Abso-
lutgebilde {w, f, #} eine neungliedrige Gruppe projektiver Auto-
morphien (vgl. [5, S. 119]), die als Normalteiler eine sechsgliedrige
Untergruppe G2 der Bauart

X =140 +x
(46) F=1¢ +ox+y
Z2=1c¢4 ‘g gy 2

enthilt. Die zur Transformationsgruppe (46) gehérige Geometrie
bezeichnet man als zweifack isotrope Geometrie, und ein affiner
Raum A3, in dem eine Metrik iiber die Gruppe G der zweifach
isotropen Bewegungen eingefithrt wird, heifit ein zweifach iso-
troper Raum /{¥. Die Geometrie dieses Raumes wurde von
H. BrauNERin [5]-[7] studiert; insbesondere wurde in [6, S. 145f]
die Theorie der Regelflichen entwickelt. Demnach unterscheidet
man 4 Typen windschiefer Regelflichen, die mit @, — @,
bezeichnet werden. Regelflichen vom 7yp A stellen hierbei den
allgemeinen Typ dar und werden den folgenden Betrachtungen
stets zugrunde gelegt. Sie gestatten die Normaldarstellung (vgl.
[6, S. 1461)

(47) 1(u, v) = [[e(u) + o(2)b] du + ve(w),

wobei der Parameter #« die zweifach isotrope Bogenlinge? auf der
Striktionslinie 8(2) = [[e(2) + o(2)b] du, e(x) = (1, ¢y, &5) den
normierten Richtungsvektor der Erzeugenden, o(z) die Striktion
zund b = (0, 0, 1) den vollisotropen Zentraltangentenvektor be-
eichnet. Bezeichnen Striche Ableitungen nach #, so gelten nach
Einfihrung des normierten Zentralnormalenvektors n = (o, 1, i—Z)

die Ableitungsgleichungen

4 Alle i. f. auftretenden metrischen Groflen sind im Sinne der zweifach iso-
tropen Geometrie zu verstehen. Ihre Theorie kann in [5]-{7] nachgelesen
werden.
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(48) {¢ =un, 0’ =16, b =o}.

Die hierbei auftretenden Differentialinvarianten » bzw. v heillen
Kriimmung bzw. Windung der Regelfliche @, und bilden zusam-

men mit ¢ ein wvollstindiges Invariantensystem von @, Die

s : g . : 0
daraus abgeleitete Invariante Om: = — wird als zweifach iso-

troper Drall bezeichnet (vgl. [6, S. 148]).

2.2 Definition der E-Flichen. Kennzeichnung mittels Invarianten

Um E£-Flichen im /& zu definieren, benétigt man den Begriff
einer Drehregelfliche 2. Ordnung, d. h. einer Fliche 2. Ordnung,
die eine Schar reeller Geraden trigt und durch isotrope Drehung
einer Geraden erzeugt werden kann. Alle Typen von Drehungen
im zweifach isotropen Raum wurden in [35, S. 128f] bestimmt. Es
zeigt sich, daf3 bei unserer Fragestellung nur die nicht isotropen
Drehungen geeignet sind, eine brauchbare Definition einer Dreh-
regelfliche abzugeben. Bei einer Drehung dieses Typs bleibt ein
Parallelbtischel von nichtisotropen Ebenen elementweise fest.
Bezeichnet /2 die Ebenenfixgerade dieser Drehung, dann zeigt
sich: Jede nichtisotrope Gerade, die % nicht trifft, iberstreicht bei
dieser Drehung einen Regulus auf einem hyperbolischen Para-
boloid ¥, wobei ¥, die Fernebene w im Schnittpunkt S von /%
mit der absoluten Geraden f berlihrt; hierbei gilt .S == Z.

Definition 3: Unter einer nichtisotropen Drehregelfiiche ¥, des
J$¥versteht man ein hyperbolisches Paraboloid, welches die Fern-
ebene in einem Punkt S & f mit S == & berihrt.

Die Fernkurve eciner Drehregelfliche ist zwar kein isotroper
Fernkreis (vgl. [5, S.124]), doch bestehen gewisse Analogien
zum einschaligen Drehhyperboloid des euklidischen Raumes bzw.
zum isotropen Drehhyperboloid gemil3 Definition 1.

Hilfssatz: Jede nichtisotrope Drehregelfliche W, lGft sick durch
sweifach isotrope Bewegungen auf die Novmalform

(49) 22— Axz + By =0 mitd ==o, +o0

transformieren. W, ist eine Regelfldche vom Typ A mit einem iso-
tropen Kreis als Striktionslinte.
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Beweis:

Man kann durch eine Bewegung (46) erreichen, daf3 der Punkt
S == F die Koordinaten S (0:0:1:0) erhidlt und dalB die durch
S laufenden Fernerzeugenden von ¥, durch die Gleichungen
e;: {xg = x5 =0} bzw. ¢,: {xry = x5 — ax; = o} beschrieben
werden. Alle Flichen 2. Ordnung, die ¢; und ¢, enthalten, ergeben
sich dann in der Gestalt

Qg + anx + agy + agz + 22 —axz = o,

wobei im Falle einer nichtsinguldren Fliche 2. Ordnung stets
age =F 0 gilt. Damit 14Bt sich die Flichengleichung nach An-
wendung einer weiteren Bewegung (46) auch in der Gestalt
AgV + @i + 32— axi = o schreiben; eine nachfolgende
Translation in der x- und y-Richtung erzwingt schlielich die
Normalform (49). Diese Gleichung kann in der Form

x=%+v
50 =
(50) y=-5 v
g = u

parametrisiert werden. Die Leitkurve dieser Regelfliche ist
hierbei die Striktionslinie; diese liegt in der nichtisotropen Ebene

A2

2z — Ax = o und besitzt den GrundriB y = B 2% womit sie als
isotroper Kreis in einer nichtisotropen Ebene nachgewiesen
ist (vgl. [5, S. 124]). W. Z. Z. W,

Definition 4: Eine C?-Regelfliche @, C /{” heiBt eine Ed/inger-
Fliche, wenn ihre simtlichen Schmiegquadriken nichtisotrope
Drehregelflichen ¥, gemif Definition 3 sind.

Einfache Beispiele solcher Z-Flichen des /{ sind die Dreh-
regelflichen ¥, selbst.

Da die Schmiegquadriken der Z-Flichen @, durchwegs Para-
boloide sind, gilt fir diese Flichen notwendig 7 = o. Genauer
gilt der

Satz 14: Eine C®-Regelfliche P, C J ist genaw dann ecine
E-Fliche, wenn fiir ihve natiirlichen Invarianten gilt
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(51) T =0, 0= konst.

Beweis:

Zur analytischen Beschreibung der Schmiegquadrik einer
Regelfiiche @, C /& lings einer Erzeugenden ¢ beniitzen wir
ein lokales Koordinatensystem {x, ¥, 2} mit dem Koordinatenur-
sprung im Striktionspunkt, wobei die Achsen der Reihe nach die
Richtungen der Vektoren {e, n, b} des begleitenden Dreibeins von
¢ besitzen. In diesem System berechnet man als Gleichung der
Schmiegquadrik 2 (vgl. [13, S. 160])

(52) duyz +22—20x 2+ 200y =o.

2 schneidet die Fernebene x, = o0 nach den beiden Fernerzeu-
genden x; = x; =0 und x, = Sz, + x5 — 20x; = o0, die
sich im Punkt S(o : éi1 : 20 : 0) schneiden. S liegt genau dann
auf der absoluten Geraden, wenn i1 = 0, d. h. 6 = Aonst. gilt.

W. Z. Z. W.

2.2 Die zweifach isotropen Kritmmungslinien der E-Flichen

In der Flichentheorie des zweifach isotropen Raumes existiert
ein brauchbarer, jedoch von der euklidischen Theorie ziemlich
abweichender Begriff der Krimmungsiinien (vgl.[7, S. 40]).
Nach H. BrRauNer wird die zu den isotropen Flichenkurven
x = konst. konjugierte Kurvenschar als Kriimmungslinienschar
eines C2-Flichenstiickes § C /{? bezeichnet. Diese Kriimmungs-
linien kénnen geometrisch gedeutet werden als Zylinderschatten-
grenzen auf §, wenn der Lichtpunkt auf der absoluten Geraden f
varilert. Durch jeden reguldren Punkt von § liuft eine einzige
Kriimmungslinie. Speziell fiir Regelflichen @, C /57 erhilt man
als Differentialgleichung der Kriimmungslinien durch Anwen-
dung der in [7, S. 40] angegebenen Formeln auf (47)

’ A - v 61
(53) v = 5— (v27 + v o).

Fir Z-Flachen folgt daraus wegen (51) : v = Aonst. und damit
der

Satz 15: Auf ciner E-Fliche @, C J§P schneiden die zweifach
isotropen Kriimmungslinien die Erzeugenden von @, nach kon-
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gruenten Punktreihen. Die zweifack isotropen Kriimmungslinien
sind die Kurven konstanten Striktionsabstandes.

Wie aus (53) ersichtlich, bilden auf jeder Regelfliche @, die
Krimmungslinien eine Doppelverhiltnisschar. Eine analoge
Kennzeichnung der Z-Flichen des /&, wie sie in Satz 4 fiir Z-
Flichen des /{ gegeben wird, existiert also nicht. Es gilt jedoch
der

Satz 16: Schneiden die Kriimmungslinien einer C*-Regelfliche
b, C JP die Erseugenden von P, nach kongruenten Punktrei-
hen, dann sind diese Kurven die Kurven konstanien Striktions-
abstandes und D, ist eine E-Fliche.

Beweis:

Eine Kurvenschar, die die Erzeugenden von @, nach kon-
gruenten Punktreihen schneidet, 14t sich in der Gestalt v =
@ (%) -+ ¢ schreiben, wobel ¢(x) eine willkiirliche Funktion und ¢
den Scharparameter bezeichnet. Durch Einsetzen in (53) entsteht

(34) et +c(2@r + o) + ¢t —dug’ + @ox =o.

Da (34) fiir unendlich viele Werte von ¢ gilt, miissen in diesem
Polynom 2. Grades in ¢ alle Koeffizienten verschwinden, woraus
mant = 0, g = ound ¢’ = o0 folgert. W. Z. Z.W.

2.3 Kurven konstanter Relativkriimmung auf E-Flichen

Auf jedem C*Flichenstiick existiert nach H. BRAUNER ein
Analogon zur Gauf’schen Kriimmung, die sogenannte Relativ-
krimmung X (vgl. [6, S. 149]). Damit kann wie in 1.4. der Be-
griff der Kurven konstanter Relativkriimmmung (K-Kurven) auch
im J eingefiihrt werden. Nach dem zweifach isotropen Analo-
gon zur Formel von E. LaMARLE (vgl. [6, S. 150]) werden diesc
Kurven auf einer Regelfiiche @, C /) durch

(55) v(u, ¢) = Ve du(x) mit ¢ = l/— 7}

festgelegt. Hiermit kann der Satz 6 samt Beweis wortlich fiir
Regelflichen @, C /{ iibernommen werden. Auch zu Satz 8
kann ein zweifach isotropes Analogon ausgesprochen werden,
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welches allerdings von dem entsprechenden Resultat im /{V
abweicht.

Satz 17: Eine C%Regelfliche @, C J ist genau dann eine
E-Fliche, wenn die K-Kurven von @, die Evzeugenden von D,
nack kongruenten Punktreihen schneiden und die Zentralnor-
malenfliche von D, einem Zylinder bzw. einem Parallelbiischel
aus isotropen, aber nicht vollisotropen Geraden angehirt.

Beweis:
Nach dem Analogon zu Satz 8 kennzeichnet die erste Bedin-
gung konstant gedrallte Regelflichen @, C /. Aus der Glei-

chung 7 = (Z‘/f)' fiir Regelflichen @, C /9 (vgl. [6, S. 146])
folgt, dal3 konoidale Regelfiichen (v = 0) durch —Zf— = konst. ge-

kennzeichnet sind, womit aus der Bauart des Zentralnormalen-

vektors n = (o, 1, —Z‘E—) die Behauptung folgt. W. Z. Z. W.

Satz 18: Stimmen auf einer C*-Regelfliche @, C JP die K-
Kurven mit den zweifach isotropen Kriimmungslinien iiberein,
dann ist O, eine E-Fldche.

Beweis:

Stimmen ndmlich die K-Kurven mit den Krimmungslinien
iiberein, so muB (53) fiir unendlich viele Werte des Parameters ¢
die Differentialgleichung (53) erfullen; dies liefert die Schliissel-

gleichung 472dme¢ — 0t = o, aus der T = o und 6 = o
folgt. Nach (51) ist @, somit eine E-Fliche. W. Z. 2. W.

2.4 Die Kriilmmungstangentenflichen der E-Flichen

Eine weitere Kennzeichnung der E-Flichen @, C /¢ erhilt
man, wenn man die von den Kriimmungstangenten in den Punk-
ten einer Erzeugenden ¢ & @, gebildete Regelfliche ¥ betrach-
tet, die wir als Kriimmungstangentenfliche bezeichnen wollen.
Man findet als Gleichung der Kriimmungstangentenfliche einer
beliebigen Regelfliche @, C J/{ im lokalen Koordinatensystem
{x, v, 2} lings einer Erzeugenden unter Beachtung von (53)

(56) 22"{‘1’511)/2-}-5,113/2’——‘-0'Xz—{—o'ény:o,

6 Minchen Ak. Sb, 1975
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Diese Fldche ist i. a. ein einschaliges Hyperboloid. Genauer gilt
der

Hilfssatz: Die Kriimmungstangentenfliche ¥ lings einer regu-
liren, nicht-torsalen Evzeugenden e einer C*-Regelfliche D, C J'P
ist genan dann ein hyperbolisches Paraboloid, wenn @, konoidal
(Tt = o) ust.

Beweis:

Es geniigt zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die
Fernkurve

(57) X2+ T At ; dnxexy — 0x, %5 = O

von ¥ aus einem Geradenpaar besteht. Kennzeichnend hierfiir ist,

daB3 die Koeffizientenmatrix von (57) den Rang 2 hat. Hieraus

folgt die Bedingung o¢27dy = o, die fiir windschiefe Regel-

flichen nur durch 7 = o zu erfiillen ist. W. Z. Z. W.
Jetzt beweist man leicht den

Satz 19: Eine C®-Regelfliche D, C JQ ist genau dann eine
E-Fliche, wenn ihre Kriimmungstangentenflichen Drehregel-
Jldchen sind.

Beweis:

Besitzt die Regelfliche @, C /& hyperbolische Paraboloide
als Kriitmmungstangentenflichen, so folgt nach dem Hilfssatz
T = 0. Nach (57) zerfillt dann die Fernkurve jeder Krimmungs-
tangentenfliche ¥ in die beiden Geraden {x; = x3; = 0} und
{xg = x5 + 6 ¥y — 0x; = 0}, die sich im Punkt S(o : &j; :
o :0) schneiden. S liegt daher genau dann auf der absoluten
Geraden, d. h. ¥ ist Drehregelfliche, wenn 11 = £onst. gilt. Die
Umkehrung ist trivial, W. Z.Z. W.

2.5 Kennzeichnung der Drehregelflichen unter den E-Flichen

Nach Satz 17 bilden die Zentralnormalen einer Z-Fliche
@, C J einen Zylinder oder ein Parallelbiischel aus isotropen
Geraden. Man bestitigt leicht mittels (50), daB der zweite Fall fiir
Drehregelflichen vorliegt. Es gilt sogar folgende Kennzeichnung
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der nicht-isotropen Drehregelflichen @, C /§?, die ein Analogon
zu Satz 12 darstellt

Satz 20: Die einzigen E-Flichen @, C [P, deren Zentralnor-
malen einem Parallelbiischelaus isotropen Geradenangehiren,sind
die nichtisotropen Drehregelflichen W,.

Beweis:

E-Flichen @, C /¥ sind konoidale Regelfiiichen, besitzen also
eine Richtebene 7 - 7 ist weder isotrop noch vollisotrop, da die
betrachtete Regelfliche sonst nicht vom Typ A wire (vgl. [6,
S. 145]). Man kann daher durch eine Bewegung (46) erreichen,
daB 9 zur Koordinatenebene z = o wird. Das Parallelblischel der
isotropen Zentralnormalen kann in der Gestalt

xr=s
(58) y =2 mit ay = konst., by = konst.
& ==ays + A&,

angesetzt werden, da die Trigerebene des Blischels keine voll-
isotrope Ebene ist; hierbei bezeichnet 4 einen auf den Strahlen des
Biischels laufenden Parameter und der Vektor (o, 1, 4,) gibt die
Richtung der Biischelgeraden an. Wir legen durch 1 = A(s) in (58)
eine Trajektorie £ des Biischels fest und bestimmen zunichst alle
Regelflichen @, mit 4 als Striktionslinie und z = o als Richt-
ebene. Man gewinnt flir sie die Darstellung

x =y -+ v
(59) y = 4(s) +od

z=ays + A(s)éb,
Die Zentralnormalen der Regelflichen (59) haben den Richtungs-
vektor n = (0, 1, 0), woraus mit (58) notwendig 4, = o folgt.
Berechnet man den Drall o1 der Regelflichen (59) gemiB der
Drallformel (vgl. [6, S. 148])

(60) oy =0%8d

(aydy — aya, )%’
fur Regelflichen @, mit der Darstellung 1(#, v) = v(¢) + va(z),
so findet man d;; = —;a% Aus der Forderung du = Aonst. fiir eine

E-Fliche folgt hieraus durch Integration

6*
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(61) Als) = 2(;—‘(’0) $2 4 ¢y + ¢y mitaygFo

und Intergrationskonstanten ¢y, ¢, Der Fall ' = o kann unbe-
riicksichtigt bleiben, da er auf keine windschiefen Flichen fiihrt.
Als Striktionslinie der Losungsflichen erhilt manaus (59)und (61)
einen zweifach isotropen Kreis £ in der Ebene & — gyx = 0 mit

dem Grundri3 » =;%0—,x2 + ¢1x - ¢5. Man kann daher durch
et < |

eine Schiebung stets ¢; = ¢, = 0 erzwingen. Damit gewinnt
man als Normalform der Ldsungsflichen des Problems die Glei-
chung 22 — 24y % 2z + 24,8 ¥ = o, also nach (49) nicht-
isotrope Drehregelflichen ¥, C /iP. W. Z.Z. W,

2.6 Explizite Darstellung der E-Flichen des Jf,f)

Wir geben abschlieBend noch eine explizite Darstellung der
E-Flichen @, C /& an, wobei wir o. B. d. A. die Ebene z = o
als Richtebene wihlen. Konoidale Regelflichen @, dieser Art
lassen sich in der Form

x = p(w)sinw + p(w) cos w -+ v cosw
(62) y=—pw) cosw + p(w)sinw + vsinw
z = /()

mit p(w) == o darstellen, wobei p(w) die Stiitzfunktion des
Grundrisses der Striktionslinie bedeutet und %(w) den Abstand
der betrachteten Erzeugenden von der Ebene z = o angibt. Aus
(62) folgt mittels (60) 0 = % cos® w und damit folgende Dar-
stellung der Z-Flichen des /5%

lx:p(w) sinw + p(w) cos w 4 v cos w
y = — p(w)cos w+ p(w)sinw + vsinw mit p(w)=o.
z2=09 tgw

(63)

Sie hingen von einer willktrlichen Funktion ab. Man findet aus
(63) die Darstellung

(64) f@) =xz— oy

mit einer willkiirlichen Funktion f(z) 5= o. Hieraus folgt, daf} es
sich nach W. BLASCHKE um spezielle uneigentliche windschiefe
Affinsphiren handelt (vgl. [2, S. 221]).
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Satz 21: Die E-Flichen @, C J& sind spezielle uneigentliche
windschiefe Affinsphiren mit der Normalform (64) gegeniiber der

Gruppe (46).
2.7 Die E-Fliachen des Jéz) mit ebener Striktionslinie

Die einfache Normalform (64) der E-Flichen @, C J ge-
stattet es, verschiedene Probleme iiber diese Flichen, insbeson-
dere iiber ihre Striktionslinie zu behandeln. Wir bestimmen i. f.
alle E-Flichen mit ebener Striktionslinie. Die Striktionslinie die-
ser Flichen kann in der Form

/@
(65) HO) = | 5w /() — /@)
b4

dargestellt werden; sie ist genau dann eine ebene Kurve, wenn
(,9, 9) = o gilt, was auf die Differentialgleichung 4. Ordnung

(66) fOf—2ft=0
fiihrt. Die allgemeine Losung von (66) lautet
(67,a) f) = Kyt? + Kyt + K, bzw.

67,b) f(t) =F 2 n(Crt + C) —1] + Cat + G

mit Integrationskonstanten K, K, K, bzw. (,, Cy, Cy, Cs.
(67,a) fihrt auf nichtisotrope Drehregelflichen (49), wihrend
(67,b) auf transzendente Flichen mit der Normalform

(68) 2nCiz + Ci(xz + 69y) =0

fihrt. Somit gilt der

Satz 22: Die nichtisotropen Drehregelfiichen Wy C J$2 sind die
einzigen algebraischen E-Fldchen mit einer ebenen Striktionslinie.
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