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Edlinger-Flächen in isotropen Räumen 

Von Hans Sachs, München 

Herrn Prof. Dr. J. Lense zum 85. Geburtstag gewidmet 

Einleitung 

Eine Regelfläche des dreidimensionalen euklidischen Raumes 

heißt eine Edlinger-Fläche (Zi-Fläche), wenn ihre sämtlichen 

Schmiegquadriken Drehhyperboloide sind. Diese Flächen wur- 

den von R. EDLINGER entdeckt (vgl. [8], [9, S. 36]), und sind 

wiederholt Gegenstand bemerkenswerter Untersuchungen gewe- 

sen (vgl. z. B. [12], [19]). Da diese Flächen zu den konstant ge- 

drallten Regelflächen gehören, verdient ihre Untersuchung auch 

von diesem Standpunkt aus gewisses Interesse (vgl. [4, S. 69f]). 

In der folgenden Untersuchung wird der Begriff der Zf-Fläche 

in den einfach bzw. zweifach isotropen Raum bzw. Jf]
 über- 

tragen und versucht, eine zur euklidischen Theorie analoge 

Theorie anzugeben.1 Es zeigt sich, daß im einfach isotropen Raum 

viele Resultate gleich oder ähnlich lauten, während im zweifach 

isotropen Raum die Ergebnisse teilweise entschieden von der 

euklidischen Theorie abweichen. Die hier behandelten Kenn- 

zeichnungen der Zt-Flächen beziehen sich auf Eigenschaften ihrer 

natürlichen isotropen Invarianten (Krümmung, Windung und 

Striktion bzw. Drall), auf das Verhalten ihrer Zentralnormalen- 

fläche, ihrer isotropen Krümmungslinien, ihrer Kurven konstan- 

ter Relativkrümmung und ihrer Krümmungstangentenflächen. 

Unter den if-Flächen werden die Drehregelflächen und die Regel- 

flächen mit ebener Striktionslinie geometrisch gekennzeichnet. 

Die ^-Flächen des zweifach isotropen Raumes werden explizit 

angegeben. 

Die Differentialgeometrie des einfach isotropen Raumes, wie sie 

i. f. benötigt wird, findet sich in [14] — [16] dargestellt; bezüglich 

1 Die Theorie der isotropen Mannigfaltigkeiten wurde von J. LENSE aus- 
führlich studiert (vgl. das Literaturverzeichnis in [17]). 

München Ak. Sb. 1975 
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eines ausführlichen Literaturverzeichnisses sei auf [17] verwiesen. 

Die Geometrie des zweifach isotropen Raumes wurde von 

H. BRAUNER in [5] — [7] entwickelt. Bezüglich der Liniengeo- 

metrie dieser Räume vergleiche man [6], [11] und [18]. 

1. Abschnitt: A-Flächen des einfach isotropen Raumes 

1.1 Regelflächen im einfach isotropen Raum 

Im folgenden bezeichne A3 den reellen dreidimensionalen 

affinen Raum mit affinen Koordinaten {x,y,z}, den wir in üb- 

licher Weise zum projektiven Raum P3 erweitern. P3 sei auf 

homogene projektive Koordinaten x0 : xx : x2 : x3 bezogen, wo- 

bei die Fernebene co durch x0 = o festgelegt werde. Das Fern- 

geradenpaar i12 '■ x0 = x\ +^2 = 0 gestattet bekanntlich (vgl. 

z. B. [14, S. 4]) eine achtgliedrige Gruppe projektiver Auto- 

morphien, welche eine sechsgliedrige Untergruppe G^f der Gestalt 

x = cx -\- x cos cp —y sin <p 

(1) ÿ = c2 + x sin + y cos <p 

z = <r3 + ci x -h c5 y + 2 

als Normalteiler enthält. Die zur Transformationsgruppe (1) 

gehörige Geometrie bezeichnet man als einfach isotrope Geo- 

metrie und den mittels (1) metrisierten affinen Raum A 3 nennt 

man einen einfach isotropen Raum jf. Die Geraden ix : x0 — 

= xx — ix2 = o und ?2 : x0 = xx + ix2 = o bilden zusammen 

mit ihrem reellen Schnittpunkt U(o : o : o : 1) und ihrer 

reellen Verbindungsebene co : x0 = o das absolute Gebilde die- 

ses Raumes; insbesondere nennt man Geraden durch U volliso- 

trop. Ebenen, die U enthalten, aber nicht mit ix oder z2 inzidieren 

heißen isotrop. Die Geometrie dieses Raumes wurde in zahl- 

reichen Arbeiten von K. STRUBECKER untersucht (vgl. z. B. 

[14]—[16]). Bei der Untersuchung der Regelflächen dieses Raumes 

stützen wir uns auf die in [11] bzw. [18] entwickelte Theorie. 

Demnach unterscheidet man 3 Typen windschiefer Regelflächen,2 

die mit &j, <Z>n, m bezeichnet werden. Regelflächen vom Typ II 

besitzen eine eigentliche vollisotropc Leitgerade, während Regel- 

2 Wir sprechen i. f. kurz von Regelflächen, womit stets windschiefe Regel- 

flächen gemeint sind. 
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flächen vom Typ III eine Fernleitgerade durch den absoluten 

Punkt U besitzen und somit konoidal sind. Regelflächen, die 

weder zum Typ II noch zum Typ III gehören, fassen wir im Typ I 

zusammen; sie stellen den allgemeinen Typus dar und werden 

den folgenden Betrachtungen stets zugrunde gelegt. Regel- 

flächen 0i C Jz] gestatten die Normaldarstellung (vgl. [11, 

S. io]) 

(2) y(u, v) = J [C(M) + a(u) b] du + v c (u), 

wobei der Parameter u die einfach isotrope Bogenlänge3 auf der 

Striktionslinie $(«):= J [c(zz) + a(u)b] du, e(u) den normier- 

ten Richtungsvektor der Erzeugenden, a die Striktion und 

b = (0,0,1) den vollisotropen Zentraltangentenvektor der be- 

trachteten Erzeugenden bezeichnet. Bezeichnen Striche Ab- 

leitungen nach u, so gelten - nach Einführung eines Zentral- 

normalenvektors n - im Dreibein {e, n, b} die Ableitungsglei- 

chungen (vgl. [18, S. 207]) 

(3) 

c' = x n 

u' = — xe -f r b. 

b' — 0 

Hierbei bildet die Krümmung x und die Windung r von 0\ zu- 

sammen mit der Striktion a ein vollständiges Invariantensystem 

der Regelfläche. Die Invariante <5i : = ^ heißt Drall der Regel- 

fläche 0i C /?>. 

1.2 Definition der E-Flächcn. Kennzeichnung mittels Invarianten. 

Um zu einer Definition der A-Flächen zu gelangen, wird der 

Begriff ,,Drehhyperboloid (Drehregelfläche)“ im einfach iso- 

tropen Raum benötigt. Als zweckmäßig erweist sich die 

Definition 1 : Eine Quadrik Wd des J^ heißt einschaliges Dreh- 

hyperboloid., wenn sie durch eine isotrope Bewegung (1) auf die 

Normalform x2 + y2 — Az2 = B mit A, B CE JR transformiert 

3 Alle i. f. auftretenden metrischen Größen sind im Sinne der einfach iso- 

tropen Geometrie zu verstehen, auch wenn der Zusatz „einfach isotrop“ künftig 

oft weggelassen wird. 
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werden kann. Die vollisotrope Gerade ddurch den Mittelpunkt M 

der Quadrik Fd heißt Achse des Drehhyperboloids. 

In der Normalform x2 + y2 — Az2 — B berührt der Fern- 

kegelschnitt von Fd die absoluten Geraden il z in den Fern- 

punkten (o : ± i : 1 : o) der Horizontalstellung z = o. Da (1) 

eine Berührungstransformation ist, ist die Fernkurvc eines Dreh- 

hyperboloids somit ein Kegelschnitt, der jede der beiden abso- 

luten Geraden in je einem von U verschiedenen Punkt berührt, 

also ein isotroper Fernkreis (vgl. [14, S. 11]). Dies motiviert obige 

Definition einer Drehfläche. Für diese Drehregelflächen gilt der 

Hilfssatz : Die isotropen Zentralnormalen der Erzeugenden eines 

Drehhyperboloids Fd C Jÿ* laufen alle durch den Mittelpunkt 

von Fd. 

Der Beweis ist leicht an Hand der Normalform x 2 + _y2 —Az2 = B 

zu führen, die sich mit A = : (~j2,B = : a2 in der Gestalt 

(4) l(t,v) = (a cos t, a sin t,o) + v(a sin t, — a cos t,c) 

parametrisieren läßt. 

Nach diesen Vorbereitungen geben wir die 

Definition 2: Eine C2-Regelfläche Fi C heißt eine Edlinger- 

Fläche, wenn ihre sämtlichen Schmiegquadriken Drehhyper- 

boloide Fd gemäß Definition 1 sind. 

Diese Definition impliziert, daß Æ-Flâchen des jf keine konoi- 

dalen Regelflächen sind, da für solche sämtliche Schmieg- 

quadriken hyperbolische Paraboloide sind (vgl. [9, S. 35]). Für 

eine A-Fläche im J(f gilt somit stets x =j= o (vgl. [19, S. 208]). 

Wir beweisen als erstes eine Kennzeichnung der A-Flächen über 

ihre natürlichen Invarianten. 

Satz 1: Eine C2-Regelfläche 0i C J'P El genau dann eine 

E-Fläche, wenn sie konstant gedrallt ist und für ihre natürlichen 

Invarianten gilt. 

(5) OX + T = O. 
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Beweis : 

Da die Schmiegquadrik E einer Regelfläche &i längs einer 

Erzeugenden e G 0i diese längs e berührt, besitzen E und &i 

längs e dieselbe Berührkorrelation und somit dieselbe isotrope 

Zentralnormale n. Nach dem Hilfssatz läuft die Zentralnormale n 

der Erzeugenden e G 0i durch den Mittelpunkt M der Schmieg- 

quadrik E von 0i längs e. In einem lokalen Koordinatensystem 

(x,y,zj, dessen Ursprung der Striktionspunkt von e ist, und 

dessen Achsen der Reihe nach die Richtungsvektoren {e, n, 6} 

besitzen, lautet die Gleichung der Lie-A2 E (vgl. [13, S. 164]). 

(6) z2 + r<5[y2 + b\yz — 2ax z -f- 2abxy = o, 

woraus man als Koordinaten des Mittelpunktes von E berechnet 

MI—  —, o). Wegen M G n folgt somit als erste Bedingung 

b[ = o, d. h. (5, = konst. Wird ö\ = o in (6) eingesetzt und 

beachtet, daß die Fernkurve von (6) die beiden absoluten Gera- 

den ^0 = xi + xt = O berühren muß, so fließt daraus die Be- 

dingung <T
2
+T<5I = O, die wegen a =)= o mit (5) gleichwertig ist. 

Umgekehrt ist jede (72-Regelfläche mit <5j = o und ay. + r = o 

eine A-Fläche gemäß Definition 2. w. z. z. w. 

Dieser Satz ist ein direktes Analogon zu [9, S. 36]. 

Die von den Zentralnormalen n einer Regelfläche 0i C 

gebildete Regelfläche heißt Zentralnormalenfläche Man rech- 

net sofort nach, daß 0™ genau dann eine Torse ist, wenn (5) gilt. 

Damit kann Satz 1 auch geometrisch formuliert werden. 

Satz 2: Eine C2-Regelfläche 0\ C JtP ist genau dann eine 

E-Flâche, wenn sie konstant gedrallt ist und ihre Zentralnorma- 

lenfläche eine Torse ist. 

Die zweite Bedingung dieses Satzes tritt an die Stelle der im 

euklidischen Raum gültigen Aussage, wonach die Striktionslinie 

einer A-Fläche eine Krümmungslinie ist (vgl. [9, S. 36]). Ein 

direktes Analogon zu dieser euklidischen Kennzeichnung 

existiert im isotropen Raum nicht, da in den Punkten der Strik- 

tionslinie von 0i die Tangentialebenen von 0i isotrop sind, und 

somit 0i in den Punkten der Striktionslinie nicht regulär ist 
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(vgl. [16, S. 391]). Der Krümmungslinienbegriff im ßß setzt aber 

reguläre Flächenpunkte voraus. 

1.3 Die isotropen Krümmungslinien der F-Flüclien 

Wir untersuchen als nächstes die isotropen Krümmungslinien 

(vgl. [16, S. 401]) der if-Flächen. Um die Krümmungslinien 

einer Regelfläche &i C ßß zu bestimmen, benötigen wir die 

Koeffizienten E,F,G bzw. L,M,N der ersten bzw. zweiten Fun- 

damentalform der isotropen Flächentheorie. Aus (2) findet man 

mittels (3) 

(7) E= 1 + v2x2, F = l, G= 1 

L = — (<5i — vö[ — v2r), M = ~, N = o 

und gewinnt daraus über die Differentialgleichung 

{EM — FL) du2 + {EN — GL) dudv + {FN — GM)dv2 = 0 

der isotropen Krümmungslinien (vgl. [16, S. 401]) einer Fläche 

im fß speziell für Regelflächen 0\ C ßß 

(8) \v2n{na + r) + vv.b'i] + {v2r + vö'i — öi)xv' — av"2 = O, 

d v 
wobei v : = gesetzt wurde. Ist speziell L>i eine i;-Fläche, 

so folgt wegen <5f = o und (5) aus (8) 

(9) V'[X{V
Z
T— di) — av']=0, 

d. h. die Kurven v = konst, bilden eine Schar der Krümmungs- 

linien auf 0i. Bezeichnet man diese Kurven in Analogie zu einer 

Begriffsbildung des Verfassers für den euklidischen Raum (vgl. 

(10) ) als Kurven konstanten Striktionsabstandes, so hat man den 

Satz 3: Auf einer E-F lâche 0\ C ßß schneidet eine Schar der 

isotropen Krümmungslinien die Erzeugenden von 0\ nach 

kongruenten Punktreihen. Diese Schar isotroper Krümmungs- 

linien shid die Kurven konstanten Striktionsabstandes. 

Dieser Satz ist ein isotropes Analogon zu [8, S. 346]. Eine Kur- 

venschar auf einer Regelfläche, welche die Erzeugenden nach 

kongruenten Punktreihen schneidet, ist eine spezielle Doppelver- 
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hältnisschar im Sinne vonM. BARNER(vgl. [l]). Die Krümmungs- 

linien einer .Zf-Fläche 0\ bilden somit eine Doppelverhältnis- 

schar auf 0i. Hiervon gilt eine bemerkenswerte Umkehrung, die 

für den euklidischen Raum gleichzeitig von H. VOGLER bewiesen 

wurde (vgl. [19]). 

Satz 4: Bildet auf einer C2-Regelfläche 0i C J3^ eine Schar 

von isotropen Krümmungslinien eine Doppelverhältnisschar, 

dann ist 0\ eine E-Fläche des ff. 

Beweis: 

Nach [3, S. 32] ist eine Kurvenschar v = v(u,C) genau dann 

eine Doppelverhältnisschar, wenn sie einer Riccatischen Diffe- 

rentialgleichung 

(10) v = a{u)v'2 + b(u)v + c(u) 

genügt. Wird (10) in (8) eingesetzt, so entsteht ein Polynom 

4. Grades in v(u, C), das für alle Scharkurven verschwinden muß. 

Daraus folgt, daß in diesem Polynom alle Koeffizienten ver- 

schwinden, was folgende Bedingungen liefert 

(11,1-5) (O a(s—ôid) = o 

(2) aö'i -f- b(x — 2ab\) = o 

(3) xo + T(I + c) — (5Iæ(I +2c) +b(ö'i —bi5i) = o 

(4) <5i(i + c) — böi(i -\-2c)=o 

(5) ct5i(i + c) = o. 

Gilt in (11,1) <2 = 0, so folgt aus (11,2) wegen r =j= o : b = o 

und aus (11,3) 

(12) CT —I— T ( 1 —R = O. 

(11,4) wird zu <5i(i + c) = o. Wäre 1 + c = o, so würde damit 

y.o = o folgen, was für windschiefe Flächen unmöglich ist. Somit 

gilt <5x = o und wegen <5i =t= o folgt aus (11,5) c = o, womit (12) 

in die Bedingung (5) übergeht. Dieser Fall liefert somit die 

it-Flächen, für die alle Gleichungen (11) erfüllt sind. Gilt in (11,1) 

«=t=o, so folgt T— öia = o und aus (11,2) entsteht aôî = bx. 

Ist 1 + c = o, so wird nach (11,4) b = o, und damit <5f = o. 

5 München Ak. Sb. 1975 
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Aus (11,3) folgt nunmehr xcr + b\a = 0, d. h. xo + r = o und 

man gelangt wieder zu den A-Flächen. Ist hingegen 1 + c =(= o, 

d. h. c — o, so wird aus (11,4) <5i — b(5i = o, womit aus (11,3) 

folgt: xo -f- r — <5ia — xa = o im Widerspruch dazu, daß &i 

Im Beweis zu Satz 4 treten die A-Flächen zweimal als Lösungs- 

flächen auf, je nachdem welche Schar der beiden Krümmungs- 

linienscharen als Doppelverhältnisschar auf <Z>i betrachtet wird. 

Wie aus (9) ersichtlich, bilden tatsächlich beide Scharen von 

Krümmungslinien auf einer A-Fläche je eine Doppelverhältnis- 

schar. Der Satz 4 enthält als Spezialfall den 

Satz 5: Schneidet eine Schar von isotropen Krümmungslinien 

die Erzeugenden einer C^-Regelfläche $1 C J% nach kongruenten 

Punktreihen, dann ist &i eine E-Fläche. 

Das euklidische Analogon zu diesem Satz wurde von R. EDLIN- 

GER in [8, S. 346] ohne Rechnung bewiesen ; einen analytischen 

Beweis gab der Verfasser in [12, S. 242]. 

1.4 Kurven konstanter Relativkriimmung auf F-Flächcn 

Auf jedem fV-Flächenstück 5 C mit nicht konstanter 

Relativkrümmung K (vgl. [15]) existiert ein Kurvenstück k, längs 

dem K(u, v) einen vorgeschriebenen konstanten Wert K annimmt. 

Durchläuft K eine Teilmenge der reellen Zahlen, so erhält man 

auf diese Weise eine einparametrige Kurvenschar auf 5, deren 

Exemplare wir kurz als K-Kurven (Kurven konstanter Relativ- 

krümmung') bezeichnen. Speziell für Regelflächen &i C/s” 

folgt aus dem isotropen Analogon zur Formel von E. LAMARLE 

Bei vorgegebenem K = konst, wird über (13) und (2) das ent- 

sprechende W-Kurvenstück auf &i festgelegt. Aus (13) folgt als 

Differentialgleichung der V-Kurven einer Regelfläche <Pi CTS» 

die Riccatische Differentialgleichung 

windschief sein sollte. w. z. z. w. 

(vgl. [18, S. 211]) 

(H) v = —r v. 2(5, 
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Somit bilden die /^-Kurven jeder Regelfläche 0i C eine Dop- 

pelverhältnisschar. Der nächste Satz bringt eine Kennzeichnung 

konstant gedrallter Regelflächen. 

Satz 6 : Eine C2-Regelfläche 0i C ist genau dann konstant 

gedrallt, wenn die K-Kurven die Erzeugenden der Fläche nach 

kongruenten Punktreihen schneiden. 

Beweis : 

Eine einparametrige Kurvenschar auf 0\, die die Erzeugenden 

nach kongruenten Punktreihen schneidet, kann nämlich durch 

(15) v = <p(u) + c 

beschrieben werden, wobei <p(u) eine willkürliche Funktion und 

c den Scharparameter bezeichnet. (5) liefert in (14) eingesetzt die 

Bedingung b'ic + (ö[cp — 2cp' öi) = o, die nur für ö'i — o, 9?' = o 

zu erfüllen ist. Die entsprechenden Regelflächen haben somit kon- 

stanten Drall und die E-Kurven sind die Kurven konstanten 

Striktionsabstandes v = konst. Die Umkehrung folgt unmittel- 

bar aus (14). w. z. z. w. 

Ein analoges Resultat für den euklidischen Raum habe ich in 

[12, S. 244] ausgesprochen. Mittels Satz 2 erhält man eine wei- 

tere Kennzeichnung der E-Flächen. 

Satz 7 : Eine C2-Regelfläche 0\ C J<P ist genau dann eine 

E-Fläche, wenn ihre Zentralnormalenfläche eine Torse ist und 

die K-Kurven die Erzeugenden von 0i nach kongruenten Punkt- 

reihen schneiden. 

Eine weitere Kennzeichnung der E-Flächen liefert der 

Satz 8 : Stimmen auf einer C2-Regelfläche 0 C J3 die K-Kur- 

ven mit einer Schar der Krümmungslinien der Fläche überein, 

dann ist 0\ eine E-Fläche und umgekehrt. 

Beweis : 

Stimmen nämlich die E-Kurven mit einer Schar von Krüm- 

mungslinien überein, dann bilden diese Krümmungslinien auf 

0i eine Doppelverhältnisschar nach (14) und gemäß Satz 4 ist 0i 

eine .E-Fläche. Umgekehrt sind auf einer .E-Fläche die Kurven 
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konstanten Striktionsabstandes gleichzeitig Krümmungslinien 

und Üf-Kurven. w. z. z. w. 

Auch hierzu existiert ein euklidisches Analogon (vgl. [12, 

S. 245]). Der folgende Satz beschäftigt sich mit den Krümmungs- 

tangenten einer £-Fläche längs einer Erzeugenden. 

Satz 9: Sei C J3 eine E-F lâche, e eine Erzeugende auf @1 

und {kj] jene Schar von Krümmungslinien auf 0i, die von den 

Kurven konstanten Striktionsabstandes verschieden sind. Dann 

treffen die Tangenten der Kurven kv in den Punkten von e alle 

die Achse der zu e gehörigen Drehschmiegquadrik. 

Beweis: 

Für eine A-Fläche 0i hat der Mittelpunkt M der Schmieg- 

quadrik im lokalen Koordinatensystem {c, n, £>} die Koordinaten 

(16) #,-7,0). 

Andrerseits gewinnt man für die Tangente t an die Krümmungs- 

linie kv in einem Punkt P{y, o, o) (E e die Darstellung 

x = v A (1 + v) 

y = Axv , 

2 — ACT 

wobei A einen auf t laufenden Parameter bezeichnet und v' der 

Differentialgleichung 

(18) v'=^-v2—i 

zu entnehmen ist, die man aus dem zweiten Faktor in (9) erhält. 
ZJ Ô 

Nun ist in (17) x = o genau für A = —, woraus 

man mittels (17) y =   folgert. Somit trifft t die vollisotrope 

Gerade durch M. w. z. z. w. 

Zu diesem Satz existiert eine gewisse Umkehrung, die somit 

eine weitere Kennzeichnung der A-Flächen liefert. 

Satz 10 : Sei (I>i C f 3^ eine nicht konoidale Regelfläche, Mc der 

Mittelpunkt, der zu einer regulären nicht-torsalen Erzeugenden 

(U) 
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e G gehörigen Schmiegquadrik und {kf eine Schar von Krüm- 

mungslinien auf 0i. Treffen alle Tangenten an die Kurven kv 

in den Punkten der Erzeugenden e Çj &i je einen Strahl a(e) 

durch Me, dann ist 0i eine E-Fläche. a(e) ist die Achse des ent- 

sprechenden Drehschmieghyperboloids und die Kurven {kv} bilden 

jene Schar von Krümmungslinien auf 0i, die von den Kurven 

konstanten Striktionsabstandes verschieden sind. 

Beweis : 

Wir legen den zu einer Erzeugenden e gehörigen Strahl a{e) 

durch einen Richtungsvektor 

(19) a(u) = (afu), a2(u), a3(u)) 

fest, dessen Koordinaten wir auf das begleitende Dreibein 

{e, n, 6} der Erzeugenden e beziehen; auch die folgenden Über- 

legungen werden alle in diesem lokalen Koordinatensystem durch- 

geführt. Zunächst erkennt man, daß stets a3 =)= o gilt, denn an- 

dernfalls würde a in der asymptotischen Ebene a von e liegen 

und diese würde alle Krümmungstangenten längs e enthalten. 

Dann wäre aber a Tangentialebene von 0i in allen Punkten von 

e, was für eine reguläre nicht-torsale Erzeugende unmöglich ist. 

Aus dem Beweis von Satz 1 entnimmt man die Koordinaten von 

Me zu 

woraus man mittels (19) als Plückerkoordinaten g. (J — 1, . . ., 6) 

der Geraden a(e) errechnet 

(21) gi-gz'-ga'-gi-gP-ge = 
-— I #2 • ^3 • ^2^3 ' ög ! 772-^Cl2 ?^2^i • 

Bestimmt man die Plückerkoordinaten tj (J = 1, ...,6) der 

durch einen Punkt P(v, o, o) G e laufenden Tangente t an die 

Krümmungslinie der Schar {k„} durch P, so findet man 

(22) t1 : t% : t3 : t^. t5 : ta = 1 + v' : vx : a : o : — v : v-x, 

wobei v der Differentialgleichung (8) zu entnehmen ist. Sollen 

alle Krümmungstangenten dieser Schar längs e die Gerade a 



70 Hans Sachs 

treffen, so ist für unendlich viele Werte v £ R die Schnittbedin- 

gung Q(t, a) = o (vgl. [20, S. 103]) zu erfüllen, also 

(23) 2oa3v' = 2xxa3v2 (xa3öj — 2xa2)v + 

-b 2a3a2 — ö[a2a— 2aa3. 

Wird (23) in (8) eingesetzt, so entsteht nach längerer Rechnung 
und unter Verwendung der Abkürzungen 

(24) Qx\ =4axô[ — 2x2ôlô[ 
Q2\ = 4cr*r +4 o2x2 + x2ö'i2 — 2x2röi 
F =2 axo2 — a2aö[ — aa3 

die Bedingungsgleichung 

(25) a\(x2x2vi + 2x2xb\vz + Q2V2 + QXV + er2) = a3 x2x2vi— 

— ^a2a3x x2v3 + (4T2ß| -f- 2Fa3 xx)v2— t\Fxa2v + F2. 

(25) reduziert sich auf ein Polynom 3. Grades in v und aus dem 
Verschwinden sämtlicher Koeffizienten dieses Polynoms folgert 

man unter Beachtung von a3 =4= o die vier Bedingungen 

(26, a-d) (a) 2a3x2xö[ = —^a2xr2 

(b) (F3Q2 = äfX2 à\ F 2 F a3xx 

(c) —^Fxa2 

(d) a\a2 = F2 

Zunächst lassen sich (26, a) und (26, b) gemeinsam umformen zu 

(27, a-b) (a) a3xà[ = — 2a2x 

(b) 2«3(T + ax) = 7(2^ er — zz2 öj) 

und weiters folgt mittels (27, a) aus (26, c) die Schlüsselgleichung 

(28) <73<5|(2cr — *<5j) = öl-/7. 

Aus dieser Bedingung fließt öj = o, d. h. <5i = konst. Andern- 
falls wäre nämlich F = a3(2cr — *<5i) = a3a und damit würde 
aus (24) folgen 2a3 = 2axa— a2à\. Setzt man diesen Ausdruck 

schließlich in (27, b) ein, so entsteht 2«3(T + ax) = 2xa3, woraus 

er* = o fließen würde, was für windschiefe Regelflächen unmög- 
lich ist. Demnach besitzt eine dem System (26, a-d) genügende 

Lösungsfläche notwendig konstanten Drall Für Flächen 
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dieser Art erhält man wegen r =)= o aus (24) bzw. (27, a) = o 

bzw. «2 = 0 und hiermit reduziert sich (26, a-d) auf die beiden 

Bedingungen 

(29, a-b) (a)a3Q2=2Frx 

(b) 4o* = F2. 

Aus (29, b) findet man mittels (24) die Gleichung 

(30) ax(axo — az) = o» 

während sich (29, a) zu 

(31) a3(ox + r) = axxa 

umformen läßt. Würde aus (30) a3 = axo folgen, so wäre (31) 

gleichwertig mit ox = o, was für windschiefe Regelflächen un- 

möglich ist. Demnach gilt ax = o und aus (31) ergibt sich 

schließlich ax + r = o, womit 0>i gemäß Satz 1 als F-Fläche 

nachgewiesen ist. w. z. z. w. 

Ein euklidisches Analogon zu diesem Satz habe ich in [12, 

S. 249] bewiesen. 

1.5 Kennzeichnung der Drehregelflächen unter den F-Flächen 

Nach Satz 2 ist eine F-Fläche &i C Jz konstant gedrallt und 

ihre Zentralnormalenfläche ist eine Torse F. F ist kein Zylinder, 

sonst würde die Striktionslinie von 0 - als Orthogonaltrajektorie 

der Erzeugenden von F- in einer isotropen Ebene liegen, was für 

eine Regelfläche vom Typ I unmöglich ist. Die Zentralnormalen 

von 0i bilden somit die Tangentenfläche einer gewundenen oder 

ebenen Kurve ( Typ A) oder einen Kegel, zu dem wir auch den 

Fall eines Geradenbüschels hinzurechnen (Typ Ff). Im Fall A 

sprechen wir von einer F-Fläche mit tangentenflächiger Zentral- 

normalentorse, im Fall B von einer F-Fläche mit konischer Zen- 

tralnormalentorse. Wir berechnen in jedem Fall die Gratpunkte 

der Torse F. 

Man beweist leicht den folgenden 

Ililfssatz: Ist im eine Toise, die kehl Zylinder ist, durch 

(32) Ku> v) = i)(u) + vc(u) mit ë2 = 1, (t), c, c) = o 
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gegeben, dann wird auf jeder Erzeugenden von (32) der Gratpunkt 

durch den Parameterwert 

(33) 
(g ’ ê) 

festgelegt. 

Wendet man (33) auf die Zentralnormalenfläche ?(u, v) — é(u) + 

+ vn (u) einer A-Fläche an, so erhält man vg 
= ~ und daher aus 

(20) unter Beachtung von ö[ — o, ax + r = o den 

Satz 11: Die Gratpunktmenge der Zentralnormalentorse T einer 

E-Fläche 0\ C jf stimmt überein mit der Menge der Mittel- 

punkte der Lie-F2 von &i. 

Der nächste Satz liefert eine Kennzeichnung der einschaligen 

Drehhyperboloide des ff. 

Satz 12: Die einzigen E-Flächen C ff konischer 

Zentralnormalentorse r sind die einschaligen Drehhyperboloide 

des ff. 

Beweis: 

Die Striktionslinie einer A-Fläche dieser Art muß eine Ortho- 

gonaltrajektorie des Kegels r sein, dessen Spitze wir o. B. d. A. 

als Koordinatenursprung wählen. Die Orthogonaltrajektorien der 

Erzeugenden von A 

(34) 9(j) = AC(J) mit e2 = 1 

erhält man zu t)(s) = c0e(Y) mit c0 = konst. =j= o. Die Erzeugen- 

den von 0j liegen dann in der von 9 = c0c und b = (o, o, 1) auf- 

gespannten Ebene, so daß sich für 0i notwendig der Ansatz 

(35) K-h v) = c0e(s) + v[c0e + <p(s)b] 

mit einer zunächst willkürlichen Funktion <p(s) ergibt. Für (35) 

ist nun einerseits konstanter Drall zu fordern, andrerseits zu ver- 

langen, daß alle Zentralnormalen durch den Ursprung laufen. 

Unter Benützung der Drallformel 
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(36) 
(Ô, a, ä) fl2 

[fl,5]2 

für eine Regelfläche &i mit der Darstellung f(t, v) = X)(f) + va(t) 

(vgl. [11, S. 13]), wobei deinen allgemeinen Parameter bezeichnet 

und a(t) nicht normiert ist, findet man für (35) die Bedingung 

—'wTnr 
und damit folgenden Ansatz der Lösungsflächen 

(37) ;0, v) = r0e(j) + v[c0è — <5'0) - 6]. 
n 

Wegen e2 = 1 kann (37) in der Gestalt 

(38) 

x = c0 cos s — v c0 sin s 

y = c0 sin j + v c0 cos J 

2
 = 

co f 0) + v I/o /' (/) — -T] 

parametrisiert werden, wobei /(s') : = ^3(J) gesetzt wurde. Die 

Leitkurve ist hierbei die Striktionslinie der Fläche, wie man leicht 

bestätigt. Die Forderung, daß die Zentralnormalen 

î = ö(J) + An (s) 

der Regelfläche (38) durch den Koordinatenursprung laufen, ist 

gleichwertig mit der Differentialgleichung 

(39) /"+/= o 

für die Funktion f(s). Alle Lösungen von (39) liefern über (38) die 

A-Flächen der gesuchten Art. Die allgemeine Lösung von (39) 

lautet 

f(s) = cx cos s + c2 sin j 

mit Integrationskonstanten cL, c2. Damit folgt als Parameterdar- 

stellung der Striktionslinie von (38) 

x = c0 cos s 

y = c0 sin j 

z == c0(cx cos s c2 sin s). 

(40) 
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Diese Kurve liegt auf dem Drehzylinder x2 + y2 = c\ und in der 

nichtisotropen Ebene £ : z = cxx fl- c2y und ist somit ein Kreis 

(vgl. [14, S. 10]) mit dem Mittelpunkt Mim Koordinatenursprung. 

Die Zentralnormalen von &i liegen somit in einem Büschel um 

M in £. Durch eine isotrope Bewegung (1) kann man e in die 

Ebene 2 = 0 transformieren; die allgemeinste Lösungsfläche 

entsteht dann durch eine isotrope Bewegung aus jener speziellen 

Lösungsfläche, die zur trivialen Lösung / — o = e2 = °) 

von (39) gehört. Hiermit folgt aus (38) 

d. h. die Gleichung eines isotropen einschaligen Drehhyperboloids 

Wj nach Definition 1. w. z. z. w. 

Bemerkung: Nach Satz 12 gibt es keine Zi-Fläche 0i C J2\ 

deren Zentralnormalentorse L ein Kegel ist, der nicht zu einem 

Büschel ausgeartet ist. Es gibt allerdings sogar algebraische 

Regelflächen @1 C deren Zentralnormalen einem Kegel F 

angehören, die jedoch keine Zs-Flächen sind. Ein Beispiel ist die 

Regelfläche 6. Ordnung 

(41) 

x — cos s — v sin J 

y = sin I -)-!i cos s 

1 , V 

z = cos 2s 4- -7- sin 2s, 
3 6 

deren Zentralnormalen auf einem Kegel 4. Ordnung mit der 

Gleichung gz2(x2 -j- jy2) = (x2—y2)2 liegen. Ihre Striktionslinie 

ist eine Raumkurve 4. Ordnung, 1. Art. 

1.6 jE-Flächen mit ebener Striktionslinie 

Als letztes Resultat über Zf-Flächen im einfach isotropen Raum 

beweisen wir eine Kennzeichnung der A-Flächcn mit ebener 

Striktionslinie. 

Satz 13: Eine E-Fläche <I>i C besitzt genau dann eine ebene 

Striktionslinie, wenn sie ein isotropes einschaliges Drehhyper- 
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boloid ist oder wenn die Gratlinie m der Zentralnormalentorse 

eine Böschungslinie ist. 

Beweis : 

Nach Satz 12 sind die einschaligen Drehhyperboloide die ein- 

zigen Z?-Flächen mit konischer Zentralnormentorse und sie be- 

sitzen eine ebene Striktionslinie. Es genügt daher i. f. jene 

Z?-Flächen zu diskutieren, deren Zentralnormalentorse F eine 

Gratlinie m besitzt. Hierbei gilt stets x =(= o, 0' =f= o, denn eine 

Zt-Fläche, für die x' — o oder a' = o gilt, besitzt konstante 

Fundamentalinvarianten x, x und er, und eine solche ist ein ein- 

schaliges Drehhyperboloid, wie man leicht aus den Formeln 

(42) x = x, x = ax F r \^J 

für die Krümmung x und die Windung x der Striktionslinie einer 

Regelfläche t?i(vgl. [18, S. 207]) folgert. Die Kurve m der Mitten 

der Lie-F2 einer A-Fläche hat nach Satz 11 die Darstellung 

(43) m(«) = ö(«) +-^n(u), 

woraus man als Krümmung x* bzw. Windung x* (vgl. [13, S. 16]) 

von 7)i errechnet 

(44) 
y.G

3 

G'2 

Als konische Krümmung von m erhält man 

(45) 

Ist die Striktionslinie einer A-Fläche eine ebene Kurve, so folgt 

aus (42): — = : c0 = konst. Beachtet man die Beziehung 

a' x = x’ o, die aus ö[ = = o fließt, so folgt damit 

a' 
V. 

, — m FL 
c0 — °I „ > 

d- h- — = konst. Somit gilt nach (45) k* = konst, und m ist eine 

Böschungslinie (vgl. [14, S. 25 f.]). Die Umkehrung sieht man 

analog. w. z. z. w. 
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2. Abschnitt: Zt-Flächen des zweifach isotropen Raumes 

2.0 Regelflächcn im zweifach isotropen Raum 

Zeichnet man in der Fernebene m : x0 = o eine Gerade 

f(x0 = xx = o) als absolute Gerade und auf ihr den Punkt 

A(o:o:o:t) als absoluten Punkt aus, dann gestattet das Abso- 

lutgebilde {«,/, F} eine neungliedrige Gruppe projektiver Auto- 

morphien (vgl. [5, S. 119]), die als Normalteiler eine sechsgliedrige 

Untergruppe Gl
0
2> der Bauart 

(46) 

X — C1 + X 

ÿ = c2 + c3x + y 

z = + cbx + c6y + ^ 
enthält. Die zur Transformationsgruppe (46) gehörige Geometrie 

bezeichnet man als zweifach isotrope Geometrie, und ein affiner 

Raum A3, in dem eine Metrik über die Gruppe Gf
1
 der zweifach 

isotropen Bewegungen eingeführt wird, heißt ein zweifach iso- 

troper Raum f3. Die Geometrie dieses Raumes wurde von 

H. BRAUNER in [5]—[7] studiert ; insbesondere wurde in [6, S. i4Sf] 

die Theorie der Regelflächen entwickelt. Demnach unterscheidet 

man 4 Typen windschiefer Regelflächen, die mit 0A — <PD 

bezeichnet werden. Regelflächen vom Typ A stellen hierbei den 

allgemeinen Typ dar und werden den folgenden Betrachtungen 

stets zugrunde gelegt. Sie gestatten die Normaldarstellung (vgl. 

[6, S. 146]) 

C47) ?(u, v) = J [c(u) + cr(zz) b] du + vifi), 

wobei der Parameter u die zweifach isotrope Bogenlänge4 auf der 

Striktionslinie é(u) = i[c(u) + a(u)b] du, e(u) = (1, e2, e3) den 

normierten Richtungsvektor der Erzeugenden, o(u) die Striktion 

zund ï> = (o, o, 1) den vollisotropen Zentraltangentenvektor be- 

eichnet. Bezeichnen Striche Ableitungen nach u, so gelten nach 

Einführung des normierten Zentralnormalenvektors n = |o, 1, 

die Ableitungsgleichungen 

4 Alle i. f. auftretenden metrischen Größen sind im Sinne der zweifach iso- 

tropen Geometrie zu verstehen. Ihre Theorie kann in [5]—[7] nachgelesen 

werden. 
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(48) {e' = xn, n' = rh, t>' = 0}. 

Die hierbei auftretenden Differentialinvarianten x bzw. r heißen 

Krümmung bzw. Windung der Regelfläche 0A und bilden zusam- 

men mit a ein vollständiges Invariantensystem von 0A. Die 

daraus abgeleitete Invariante (5n : = — wird als zweifach iso- 

troper Drall bezeichnet (vgl. [6, S. 148]). 

2.2 Definition der iS-Flächen. Kennzeichnung mittels Invarianten 

Um A-Flächen im J^2> zu definieren, benötigt man den Begriff 

einer Drehregelfläche 2. Ordnung, d. h. einer Fläche 2. Ordnung, 

die eine Schar reeller Geraden trägt und durch isotrope Drehung 

einer Geraden erzeugt werden kann. Alle Typen von Drehungen 

im zweifach isotropen Raum wurden in [5, S. 128f] bestimmt. Es 

zeigt sich, daß bei unserer Fragestellung nur die nicht isotropen 

Drehungen geeignet sind, eine brauchbare Definition einer Dreh- 

regelfläche abzugeben. Bei einer Drehung dieses Typs bleibt ein 

Parallelbüschel von nichtisotropen Ebenen elementweise fest. 

Bezeichnet h die Ebenenfixgerade dieser Drehung, dann zeigt 

sich: Jede nichtisotrope Gerade, die h nicht trifft, überstreicht bei 

dieser Drehung einen Regulus auf einem hyperbolischen Para- 

boloid IJ
d, wobei Wd die Fernebene œ im Schnittpunkt S von h 

mit der absoluten Geraden / berührt ; hierbei gilt A fl F. 

Definition 3: Unter einer nichtisotropen Drehregelfläche Wd des 

/^versteht man ein hyperbolisches Paraboloid, welches die Fern- 

ebene in einem Punkt S EL f mit S fl F berührt. 

Die Fernkurve einer Drehregelfläche ist zwar kein isotroper 

Fernkreis (vgl. [5, S. 124]), doch bestehen gewisse Analogien 

zum einschaligen Drehhyperboloid des euklidischen Raumes bzw. 

zum isotropen Drehhyperboloid gemäß Definition 1. 

Hilfssatz: Jede nichtisotrope Drehregelfläche Wd läßt sich durch 
zweifach isotrope Bewegungen auf die Normalform 

(49) z2 — Axz + By = o mit A fl o, B fl o 

transfor7nieren. xFd ist eine Regelfläche vot7i Typ A mit einem iso- 
trope7i Kreis als Striktio7islinie. 
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Beweis : 

Hans Sachs 

Man kann durch eine Bewegung (46) erreichen, daß der Punkt 

5 =t= F die Koordinaten F (o: o: 1 : o) erhält und daß die durch 

5 laufenden Fernerzeugenden von xPd durch die Gleichungen 
e\ '■ {xo — x3 = °} bzw. e2 : {x0 = x3 — ax1 = 0} beschrieben 
werden. Alle Flächen 2. Ordnung, die ex und e2 enthalten, ergeben 

sich dann in der Gestalt 

#00 "F «01* F #02y F #03^ F z* — Q-xz — O, 

wobei im Falle einer nichtsingulären Fläche 2. Ordnung stets 

#02 H= o gilt. Damit läßt sich die Flächengleichung nach An- 
wendung einer weiteren Bewegung (46) auch in der Gestalt 

a02ÿ + a03z + z2 — axz = O schreiben; eine nachfolgende 

Translation in der und _y-Richtung erzwingt schließlich die 

Normalform (49). Diese Gleichung kann in der Form 

(SO) 

3T = 
2 fl 

~ÄT 

/j,2 A 
y = -ä- + V

~B!
X 

B 

parametrisiert werden. Die Leitkurve dieser Regelfläche ist 

hierbei die Striktionslinie; diese liegt in der nichtisotropen Ebene 
A2 

2z — A x = O und besitzt den Grundriß y = ^-77 x2, womit sie als 

isotroper Kreis in einer nichtisotropen Ebene nachgewiesen 

ist (vgl. [5, S. 124]). w. z. z. w. 

Definition 4: Eine C2-Regelfläche &A C heißt eine Edlinger- 

Fläche, wenn ihre sämtlichen Schmiegquadriken nichtisotrope 

Drehregelflächen Wd gemäß Definition 3 sind. 

Einfache Beispiele solcher A-Flächen des sind die Dreh- 

regelflächen Wd selbst. 

Da die Schmiegquadriken der Tf-Flächen &A durchwegs Para- 

boloide sind, gilt für diese Flächen notwendig r = o. Genauer 

gilt der 

Satz 14: Eine C^-Regelfläche &A C ist genau dann eine 

E-Fläche, wenn für ihre natürlichen Invarianten gilt 
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(51) r = o, <5n = konst. 

Beweis : 

Zur analytischen Beschreibung der Schmiegquadrik einer 

Regelfläche &A C längs einer Erzeugenden e benützen wir 

ein lokales Koordinatensystem {x, y, zj mit dem Koordinatenur- 

sprung im Striktionspunkt, wobei die Achsen der Reihe nach die 

Richtungen der Vektoren {c, n, f>} des begleitenden Dreibeins von 

e besitzen. In diesem System berechnet man als Gleichung der 

Schmiegquadrik E (vgl. [13, S. 160]) 

(52) öiiyz+z2 — 20x z + 2aöny = o. 

E schneidet die Fernebene x0 = o nach den beiden Fernerzeu- 

genden x0 = x3 = o und x0 = du x2 + x3 — 2ax1 = o, die 

sich im Punkt S(p : <5n : 2 a : o) schneiden. V liegt genau dann 

auf der absoluten Geraden, wenn du = o, d. h. du = konst, gilt. 

w. z. z. w. 

2.2 Die zweifach isotropen Krümmungslinien der K-Flächen 

In der Flächentheorie des zweifach isotropen Raumes existiert 

ein brauchbarer, jedoch von der euklidischen Theorie ziemlich 

abweichender Begriff der Krümmungslinien (vgl. [7, S. 40]). 

Nach H. BRAUNER wird die zu den isotropen Flächenkurven 

A = konst, konjugierte Kurvenschar als Krümmungslinienschar 

eines C2-Flächenstückes § C J3
2) bezeichnet. Diese Krümmungs- 

linien können geometrisch gedeutet werden als Zylinderschatten- 

grenzen auf g, wenn der Lichtpunkt auf der absoluten Geraden / 

variiert. Durch jeden regulären Punkt von g läuft eine einzige 

Krümmungslinie. Speziell für Regelflächen &4 C Jf'1 erhält man 

als Differentialgleichung der Krümmungslinien durch Anwen- 

dung der in [7, S. 40] angegebenen Formeln auf (47) 

(53) v’ = (Z/
2
T + vö'n). 

Für A-Flächen folgt daraus wegen (51) : v = konst, und damit 

der 

Satz 15: Auf einer E-Fläche 0A C Jf'1 schneiden die zweifach 

isotropen Krümmungslinien die Erzeugenden von <P4 nach kon- 
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gruenten Punktreihen. Die zweifach isotropen Krümmungslinien 

sind die Kurven konstanten Striktionsabstandes. 

Wie aus (53) ersichtlich, bilden auf jeder Regelfläche 0A die 

Krümmungslinien eine Doppelverhältnisschar. Eine analoge 

Kennzeichnung der A-Flächen des Jf\ wie sie in Satz 4 für E- 

Flächen des ßß gegeben wird, existiert also nicht. Es gilt jedoch 

der 

Satz 16: Schneiden die Krümmungslinien einer C2-Regelfläche 

0A C ßß die Erzeugenden von 0 A nach kongruenten Punktrei- 

hen, dann sind diese Kurven die Kurven konstanten Striktions- 

abstandes und 0A ist eine E-Fläche. 

Eine Kurvenschar, die die Erzeugenden von 0A nach kon- 

gruenten Punktreihen schneidet, läßt sich in der Gestalt v = 

<p(u) -f- c schreiben, wobei (p(u) eine willkürliche Funktion und c 

den Scharparameter bezeichnet. Durch Einsetzen in (53) entsteht 

(54) c2x + c(2<pj + <5n) + cp2x — ôncp' + (pö'n = o. 

Da (54) für unendlich viele Werte von c gilt, müssen in diesem 

Polynom 2. Grades in c alle Koeffizienten verschwinden, woraus 

man x = o, <5n = oundçp' = o folgert. w. z. z.w. 

2.3 Kurven konstanter Relativkrümmung auf £-Flächen 

Auf jedem G2-Flächenstück existiert nach H. BRAUNER ein 

Analogon zur Gauß’schen Krümmung, die sogenannte Relativ- 

krümmung K (vgl. [6, S. 149])- Damit kann wie in 1.4. der Be- 

griff der Kurven ko7istanter Relativkrümnuing (K-Kurven) auch 

im eingeführt werden. Nach dem zweifach isotropen Analo- 

gon zur Formel von E. LAMARLE (vgl. [6, S. 150]) werden diese 

Kurven auf einer Regelfläche 0A C J3} durch 

festgelegt. Hiermit kann der Satz 6 samt Beweis wörtlich für 

Regelflächen 0A C ßp übernommen werden. Auch zu Satz 8 

kann ein zweifach isotropes Analogon ausgesprochen werden, 

Beweis : 
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welches allerdings von dem entsprechenden Resultat im J£x) 

abweicht. 

Satz 17 : Eine C^-Regelfläche 0A C f'fl ist genau dann eine 

E-Fläche, wenn die K-Kurven von 0A die Erzeugenden von 0A 

nach kongruenten Punktreihen schneiden und die Zentralnor- 

malenfläche von 0A einem Zylinder bzw. einem Parallelbüschel 

aus isotropen, aber nicht vollisotropen Geraden angehört. 

Beweis: 

Nach dem Analogon zu Satz 8 kennzeichnet die erste Bedin- 

gung konstant gedrallte Regelflächen 0A C /3
2>. Aus der Glei- 

chung T = für Regelflächen 0A C /3
2) (vgl. [6, S. 146]) 

folgt, daß konoidale Regelflächen (T = o) durch -7- = konst, ge- 

kennzeichnet sind, womit aus der Bauart des Zentralnormalen- 

vektors n = |o, 1, -J7-J die Behauptung folgt. w. z. z. w. 

Satz 18: Stimmen auf einer C2-Regelfläche 0A C /f die IC- 

Kurven mit den zweifach isotropen Krümmungslinien überein, 

dann ist 0A eine E-Fläche. 

Beweis : 

Stimmen nämlich die W-Kurven mit den Krümmungslinien 

überein, so muß (55) für unendlich viele Werte des Parameters c 

die Differentialgleichung (53) erfüllen; dies liefert die Schlüssel- 

gleichung 4T2öiic — <5II = o, aus der T = o und <5n = o 

folgt. Nach (51) ist 0A somit eine A-Fläche. w. z. z. w. 

2.4 Die Krümmungstangentenflächen der E-Flächen 

Eine weitere Kennzeichnung der A-Flächen 0A C flfl erhält 

man, wenn man die von den Krümmungstangenten in den Punk- 

ten einer Erzeugenden e G 0A gebildete Regelfläche W betrach- 

tet, die wir als Krümmungstangentenfläche bezeichnen wollen. 

Man findet als Gleichung der Krümmungstangentenfläche einer 

beliebigen Regelfläche 0A C 73
2) im lokalen Koordinatensystem 

{x, y, z} längs einer Erzeugenden unter Beachtung von (53) 

(56) z2 + röiiy2 + ö'n yz — er x z -f- oöuy = o. 

6 München Ak. Sb. 1975 
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Diese Fläche ist i. a. ein einschaliges Hyperboloid. Genauer gilt 

der 

Hilfssatz : Die Krümmungstangentenfläche ¥ längs ehier regu- 

lären, nicht-torsalen Erzeugenden e einer C^-Regelfläche @A C 

ist genau dann ein hype?-bolisches Paraboloid, wen?i &4 konoidal 

(r = o) ist. 

Beweis : 

Es genügt zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die 

Fernkurve 

(57) x\ r du x\ -\-ön x2xz — CTxxx3 —— o 

von ¥ aus einem Geradenpaar besteht. Kennzeichnend hierfür ist, 

daß die Koeffizientenmatrix von (57) den Rang 2 hat. Hieraus 

folgt die Bedingung er2 r<5u = o, die für windschiefe Regel- 

flächen nur durch r = o zu erfüllen ist. w. z. z. w. 

Jetzt beweist man leicht den 

Satz 19: Eine C"-Regelfläche 0A C ist genau dann eine 

E-Fläche, wenn ihre Krümmungstangentenflächen Drehregel- 

flächen sind. 

Beweis : 

Besitzt die Regelfläche 0A C JP hyperbolische Paraboloide 

als Krümmungstangentenflächen, so folgt nach dem Hilfssatz 

T = o. Nach (57) zerfällt dann die Fernkurve jeder Krümmungs- 

tangentenfläche ¥ in die beiden Geraden {x0 = x3 — 0} und 

{xa = x3 + <5n x^ — ax1 = o}, die sich im Punkt S(o : <5n : 

ff : o) schneiden. 5 liegt daher genau dann auf der absoluten 

Geraden, d. h. ¥ ist Drehregelfläche, wenn <5n = konst, gilt. Die 

Umkehrung ist trivial. w. z. z. w. 

2.5 Kennzeichnung der Drehregelflächen unter den F-Flächen 

Nach Satz 17 bilden die Zentralnormalen einer ii-Fläche 

0A C /â2) einen Zylinder oder ein Parallelbüschel aus isotropen 

Geraden. Man bestätigt leicht mittels (50), daß der zweite Fall für 

Drehregelflächen vorliegt. Es gilt sogar folgende Kennzeichnung 
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der nicht-isotropen Drehregelflächen &A C JP, die ein Analogon 

zu Satz 12 darstellt 

Satz 20: Die einzigen E-Flächen &A C Jp, deren Zentralnor- 

malen einem Parallelbüschel aus isotropen Geradenangehören, sind 

die nichtisotropen Drehregelflächen Wd. 

Beweis : 

_£-Flächen &A C Jp sind konoidale Regelflächen, besitzen also 

eine Richtebene r) • rj ist weder isotrop noch vollisotrop, da die 

betrachtete Regelfiäche sonst nicht vom Typ A wäre (vgl. [6, 

S. 145]). Man kann daher durch eine Bewegung (46) erreichen, 

daß 17 zur Koordinatenebene z = owird. Das Parallelbüschel der 

isotropen Zentralnormalen kann in der Gestalt 

(58) 

x = s 

y = X mit a0 — konst., b0 = konst, 

z — a0s + Xb0 

angesetzt werden, da die Trägerebene des Büschels keine voll- 

isotrope Ebene ist ; hierbei bezeichnet X einen auf den Strahlen des 

Büschels laufenden Parameter und der Vektor (o, 1, b0) gibt die 

Richtung der Büschelgeraden an. Wir legen durch X = X(s) in (58) 

eine Trajektorie k des Büschels fest und bestimmen zunächst alle 

Regelflächen &A mit k als Striktionslinie und z = o als Richt- 

ebene. Man gewinnt für sie die Darstellung 

(59) 

X = S + V 

y = X(s) v X'. 

z = a0s + X(s)b0 

Die Zentralnormalen der Regelflächen (59) haben den Richtungs- 

vektor n = (o, 1,0), woraus mit (58) notwendig b0 = ° folgt. 

Berechnet man den Drall hu der Regelflächen (59) gemäß der 

Drallformel (vgl. [6, S. 148]) 

(60) 
(t), a, à) a 

(axä2 — <z2 «il2 

für Regelflächen <PA mit der Darstellung y.{t, v) — X)(t) -f Do(i), 

so findet man <5H = Aus der Forderung hu = konst, für eine 

E-Fläche folgt hieraus durch Integration 
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A(J) = 4^7 s2 + cxs + c2 mit a0 =j= o 

und Intergrationskonstanten cx, c2. Der Fall X" = o kann unbe- 

rücksichtigt bleiben, da er auf keine windschiefen Flächen führt. 

Als Striktionslinie der Lösungsflächen erhält manaus (59)und(6i) 

einen zweifach isotropen Kreis k in der Ebene z — a0x = o mit 

dem Grundriß y — -^5, x2 + cxx + c2. Man kann daher durch 

eine Schiebung stets cx = c2 = o erzwingen. Damit gewinnt 

man als Normalform der Lösungsflächen des Problems die Glei- 

chung z2 — 2a0 x z 2a0ô^ y = o, also nach (49) nicht- 

isotrope Drehregelflächen Wd C /)2)- w. z. z. w. 

2.6 Explizite Darstellung der E-Flächen des Jg2) 

Wir geben abschließend noch eine explizite Darstellung der 

A-Flächen &A C jf* an, wobei wir o. B. d. A. die Ebene z = o 

als Richtebene wählen. Konoidale Regelflächen &A dieser Art 

lassen sich in der Form 

(62) 

x = p(co) sin co + p (co) cos co + v cos co 

y = —p(u>) cos cu + p(co) sin ft) + v sin co 

z — h(w) 

mit p(co) =j= o darstellen, wobei p(co) die Stützfunktion des 

Grundrisses der Striktionslinie bedeutet und k(co) den Abstand 

der betrachteten Erzeugenden von der Ebene z — o angibt. Aus 

(62) folgt mittels (60) <5n = R cos2 co und damit folgende Dar- 

stellung der A-Flächen des 

(63) 

x = p(co) sin co + p (co) cos co + v cos co 

y = — p (co) cos co + p (co) sin co fl- v sin co mit p (co) =j= O. 

* = tg « 

Sie hängen von einer willkürlichen Funktion ab. Man findet aus 

(63) die Darstellung 

(64) f(z) = xz — «Sff.y 

mit einer willkürlichen Funktion f(z) =)= o. Hieraus folgt, daß es 

sich nach W. BLASCHKE um spezielle uneigentliche windschiefe 

Affinsphären handelt (vgl. [2, S. 221]). 
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Satz 21 : Die E-Flächen 0A C Jf sind spezielle uneigentliche 

windschiefe Affinsphären mit der Normalform (64) gegenüber der 

Gruppe (46). 

2.7 Die E-Flächen des ff mit ebener Striktionslinie 

Die einfache Normalform (64) der .E-Flächen 0A C f'z’ ge- 

stattet es, verschiedene Probleme über diese Flächen, insbeson- 

dere über ihre Striktionslinie zu behandeln. Wir bestimmen i. f. 

alle .E-Flächen mit ebener Striktionslinie. Die Striktionslinie die- 

ser Flächen kann in der Form 

(65) 

/'CO 

*(0 = äjrä O'/OO —/(0) 

t 

dargestellt werden; sie ist genau dann eine ebene Kurve, wenn 

(9, ij, 9) = o gilt, was auf die Differentialgleichung 4. Ordnung 

(66) fWf— 2/2 = O 

führt. Die allgemeine Lösung von (66) lautet 

(67,a) f(f) = Kfl2 4- Kxt -f- K% bzw. 

(67, b) f(f) = Cl-+ C° [ln(Clt + Q - 1] + C2t + C3 

mit Integrationskonstanten K0,KltK2 bzw. C0, C1, Cz, C3. 

(67, a) führt auf nichtisotrope Drehregelflächen (49), während 

(67, b) auf transzendente Flächen mit der Normalform 

(68) zlnCxz -f- Cx(xz -f <5ji(y) = o 

führt. Somit gilt der 

Satz 22 : Die nichtisotropen Drehregelflächen XFd C f 3 sind die 

einzigen algebraischen E-Flächen mit einer ebenen Striktionslinie. 
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