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Kegelschnittpaare mit gegebenen harmonischen Kurven
Von Fritz Hohenberg, Graz

Herrn Prof. Dr. Othmar Baier zum 70. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Zwei Kegelschnitte @, & seien in projektiven Punktkoordinaten
Xy, %9, %3 bzw. Linienkoordinaten 2, #,, #3 durch

(1)

Zayxx,=o0, Xb,x,x, =0 bzw. X A u;u, = 0, XBjuu, =0

gegeben. @ und 4 bestimmen eine harmonische Kurve 2. Ord-
nung /% und eine harmonische Kurve 2. Klasse %, mit den Glei-
chungen?)

h(Zhyx,x, = 0), h(Z H,uu, = 0), (2)

7

deren Koeffizienten %, und 4,

0y = ApaBay + Agy Byg — 2As3 Bag, - - -,
0/tyy = Ay By - Ago Byy — A1pBag — A3 By, - - -, 3)

01y = asgbay + ag3boy — 293043, - . -,

- N
01y = 3103 + 3ol — @19053 — @3301, - - -, @

(und zyklisch weiter, Proportionalitdtsfaktoren p, p) lauten.

4 geht durch die acht Berlihrungspunkte der gemeinsamen
Tangenten von 2 und &; aus jedem Punkt von / gehen Tangenten
an @ und 4, die ein harmonisches Quadrupel bilden. % beriihrt die
acht Geraden, die @ und & in deren Schnittpunkten beriihren; jede
Tangente von % schneidet ¢ und 4 in Punkten, die ein harmoni-
sches Quadrupel bilden. Das (im allgemeinen eindeutig bestimmte

1 Enzyplopadie d. math, Wiss. III C 1, S. 92-93 und 104-105. E. Pascal,
Repertorium d. hoh. Math., 1I/1, S. 247 und 254, und die dort angegebene
Literatur.
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14 Fritz Hohenberg

und nicht ausgeartete) gemeinsame Poldreieck 4 von @ und 4 ist
auch Poldreieck von /% und /. Vertauschen sich ¢ und 4 durch
Polaritit an einem Kegelschnitt p, so vertauscht die Polaritit an
# auch % und 4.

Hier werde die Frage behandelt: Gegeben seien h und I, gesucht
sind Kegelschnittpaare a, b, fiir die b und h harmonische Kurve
2. Ordnung bzw. 2. Klasse sind. Das bedeutet, daB in (3) und (4)
die %;, und A,, gegeben und die a, und &, gesucht sind. Da die
A, und B, vom Grad 2 in den g, bzw. §,, sind, erhilt man nach
Elimination von p und g aus (3) fiinf homogene Gleichungen
4. Grades, aus (4) finf homogene Gleichungen 2. Grades fiir die
azund b,,.

Dieses Gleichungssystem 148t sich auf geometrischem Wege
stark vereinfachen, im allgemeinen Fall auf eine erste kubische
Aufgabe (Bestimmung des gemeinsamen Poldreiecks von /£ und
/) und auf eine zweite kubische Aufgabe (eine Winkeldreiteilung)
und zwei quadratische Gleichungen; in Sonderfillen ergeben sich
weitere Vereinfachungen.

Haben h und h getrennte Schnittpunkte, so erhdlt man drei
Kegelschnittpaare a, b. Beriihren h und h einander in einem
Punkt oder in zwei Punkten, so evgibt sich ein Paar a, b. Hingegen
erhdlt man unendlich viele Paare a, b, wenn % und h einander
hyperoskulieren oder wenn b mit & identisch ist oder wenn h und
% singulér sind.

2. Fille mit endlich vielen Lésungen

2.1. Der allgemeine Fall. ~ und % seien nicht singulir und
mogen vier getrennte Schnittpunkte (und Tangenten) haben;
deren Diagonaldreieck 4 werde als Koordinatendreieck verwen-
det.?) Die Bezeichnungen lassen sich dann gegeniber (1) — (4)
vereinfachen. Hat / die Gleichung X 4,27 = o und % die Glei-
chung 2 /;x% = o oder X#?|}; = o, so gibt es vier Kegelschnitte
2, durch deren Polaritit sich %2 und /% vertauschen, nimlich

4
4+ Vihkhat= o Nun werde xz, durch x|V k%, ersetzt

2 Sind /% und 7 reell (einteilig oder nullteilig), so kann 4 drei reelle Ecken
und Seiten oder eine reelle Ecke und Seite haben.
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und dafiir wieder x, geschrieben.?) Dann lauten die Gleichungen
von p, 2 und 2

P(E £ 22 =0), MEha=0), A(EF a2 =0) mit hf—1. (5)

Das gemeinsame Poldreieck 4 von /% und £ ist zugleich Pol-
dreieck von @ und 4. Uberdies vertauscht die Polaritét an p auch
aund 4. Daher kann statt (1) hier einfacher

a(Zax? =0), 6(Zb,x% =0) mit a;b,= 1 (6)

geschrieben werden. In (3) ist daher Ay = aya3, Bgz = 6,5, . . .
zu setzen; wegen @b, = 1 ist dann ok, = (a3 + ab) [ azas, . . .
Ersetzt man noch p durch 1/4, so folgt

P lzjazai,‘ _ /lqzﬂsa\l‘ — ]lfa‘af ) )
a; + a; a3 -+ ai a; + a;
Durch Zusammenfassung der mittleren zwei Ausdriicke in (7)
erhilt man @i = (hya; — hyay)a,a,|(hyay — 7yay); setzt man
dies in die Gleichung ein, die sich aus den letzten zwei Aus-
dricken in (7) ergibt, so ergibt sich eine kubische Gleichung fir
a,a, /(a3 + a3) = A[ %y Sie lautet

40— (I} + Iy 4 A A + hyhyhy = o. (3

Diese Gleichung geht durch die Substitution

A=V B+ + D3

in die Gleichung
4B — 3k + 3 V3 by | VUE + B + i =0

Uber, die sich unmittelbar durch Vergleich mit der Formel fiir
cos 3¢ losen laBt. Setzt man

— 3V 3 Inhaly | V (I + W + J2)® = cos 39, ©)

so ist |3¢| bis auf Vielfache von 360°, |@| bis auf Vielfache von
120° bestimmt, und (8) hat die drei Wurzeln

8 Reell ist das nur méglich, wenn die Radikanden /;/2; positiv sind, wenn

also /2 und % jede Seite von A zugleich nach reellen oder nach konjugiert kom-
plexen Punkten schneiden.
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2 2 2
1 — ﬁi%iﬁmm@+mm®,®=am) (10)

Nach Voraussetzung ist %4 nicht singuldr, daher ist in (8) das
absolute Glied == o, also jede Wurzel 4 == 0. In (7) eingesetzt,
liefert jede Wurzel 2 eine quadratische Gleichung fir a, | a3, eine
fur a, [ a;, eine fir a; | @, mit den Lésungen

(11)
G M EVIE—4R ay M £ VH—4R g g+ V73— 422
22 o 22 ’ a; - 21 )dg — 24 .

Das Produkt der linken Seiten in (11) ist 1, daher sind die Vor-

zeichen der Wurzeln W, = V /2 — 4% so zu kombinieren, daB
auch das Produkt der rechten Seiten = 1 ist. Dieses Produkt ist
=1, wenn 83 = (Jy + ny W) (hy + na Wo) (S5 + 03 W) zufolge
(8) durch passende Wahl von 5, = <41 identisch erfiillt ist. Nun
findet man, indem man 4* und hohere Potenzen von A nach (8)
durch lineare Ausdriicke in A ersetzt, dall W, W, = 7j3(%y g —
— 2Akg) mit 53 = 4 1 ist, analog W,W, und W, W,. Daher ist
8% = lyhobey + [hgmmais (fiy oy — 22003) + ... ] + [afesmy Wy +
+ . e Wy Wy W,], wobei die Punkte zyklisches Vor-
riicken bedeuten. Man stellt leicht fest, daB3 der Ausdruck in der
zweiten eckigen Klammer zufolge (8) identisch verschwindet.
Das Ubrige ist zufolge (8) identisch erfiillt, wenn 7,757, =
= N3MTp = Ny Ma¥js = — 1ist. Daraus folgt 7j; =7, =3 = — 1
und 7y == 5, = 73 = 4= 1. Daher sind in (11) die Wurzeln I¥; zu-
gleich mit positivem oder mit negativem Vorzeichen zu nehmen.

Die zwei Kegelschnitte, die sich fiir eine bestimmte Wurzel aus
(11) ergeben, sind wegen [(h; + W) [24] - [(ls— W) | 24] = 1
polar bezuglich p. Sie sind also ein Losungspaar.

Nun zu Realititsfragen! 1) Das gemeinsame Poldreieck 4
von % und % habe drei reelle Ecken (und Seiten). 2) 4 und 4 seien
reell (einteilig oder nullteilig). 3) Ferner mdgen % und % jede Seite
von A zugleich nach reellen oder nach konjugiert komplexen
Punkten schneiden (Fufnote 3). In (9) ist dann |cos 3¢| £ 1,
also ¢ reell; denn (cos @)¥3 ist nach () der Quotient aus dem geo-

metrischen Mittel } 434545 und dem arithmetischen Mittel
(B2 + k5 + A2 | 3 von A5, 45, /5 und ist demnach im allgemeinen
< 1. Daher ist ¢ == 0° und == 180°, auler wenn 4] = A3 = /% ist;
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dieser Fall wird in 3.2. erdrtert. Da ¢ reell ist, sind alle drei Wur-
zeln 4 von (8) reell, daher sind auch die Radikanden in (11) reell.

Sollen fiir eine bestimmte Wurzel A4 von (8) alle Radikanden
in (11) positiv sein, so muB 42 >> 442 sein, daher 4% + /4% + /2 >
> 1212, Wegen (10) folgt daraus |cos(p + n. 120°%)| << % Da

von den drei Winkeln ¢ 4 n. 120° genau einer zwischen 60° und
120° oder zwischen 240° und 300° liegt, sind die Radikanden in
(11) fur genau eine Wurzel 1 positiv. Es gilt also

Satz 1. Haben die nichtsinguliren Kegelschnitte h und % ge-
trennte Schnittpunkte, so gibt es drei Kegelschnittpaare a, b, fiir
die h die harmonische Kurve 2. Ordnung und k die harmonische
Kurve 2. Klasse ist. Man findet die Paare a, b durch Bestim-
mung des gemeinsamen Poldreiecks A von h und h und Auflosung
der Gleichungen (8) (eine Winkeldreiteilung) und (11). Unter
den Voraussetzungen 1), 2), 3) besteht genaw ein Paar a, b aus
reellen Kegelschnitien, in den anderen zwei Paaren sind a und b
kongugiert komplex.

2.2. Einfache Beriihrung von h und h. Berithren ¢ und & ein-
ander in einem Punkt ¢/ und haben sie in U die Tangente %, so
werde das Koordinatensystem so gew#hlt, dal3 /(0,1,0) und # die
Gerade x; = o ist. Es vereinfacht und veranschaulicht die For-
meln, wenn man durch # = x; [ x5, ¥ = x, [ ; zu inhomogenen
Koordinaten x, y Gibergeht, so daBl man

a(2y = ayx* + 2a,x + ay), b(2y = b1x2® 4 28,x + by) (12)

schreiben und @ und 4 als Parabeln ansehen kann, die die Fern-
gerade # in U beriihren. Dabei ist @, == 0, 4, == 0, da @ bzw. &
sonst singulir wire. Im allgemeinen haben ¢ und 4 noch zwei
eigentliche Schnittpunkte Py, P, und zwei eigentliche gemein-
same Tangenten ¢, #,. Die x-Achse sei irgend eine Gerade durch
den Schnittpunkt von £; P, mit %, die y-Achse gehe durch U und
den Schnitt von # und #,. In (12) ist dann @, = &, = 0. Nach
(1) — () lauten % und 7% hier

(13)

_2ab g aa; +5,65\ 5 _ b a1bs + azby
/z(zy_——al_lrélx T WALES S+ sl

2 Miinchen Ak, Sb. 1975
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Es ist @, + 4; == o vorauszusetzen; zum Fall ; 4 4; = o siche
3.3.

Nun seien umgekehrt 2(2y = 22 + kg)und 2 (2y = hyx® +
+ 73) _gegeben. Wir setzen /% = hy, hy == hy voraus; (zum Fall
hiy = h, siche 3.1., zum Fall %, = %, siche 2.3.). Durch Wahl des
Ursprungs O auf dery Achse kann man erreichen, daB /; -+ /5 =
= 0 ist. Dann erhilt man durch Koeffizientenvergleich mit (13)
das Kegelschnittpaar «, &

2y = [Ay & V/h(/h_ hy)] % & l/ = llh chye (14)
1~ /1

Satz 2. Beriihren die nichtsinguliren Kegelschnitte h und /i
einander in genaw etnem Punkt U, so kann man sie kollinear in
Parabeln mit gemeinsamem Fernpunkt und zwei eigentlichen
Schnittpunkien iiberfiihren. Es gibt dann genau ein Kegelschnitt-
paar a, b, fiir das h die harmonische Kurve 2. Ordnung und h die
harmonische Kurve 2. Klasse ist. a und b sind die Parabeln (14)
mit dem Fernmpunkt U, sie entsprechen einander in den Polari-

titen an den Parabeln p(2y = -+ Vi, 1y 2%). In diesen Polari-
titen werden anch h und h vertauscht.

2.3. Doppelte Beriithrung von h und h. Berithren @ und 4
einander in zwei Punkten U, ¥/, so kann man « und 4 wie in (12)
ansetzen und V als Ursprung verwenden, so daBl a3 = 43 =0
und nach (13) auch /%y = %3 = o ist. Aus 4(2y = £,x% und
%(2y = hyx%) mit &, == /i, ergibt sich nach (14) das Kegelschnitt-
paar, das man aus (14) fiir /; = o erhilt.

Sind U und V reell, so kann man < und 4 bzw. /z und / durch
reelle Kollineation in zwei Parabeln, die einander im Fernpunkt &/
und in einem eigentlichen Punkt V' beriihren, iiberfiihren.

Sind U und ¥ konjugiert komplex, so kann man ¢ und & durch
reelle Kollineation in zwei konzentrische Kreise Uiberfiihren, etwa
a(x? + 32 =73 und 6(x® + 3% =7r3). Aus (2) —(4) folgt
A (x? +y = 72) und Z(x? + y? = 72) mit 7% = 27275 | (2 —{—r)
und 72 = (»2 4+ #7) | 2. Durch Polaritit an x% 4+ y® = rp (mit
= 7,7, = r#) vertauschen sich @ und 4, ebenso Z und /. Daher:

2
7y

Satz 3. Beriihren die nichisingulirven Kegelschnitte h und h
einander in zwei Punkten U, V, so existiert genaw ein Kegel-



Kegelschnittpaare mit gegebenen harmonischen Kurven 19

schnittpaar a, b mit h und h als harmonischer Kurve 2. Ordnung
bzw. 2. Klasse. a und b beriihven hund I in U und V. Je nachdem
U und V reell oder konjugiert komplex sind, kinnen h, h, a, b
durch reelle Kollineation in Parabeln, die einander im Fernpunkt
und in einem eigentlichen Punkt beriihren, oder in konzentrische
Kreise iibergefiihrt werden.®)

3. Fille mit unendlich vielen Losungen

3.1. Hyperoskulation von h und k. Wenn @ und &, gegeben
durch (12), einander in U oskulieren, aber nicht hyperoskulieren,
so sind in U drei Schnittpunkte und in # drei gemeinsame Tan-
genten von @ und 4 vereinigt. Es existiert noch ein eigentlicher
Schnittpunkt 2 und noch eine eigentliche gemeinsame Tangente
¢. Als y-Achse in (12) sei die Gerade g = UP gewihlt; die x-
Achse gehe durch den Schnittpunkt 7" von ¢ mit z. In (12) ist
dann @, = b, @y = — by, a3 = b3,s0 daB qund b jetzt 2y = a,x* £
+ 2a,x + a5 lauten. Dabei sei a, &= o, denn fir 2, = o wire
a = 4. Nach (1) — (4) ist

k(2y = g,2? + _Zlfazz_'_ﬂ), Z(zy = a;2® + d1d3+a§).
1

1
% und % sind kongruente Parabeln mit der gemeinsamen Achse
x = 0, sie hyperoskulieren einander demnach in . Um die
Gleichungen zu vereinfachen, setzen wir a3 [ a, = 4¢c. Wegen
a, 7 0 ist ¢ == 0; wegen a, == 0 ist ¢ endlich. Wegen ¢ == 0 kann
man ferner durch Verschiebung in y-Richtung erreichen, dal3

az = 2¢ ist. Dann lauten /%, 2 und der Kegelschnitt p, dessen
Polaritit £ mit 2 und 2 mit 4 vertauscht,

h(zy = a12 — 6¢), h(2y = a1x2* + 60), p(2y = ayx%). (15)

Sind umgekehrt % und /% in der Form (15) gegeben, so erhilt
man daraus wegen @3 = 4a,¢ und a; = 2¢ das Kegelschnittpaar
a,b

2y = aq,x° +4Vae x + 2 (16)

4 Im zweiten Fall ist 2 das harmonische, #2 das arithmetische, rlg, das geo-
metrische Mittel von 7% und 7;. Bei den Parabeln sind die Beziehungen zwi-
schen den Koeffizienten von 2? analog.

o*
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@ und & schneiden einander in (0, ¢) und haben die gemeinsame
Tangente y = —¢.

Aus diesem Paar @, 4 erhilt man weitere co! Paare, indem man
statt ¢ eine andere durch U gehende Gerade g! als y-Achse ver-
wendet. ¢! schneide % in H!, 2 in A1, p in P'. Als x-Achse werde
dann die Tangente von p in P! verwendet. Dann ergibt sich ein
anderes Paar a!, 4!; der eigentliche Schnittpunkt von 2! und 4!
liegt auf g!, die eigentliche gemeinsame Tangente von &' und 4!
schneidet die Tangente im Punkt P! von p auf . Aus dem Paar
(16) geht a!, 4! durch eine Kollineation hervor, die %, 7, ¢ je insich
und g in g! Giberfiihrt. Daher:

Satz 4. Wenn h und h cinander in U hyperoskulieren, gibt cs
ool Kegelschnitipaare a, b, fiir die h die harmonische Kurve
2. Ordnung und h die harmonische Kurve 2. Klasse ist. k, %y o
und alle Paare a, b lassen sich kollinear in kongruente Parabeln
mit gemeinsamem Fernpunkt iiberfiihren. Aus dem Paar (16)
entstehen die tibrigen Paare durch die Gruppe der Kollineationen,
die h und b (und p) in sich iiberfiihren.

Diese Kollineationen lauten (mit beliebigem s)

x=zx 425, y=2asx" +y' 4+ 20, (17)

3.2. Der Fall b = h. Haben zwei Kegelschnitte ¢, 4 ein nicht-
ausgeartetes Poldreieck 4 gemein, und soll £ mit / identisch sein,
so muB nach () /%, = 4y = /53 = 1 sein. (8) lautet dann 443 —
— 34 41 =0 und hat die Doppelwurzel 1/2 und die einfache
Wurzel — 1. Fir 4 = 1/2 ergibt sich aus (11) ¢; = @, = a3, also
der triviale Fall @ =6 =/ = 4. Fiir A = — 1 folgt

a(exi +&x5 + 2} =0), 6523 + exf + 23 =0), (18
wo ¢ und g die beiden primitiven dritten Einheitswurzeln (—~ 1 4
4+ V?,)/ 2 bedeuten. Die nichtsingulire Kollineation
=@+ Ve n=G—it) V2 n=4
fithrt 4 =/ (also ;7 + 23 4 22 = 0) und @ und 4 in die Kegel-
schnitte & — £ 4+ & =0 und & L2 V358 — & 28 —0

Uber. Das sind, wenn man &; [ & und &, | &; als inhomogene
kartesische Koordinaten deutet, drei kongruente gleichseitige
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Hyperbeln, die denselben Mittelpunkt &, = &, = o, £; = 1 be-
sitzen und deren Hauptsachen paarweise den Winkel 120° ein-
schlieBen. Daher gilt

Satz 5. Ist h =k, so gibt es zu jedem der oo nichtausgearteten
Poldreiecke A von h ein Kegelschnittpaar a, b, fiir das h =1,
harmonische Kurve 2. Orvdnung wund zugleich harmonische
Kurve 2. Klasse ist. a, b und h = h haben das gemeinsame Pol-
dreieck A. Sie lassen sich durch Kollineation in drei konzentri-
sche gleichseitige Hyperbeln iiberfiihren, deren reelle Scheitel ein
regelmdfiges Sechseck bilden. Die Kollineation ist komplex,
wenn A drei veelle Ecken hat; sie ist reell, wenn A eine reelle
Ecke und zwei konjugiert komplexe Ecken hat.5)

/2 und % kénnen aber auch identisch sein, ohne dal «z, & und
% =4 ein nichtausgeartetes Poldreieck 4 gemein haben. Die
in 3.1. verwendete Normierung (y-Achse = Gerade g = UP)
versagt, wenn P = U ist, wenn also /4 und % einander in U hyper-
oskulieren. Aus (13) findet man: Aus der Berlihrung von 2 und 4
folgt /s = %, wenn a, = b, ist; dann hyperoskulieren a(2y =
= a;x% + a3) und b(2y = a;x® + &;) einander, und % und % sind
ein und derselbe Kegelschnitt 2y = ay2? + (a3 + &3) [ 2, der
,,mitten zwischen @ und 6‘‘ verlduft. Daher gilt

Satz 6. Ist & = h, so gibt es aufer den o3 Paaren a, b von
Satz 5. nockh andere c0* Paare a, b. fedes solche Paar a, b besteht
hier aus zwei Kegelschnitten, die h =1k in einem gewdhlten
Punkt U hyperoskulieren, wobei fiir die zweiten Schnittpunkte
A, B, H von a, b, i mit jeder Geraden durch U gilt: (ABHU) =

= —1.

3.3. Singulire Kurven h und h. Bisher wurde vorausgesetzt,
daB % und 7 nicht singulir seien. Aus (2) — (4) 148t sich schlie-
Ben, daB % und % zugleich regulir oder zugleich singulir sind.
Besteht 4 aus zwei Geraden 2!, A! durch O(o, o, 1), % aus zwei
Strahlbiischeln, deren Triger Z’, A" auf x; = o liegen, so kann
man /% und % in der Form

® Je zwei dieser Hyperbeln spannen ein Biischel und eine Schar auf. Im
Biischel und in der Schar sind sie die dquianharmonischen Kegelschnitte. Die
dritte Hyperbel ist die Kombinante des Biischels bzw. der Schar.
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h(fya + hyxt = o), z(i 44 o) (10)
B hy

schreiben, indem man als Koordinatenachsen jene Geraden ver-
wendet, die harmonisch zu 4!, 2! und zu OA’, OA" liegen. Aus
(2) — (4) folgt dann mit den Bezeichnungen von (6) in 2.1., daf3
ayby + ayb, = o ist. Man kann &, = a,, b, = — a, setzen. Dann
folgt weiter aus (2) —(4), daB a3:é; = (hyay + Ayay): (hyay —
— hyay) = (hyay— hyay):(hyay + hyay) sein muB. Daraus erge-
ben sich co! Kegelschnittpaare 4, 4, nimlich (mit beliebigem )

(20)
& Wai + a4 p(fy & Why)ai = o, W = 1/— Iyl | fey .

Satz 7. Sind h und h (einfach) singulir, so gibt es die ool
Kegelschnittpaare (20), fiir die h bzw. & die harmonische Kurve
2. Ordnung bzw. Klasse ist. Diese Paare entsprechen cinander in
den perspektiven Kollineationen mit dem Zentrum (0,0,1) und
der Achse xg = 0. Fiir reelles i sind a und b reell (einteilig oder
nullteilig), wenn h und h reell, aber nicht beide einteilig oder
beide nullteilig sind (denn in (20) ist Wreell, wenn /%, /i, und 7, %,
verschiedene Vorzeichen haben).



