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Eine Charakterisierung von holomorphen
Vektorraumbiindeln

Von Gerd Fischer in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 4. November 1966

Der Raum der Tangentialvektoren an eine komplexe Mannig-
faltigkeit ist ein holomorphes Faserbiindel. FaBt man die Tan-
gentialvektoren an einen komplexen Raum mit Singularititen
zu einem Tangentialraum zusammen (vgl. z. B. [8], [12]), so er-
hidlt mankeinlokaltrivialesholomorphes Vektorraumbiindel mehr,
sondern nur noch einen holomorphen Faserraum mit Vektor-
raumstruktur, einen ,,/incaren Faserraum'‘. AuBerhalb der Sin-
gularititenmenge cines komplexen Raumes ist der Tangential-
raum selbstverstindlich ein Vektorraumbundel. Es soll hier gezeigt
werden, daf3 dies eine allgemeinere Eigenschaft eines linearen
Faserraumes L iiber einem komplexen Raum X ist: Die Menge
der Punkte p von ., fiir die die Dimension der Faser von L iiber p
grofler als eine vorgegebene natlrliche Zahl ist, ist analytisch
in X, und ein linearer Faserraum von konstanter Faserdimension
iiber einem reduzierten komplexen Raum ist bereits ein (lokal
triviales) Vektorraumbiindel.

Holomorphe Vektorraumbiindel Uber einem reduzierten kom-
plexen Raum lassen sich also charakterisieren als /Zolowmorphe
Faserrdume von konstanter Faserdimension, die mit einer Vek-
torraumstruktur versehen sind.

Auf weitere Eigenschaften linearer Faserrdume, zum Beispiel
auf die Beziehungen zu kohidrenten analytischen Garben, soll an
anderer Stelle eingegangen werden.

0.

Zunichst ist es notig, einige Begriffe und Bezeichnungen fest-
zulegen.

8 Maianchen Ak. Sb. 1966
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X sei ein komplexer Raum, dessen Strukturgarbe nilpotente
Elemente enthalten darf. Ein kolomorpher Faserraum tiber X ist
ein Paar (Y, 1), bestehend aus einem komplexen Raum ¥ und
einer holomorphen Abbildung* 7: Y — X. Fir jeden Punkt
p € X sei ¥, die mit der durch 7 bestimmten komplexen Struk-
tur versehene Faser v71 (p) (vgl. [4], 2.1 oder [6], 10-07). Ist (¥,
') ein weiterer holomorpher Faserraum {iber X, so heiBt eine
holomorphe Abbildung ¢ : ¥ — V' holomorphe Faserabbildung,
wenn T =7 @. In diesem Fall induziert ¢ iiber jedem Punkt
# € X eine holomorphe Abbildung ¢,: ¥, — V¥, (vgl.[2], § 1, 3).
Da die Basis X im folgenden nicht verindert werden soll, schrei-
ben wir ¥ * V' fiir das Faserprodukt ¥ X Y'. Die Faser (¥ * Y,)p
ist analytisch isomorph zu ¥, X ¥, (vgl. [6], Exp. 10). Sind wei-
ter holomorphe Faserrdume (Z, o) und (Z’, ¢') {iber X und eine
holomorphe Faserabbildung y: Z — Z' gegeben, so ist das Faser-

produkt g * y: Y * Z — Y' % Z' definiert als Beschrinkung von
pXypauf V*Z.

Unter einem lincaren Faserraum wollen wir nun ein Vektor-
raumobjekt in der Kategorie der holomorphen Faserriume ver-
stehen (vgl. [3], p. 351, [6], Exp. 12).

Definition 1. Ein /inearer Faserraum iber einem komplexen

Raum X ist ein holomorpher Faserraum (Z, ) zusammen mit
holomorphen Faserabbildungen

*: Lx L— L (Addition)
o : C X L — L (Skalarmultiplikation)
O: XL (Nullschnitt)

derart, daf} die ,,Vektorraumaxiome** erfiillt sind.

1 Es wird stets stillschweigend unter einem komplexen Raum ein Paar, be-
stehend aus dem zugrunde liegenden topologischen Raum und der Struktur-
garbe, und unter einer holomorphen Abbildung ein Paar, bestehend aus einer

stetigen Abbildung und einem Garbenhomomorphismus, verstanden (vgl. [2]
und [6]).
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Unter einem Vektorraumaxiom wird dabei die Kommutati-

vitdt eines Diagrammes verstanden (vgl. [9], [10]), z. B. fiir die
Assoziativitdt der Addition:

d %

L+ L ! L+ L
lq-*z‘d l"'
LxL . I

Es folgt unmittelbar aus der Definition, daB O eine Einbet-

tungsabbildung von X in L ist, und X reduziert ist, falls Z redu-
ziert ist.

Satz 1. Sei (L, X) ein linearer Faserraum iiber X, p © X und
n=dim L,. Dann ist L, ein komplexer Vektorraum und es gibt
einen biholomorphen Vektorraumisomorphismus von L, auf den
C* mit der gewdhnlichen (reduzierten) komplexen Struktur.

Beweis. Durch #, e und O wird auf Z, eine holomorphe Vek-
torraumstruktur
*,: L, X L,—~ L,
o,:CxL,—~L,
0,:{p} — L,

induziert. Nach CARTIER ([1], p. 109)? ist L, als komplexe Lie-
gruppe ein reduzierter komplexer Raum. Mit Hilfe einer Basis
in L, konstruiert man sofort den gesuchten Isomorphismus.

Satz 2. 75t (L, X) ein linearer Faserraum iiber X, so ist fiir jede
natiirliche Zahl i die Menge A;: = |p € X : dim L, > i} analy-
tisch in X.

Beweis. Wir kdonnen annehmen, dafl X und Z reduziert sind.
Nach einem Satz von REMMERT ([11], Satz 17 und [7], Prop. 7)
ist die Menge B;: ={v & L:dim, L, (»y = 7} analytisch in L.

2 Einen ecinfachen Beweis des Satzes von CaRTIER hat F. OorT in den
Inventiones math. 2 (1966) gegeben.
8'
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Da die Beschrinkung von A auf die Nullschnittfliche O (X) bi-
holomorph ist und wegen Satz 1 4, = 4 (B; N 0 (X)), folgt die
Behauptung.

Ist X zusammenhidngend, so existiert also eine natiirliche Zahl
» und ein offener dichter Teilraum X' von X, so daB fiir alle
Punkte p aus X' die Dimension von L, gleich » ist. Bevor genauere
Aussagen iiber die Beschrinkung von L auf X' moglich sind,
miissen Morphismen linearer Faserrdume eingefiithrt werden.

2.

Definition 2. Seien (Z, ) und (L', ') lineare Faserriume {iber
dem komplexen Raum X. Eine holomorphe Faserabbildung
&: L — L' heiBBt Morphismus lincarer Faserrdume, wenn die fol-
genden Diagramme kommutieren:

+*

L+L =/
(Vertrdglichkeit mit
*
l s * 15 der Addition)
=

CxlL —2 1L

lz.d % £ lE (Vertriiglichkoi"c n}it .
der Skalarmultiplikation)
ezl —=

Ist &: L — L' ein Morphismus linearer Faserrdume, so ist
£,: L, — L, fiir jeden Punkt p € X einVektorraumhomomorphis,
mus. Wenn die beteiligten Riume reduziert sind, ist diese Ei-
genschaft auch hinreichend dafiir, daB eine holomorphe Faserab-
bildung ein Morphismus linearer Faserrdume ist (vgl. 4, 1. Bei-
spiel).

Durch diese Definition sind auch Begriffe wie Zsomorphismaes-
Unterrawm usw. fir lineare Faserrdume festgelegt.

Definition 3. Ein linearer Faserraum (V, y) tiber X heiB3t /o-
lomorphes Vektorraumbiindel (vom Rang » und mit der Struktur-
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gruppe G L (n, G)), wenn (V, ) lokal isomorph zum trivialen
linearen Faserraum (X X C”, p7,) ist, d. h. wenn es zu jedem
Punkt p & X cine Umgebung U von p in X und ecinen Isomor-
phismus gt (U) — U X C* linearer Faserrdume iiber U gibt.

Satz 3. Ein linearer Faserraum (L, 1) diber einem rveduzierten
komplexen Rauwm X, bei dem die Dimension der Faser L, fiir alle
Punkte p S X gleich ist, ist ein holomorphes Vektorraumbiindel.

Beweis. Sei ¢ &€ X und # = dim Z,. Da Z, nach Satz 1 eine
komplexe Mannigfaltigkeit ist, gibt es nach GRAUERT-KERNER
([4], Satz 2.2) Umgebungen U C X von ¢, W C L der Null von
L, und einen Polyzylinder Z C C”, sowie eine biholomorphe Fa-
serabbildung ¢: W — U x Z (iber U als Basis und bezlglich
der Projektion von U x Z auf U)derart,daBog,: W N L, —{g} x Z
Beschrinkung eines Vektorraumisomorphismus Z, — {g} x C”
ist. Es ist nun eine biholomorphe Faserabbildung zu konstruie-
ren, die diese Eigenschaft fiir alle Punkte p € U hat.

Dazu wihlt man eine in Z enthaltene Basis (z,);., .. _,
des C. Ist U geniigend klein, so ist (w): = ¢ (£, 2)) a1, . »
fiir jeden Punkt p & U eine Basis von L,. Die Faserabbildung
0: UXC =2V (U), (pyey, .. ey mrcywy+ ... ¢, w), ist
holomorph und fiir jeden Punkt p & U ist g,: {p} x C* — L, ein
Vektorraumisomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dalBl g biholo-
morph ist.

Sei Vi=g!'(W)CUxxOC" und o:=9¢|V. Dann ist
po 1V —UXZ ecine eineindeutige holomorphe Faserabbil-
dung und es gibt eine Umkehrabbildung v = (@ ¢')™. Fiir jeden
Punkt p € Uisty,: {p} X Z — V holomorph und auBerdem gibt
es einen Polyzylinder Z' C Z mit folgender Eigenschaft: zu jedem
Punkt(p,2) € U x Z' existiert ein ¢ € C*, so daB U X eV
und (p, 2) € o (U X {¢}). Daher ist auch die Beschrinkung
von y auf den Schnitt ¢ o (U x {c}) holomorph und nach dem
Satz von Harroas (vgl. [5], § 9) ist ¢ |U X Z’ holomorph. Daraus
folgt, daf3 p biholomorph ist, und der Satz ist bewiesen.
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4.

Die Bedingung in Satz 3, daB3 X reduziert sein muB, ist wesent-
lich. Dazu ein einfaches Beispiel.

Sei X der durch die Gleichung a? = o definierte einpunktige
(nicht reduzierte) Unterraum von C mit der Koordinate x, sei L
der durch die Gleichungen #*=o0 und xs = o definierte Unter-
raum von G X € mit den Koordinaten x und s und sei 1: L —+ X
die von der Projektion C X C — C, (x, 5) —> x, induzierte holo-
morphe Abbildung. Die Vektorraumstruktur des trivialen linea-
ren Faserraumes C X C Uber € induziert die Struktur eines li-
nearen Faserraumes in (Z, ). Fir den X zugrunde liegenden
Punkt p ist dim Z, = 1, (£, 4) ist jedoch echter linearer Unter-
raum von (X X G, pry), also kein Vektorraumbiindel.

Dieser lineare Faserraum X X G liefert auch Beispiele fiir ho-
lomorphe Faserabbildungen &: X X C— X x G, die keine
Morphismen linearer Faserrdume sind, fiir die jedoch &,:{p} %
X G —{p} x C linear ist.

Man hiite sich schlieBlich vor der Vermutung, Satz 3 gelte auch
dann, wenn man von Anfang an alle komplexen Rdume mit re-
duzierten Strukturen versieht. Hierzu ein zweites Beispiel.

Sei N:={(x,9) € C:2%— y® = o} die Neilsche Parabel,
K:={x9sHEN X Q:axs— 33 = 0, 452 — 9y = o}
und %: K — N die Beschrinkung von pr,: N X (2 — N auf X.
In der Terminologie von WHITNEY [12] ist (X, %) der Raum der
Tangentialkegel an V.

Fiir jeden Punkt p & NV ist die analytische Teilmenge »! ()
C {p} % €% ein Untervektorraum der Dimension 1. Da jeder
holomorphe Schnitt V' — KX im Punkte (0,0) den Wert Null hat,
kann jedoch (X, %) nicht lokal trivial sein. (K, %) ist kein linearer
Faserraum, denn K, ., ist nicht reduziert. AuBerdem ist in die-

sem Beispiel & X, K nicht reduziert, obwohl! & und K reduziert
sind.
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