BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1965

MUNCHEN 1966

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Kontraktion und Flutreibung*
Von Karl Ledersteger in Wien

Vorgelegt von Herrn Walther Gerlach am 8. Oktober 1965

Kiirzlich! konnte gezeigt werden, daB3 es iberhaupt keine
Gleichgewichtsfigur gibt, welche mit der wirklichen Erde die Ele-
mente (£, w, a, a;, /5, C], also die Masse, die Rotationsgeschwin-
digkeit, die Trigheitsmomente, die Aquatorachse und die
Aquatorachse des Kernes @, = @ — 2900 km gemeinsam hat. Wir
haben daher zwischen der Gleichgewichtsfigur der Erde und dem
Normalsphiroid der Erde scharf zu unterscheiden. Die Gleich-
gewichtsfigur hat ecine groBere Rotationsgeschwindigkeit, ent-
sprechend einem um 11™ 398 kiirzeren Sterntag, bei einer Ober-
flichenabplattung von rund 1:296. Stellen wir uns diese Figur
erstarrt vor, so sind ihre Flichen gleicher Dichte bei der heutigen
kleineren Rotationsgeschwindigkeit nicht mehr Niveauflichen.
Lediglich das frei bewegliche Meer hat sich der verringerten
Fliehkraft angepalit und seine Oberfliche ist eine Niveaufliche
des ,,Normalsphiroides* der Erde mit der Abplattung 1:298,29.
Das Normalsphiroid ist also keine Gleichgewichtsfigur, aber wir
kénnen die Abplattungsfunktion der Flichen gleicher Dichte
leicht exakt aus der Gleichgewichtsfigur berechnen.

Bei dieser Betrachtung ist die Achse a festgehalten, d. h. wir
haben vollends von der Kontraktion abstrahiert, welche der Flut-
reibung entgegenwirkt. Denn die Kontraktion bedingt eine Ab-
nahme des Trigheitsmomentes €, welche wegen der notwendigen
Konstanz des Drehimpulses @ C mit einer Zunahme von o ver-
bunden sein muf3, wihrend die reine Gezeitenbremse eine Ab-
nahme von o bei unverindertem C bewirkt. Es ist nicht bekannt,
wie sich im Laufe der etwa 3 Milliarden Jahre umfassenden Ge-

* The research reported therein partly was sponsored by the U. S. Govern-
ment.

! K. Ledersteger:,,Die Gleichgewichtsfigur und das Normalsphiroid der
Erde*, im Druck.
Minchen Ak.SB. 1965
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schichte der Erde das Verhiltnis von Kontraktion und Flutrei-
bung gedndert hat. Derzeit besteht die vereinigte Wirkung sicher-
lich in einer Tagesverlingerung, d. h. die Gezeitenwirkung ist
groBer als der Effekt der Kontraktion. Ohne Zweifel waren beide
Effekte zur Zeit der Ausbildung der Kruste wesentlich stirker,
der Effekt der Kontraktion wegen der geringeren Festigkeit des
Erdkérpers, der Effekt der Gezeitenreibung wegen der gréBeren
Mondniihe, wobei allerdings auch der Einflul der Krustenfor-
mation zu beriicksichtigen wire. Eine exakte Trennung der bei-
den Effekte von Kontraktion und Flutreibung ist somit ein schr
schwieriges physikalisches Problem.

Betrachtet man aber bloB8 Anfangs- und Endstadium, wobei
letzteres streng vorgegeben ist, wihrend ersteres zahlreiche An-
nahmen zuliBt, so kann eine tabellarische Ubersicht iiber die
moglichen Fille sicherlich ein wichtiges Hilfsmittel bei der Er-
forschung der Erdgeschichte darstellen. Schitzt man den ge-
meinsamen Effekt von Kontraktion und Flutreibung heute auf
etwa eine Sckunde Tagesverldngerung in 120000 Jahren, so muf}
der reine Effekt der Gezeitenreibung ca. 1—28 in 100000 Jahren
betragen, was in 3-10° Jahren 30000-60000% ausmacht. Die
obigen 699® wiren demnach mit etwa 43-86 zu multiplizieren,
was besagt, daB} die Erde in fritheren Zeiten bei entsprechend ge-
ringerer Festigkeit weitgehend der abnehmenden Fliehkraft fol-
gen konnte und nur ganz allmihlich in den jiingeren Phasen der
Entwicklungsgeschichte zurtickgeblicben ist. Die Abplattung
im Inneren ist etwas zu grol3 und daher das Trigheitsmoment C
etwas kleiner als es im Idealfall des Gleichgewichtes sein mul3.

Mit den Ausgangsdaten

E = 5976,106-10* g; a = 6,37818-10% cm;
w? = 5,317496-107% sec™?; o = 7292,116-1078 sec™! (1)
Jo = 1082841078, H = 327235.10—8

findet man leicht fur die heutige Erde:

(C—A) = [, Ea® = 263,2547-10%g cm?® = CH, (2)
= 80448,2-10% g cm?; o ( = 5,8663 76064 -10" g cm? sec!.
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Am Anfang der Entwicklungsreihe steht unbedingt ein Mac-
Laurinsches Ellipsoid, dessen Aquatorradius im Hinblick auf die
Kontraktion mindestens gleich dem heutigen Radius sein muf.
Damit ergibt sich sofort der Mindestbetrag des urspringlichen
Trigheitsmomentes

Crin = -25—Ea2 = 97246,018-10% g cm?2. (3)
In diesem Falle bestcht also die Kontraktion lediglich in einer
Massenkonzentration bei unverdnderter Aquatorachse. Bei der
Kontraktion bleibt der Drehimpuls unverdndert, wihrend er
durch die Gezeitenreibung abnimmt. Mithin liegt das Minimum
des urspriunglichen Drehimpulses vor, wenn der urspriingliche
Tag gleich ist dem heutigen:

(@0, = 7,0912 9244104 g cm? secL, @

Durch die Abnahme von € auf den heutigen Wert erhdht sich die
Rotationsgeschwindigkeit auf

0, = 8814,731-107, 5)
woraus sich als zugehorige Tagesldnge ergibt:
2m/w, = 71280,55 = 19148 ™00, 55, 6)

Dies bedeutet aber eine Verkiirzung des Tages um (232 56™04,18
— 19148m00,55) = 4108™ 03,68, welche im vorliegenden Falle ge-
rade durch den entgegengesetzt gleichen Betrag der Tagesver-
lingerung durch Flutreibung kompensiert werden muB. Damit
ist aber bereits der Minimalbetrag des reinen Fluteffektes gefun-
den: 14883,65.

Jetzt sind wir auch in der Lage, fiir iquidistante Annahmen fir
die Linge des ,,Urtages’’ unter Zugrundelegung des minimalen
Trigheitsmomentes (3) die minimalen Absolutbetrige der Tages-
verkiirzung durch Kontraktion und der Tagesverlingerung durch
Flutreibung zu berechnen. Die an sich sehr einfache Rechnung
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sei am Beispiel: Urtag = 18Poo™ 008 = 648008 dargelegt. Die
urspriingliche Rotationsgeschwindigkeit wird

wy = 27: 64800 = 696,274 - 1078, (a)
Damit ergibt sich das minimale Ausgangs-Drehmoment:

wy C

min

= 09,4202 4034-10% g cm? sec™?! (b)
und mit dem heutigen Trigheitsmoment wie in (5,6)
w, = 11720,884-1078; 27: w, = 53606,88. (c)

Dies aber bedeutet eine Tagesverkiirzung von 18hoomoo® auf
14h53m26 88 also um 3Po6m33,28 und es folgt die Tagesver-
lingerung durchreine Flutreibung: (237 56™Mo4,15 — 14553 026, 85)
= + ghoz2™37,35

Selbstverstindlich handelt es sich bei den Ausgangsfiguren um
die lineare Reihe MacLaurinscher Ellipsoide mit konstantem
Triagheitsmoment C,;, oder mit der konstanten Achse a. Diese
Reihe endet in einer mit maximalem e, rotierenden Scheibe. Zur
Bestimmung der maximalen Rotationsgeschwindigkeit miissen
wir auf die MacLaurinsche Gleichgewichtsbedingung in der Form

w? a® 3 (3+n¥arctgn—3n ST
L = Py 7 - V 1 + 772 (7)

=

zurlckgreifen, welche fiir 9 = oo oder fiir die Abplattung ¢ = 1

den Grenzwert & — % z liefert. Somit gilt:

wp = % 7 -%E— = 3619,6364+107%; w, = 100,2534-1075;
27 wy, = 3302,58 = 55M02,55, )

Auf diese Weise erhalten wir folgende Tabelle der Minimal-
betrige von Kontraktion und Flutreibung:
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Da der Mindestbetrag des reinen Fluteffektes nahe bei 150008
liegt, empfiehlt es sich, Tabellen fiir die Fluteffekte 300008,
450008, 60000% und 750008 zu berechnen, um einen tieferen Ein-
blick in die Zusammenhinge von Kontraktion, Flutreibung, ur-
spriinglichem Trigheitsmoment sowie urspringlicher Achse «
und Abplattung ¢ des homogenen Ausgangsellipsoides zu gewin-
nen. Das Verfahren sei wieder am Beispiel des Urtages 18h =
= 648008 dargelegt, wobei wir den reinen Fluteffekt von 450008
= 12830™ voraussetzen. Um diesen Effekt zu erzielen, mul} der
Tag infolge der Kontraktion auf (23h56mo04,18— 12030™) =
= 11026M0y4,18 = 41164,1% absinken, d. h. der Kontraktions-
effekt muB3 (18R - 11226m04,18) = 6133Mm 55,08 = 23635,05 scin.
Wihrend im obigen Falle der Minimaleffekte das homogene Aus-
gangsellipsoid mit der heutigen Achse ¢ das Trigheitsmoment
C,. besitzt und die Kontraktion auf die Gleichung w,C,,, =
= w, (' fithrt, wobei C, das heutige Trigheitsmoment der Erde
bezeichnet, hat jetzt das homogene Ausgangsellipsoid die grofere
Achse @, und das dementsprechend groBere Triagheitsmoment
Co=mnC,,;, womit aus der Kontraktion folgt: w,Cy= w,C,.
Fithrt man die Rotationsdauer # = 27: w ein, so ergibt sich dar-
aus die Doppelgleichung:
=ty Co =1, nC

min

I"O CE = tb me'n

also:
n=tf: t;, (9)

was im vorliegenden Beispiel # = (53606,8:41164,1) =
= 1,30227067 liefert. Es folgt leicht:

Co=nC,, = 126640,6-10* g cm?; ai = (CO : % E);
ay = 7278,591 km. (10)

Der Faktor # ist jeweils am gréfiten fur das Modell mit dem
Urtag 23P356™04,18% und nimmt mit wachsendem w, allmihlich
auf 1 ab. Um diese zweite Grenzldsung zu finden, hat man bloB3
zu beachten, daB in jeder Reihe eines bestimmten Fluteffektes
¢, und w, konstant sind. In unserem Beispiel ist #, = 41 164,18
und daher w, = 15263,8-10°8. Mit dem Drehimpuls w, C;
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findet man das zu C,,;, gehdorige kleinere wy = 12627,2- 1078 und
damit #, = 49759,3% = 13"49™19,38. So erhalten wir zu jeder

Annahme des reinen Fluteffektes die zugehérige Mindestlinge

U,,:, des Urtages:

Reiner Fluteffekt: 14883,68... U, = 23"56™04,18
30000 = 18 51 3173 Shozmlz’oﬂ
45000 =13 .49 193 ¢ o3 12,1
60000 = 8 47 07,25 02 12,0
75000 = 3 44 55,2

und man sicht, daB3 U,,,, cine streng lineare Funktion des Flut-
effektes ist, welche flir 86 164,18 auf U, = o fithren wiirde. Doch
ist damit die physikalische Grenze bereits liberschritten.

In jeder der Reihen Tabelle II-V sinken mit abnehmender
Linge des Urtages », C, und @, ab, ebenso der Effckt der
Kontraktion, wihrend &; und damit die Abplattung ¢, des Aus-
gangsellipsoides wachsen. LdBt man fiir das homogene Aus-
gangsellipsoid Achsenwerte @, < gooo km und Abplattungen
eo S 0,1 als physikalisch moglich gelten, so gestatten diese
Reihen bereits eine Abschidtzung des maximalen Fluteffektes.
Wihrend nidmlich die Lésungen der Tabellen I1-1IV diesen For-
derungen geniigen, ist dies flir den Fluteffekt 750008 nicht mehr
der Fall. Denn fur die Urtage U = 81 ist die Achse a4 zu grol,
fur die Urtage U <C 81 hingegen die Abplattung zu grof3. Somit
dirfte das Maximum des reinen Fluteffektes nur knapp an
750008 heranreichen.

Die Berechnung der Abplattungen aus € erfolgt im allgemeinen
Uber die zweite Exzentrizitit * = (a*—¢%): ¢% aus (7) und

1+ =0—e> (79)

Der angenommenen Grenzabplattung ¢ = 0,1 entspricht & =
0,0867 und 7 = 0,4843. Unterhalb dieser Grenze kann bequem
die Entwicklung

ie-{———ez—{—ie"... (7b)

benltzt werden.



Kontraktion und Flutreibung 109

SchlieBlich koénnen noch Reihen mit konstanter Linge des
Urtages berechnet werden. Jede dieser Reihen beginnt mit der
Minimallésung der Tabelle I. Davon ausgehend wachsen mit 7
alle Ubrigen GréBen Cy, a,, &, und e¢,. Kontraktion und Flut-
reibung nehmen stets um denselben Betrag zu, so daB der Ge-
samteffekt unverdndert bleibt. Die zweite Grenzldsung ist jeweils
durch die mit der gegebenen Geschwindigkeit rotierende Scheibe
bestimmt. Es gilt hierfiir:

g = (wia): BLE) =2 a; Co=nC,y; n=(ag:ap)?;
Eosmin = (wg ay: BRE); also: 3 = (—i— 7 50",{”)2, (11)

woraus sich 7, 'y und @4 und in weiterer Folge gemil (9) Kon-
traktion und Flutreibung ergeben.

Tabelle VI. Maximalwerte von Kontraktion und Flutreibung (Eo =3 n)

4
Urtag: 23856M0o4,15  22Bo0M00,08 20B00M00,05 18B00M0O0,08
”n: 77,3817492 69,1571314 60,9041671 52,90220778
Co: 7525060,10 6725255,64 5922687,73 5146461,33 * 10%0
ay: 56106,867 53041,434 49776,032 46399,705 km
Kontr.: —23P40m42,08 —21hyqm12,685 —19hy3my2,08 —17h43m07,18

Flutr.: 423 40 42,9 +23 40 16,7 +23 39 46,1 423 39 11,2
GessE. 4 000 00,0 4+ 1 56 04,1 + 3 56 04,1 -+ 5 56 04,1

Urtag: 16800™00,05  14h00M00,05 12h00M00,05 10ROOM 00,08

n: 45,2307046 37,8539122 30,8211211 24,1608243

Co: 4398505,91 3681142,23 2997231,30 2350419,17 * 1010
ay: 42895,669 39242,093 35409,597 31356,929 km
Kontr.: —1gbhg2m26,55 —13h41m38,65 —11040Mm 40,58 — gh3zgm27,8s

Flutr.:  +23 38 30,6 +23 37 42,7 +23 36 44,6 +23 35 31,9
Ges.E.: + 7 56 04,1 + 9 56 04,1 +11 56 04,1 -+13 56 04,1

Urtag: 8Boomoeo,08 6B o0m 00,08 4hoom00,08 2hoo™mEo,08

”n: 17,9498007 12,2313707 7,1233911 2,8269197

Cy: 1745536,92 1189452,10 692721,42 274906,68 * 1040
ay: 27022,491 22 300,649 17023,159 10723,919 km
Kontr.: — 7B37mg2,78 — sh3sm3g,1s — 3h32Mo7,78 — 1h24m53,08

Flutr.:  +23 33 56,8 +23 31 43,2 +23 28 11,8 +23 20 357,1
Ges.E.: 415 56 04,1 +17 56 04,1 +19 56 04,1 421 56 04,1
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Mit abnehmender Linge des Urtages werden diese Reihen
immer kiirzer, bis schlieBlich fiir U = oh55m02,58 Maximum
und Minimum zusammenfallen.

Der Bequemlichkeit halber stellen wir noch die Grenzwerte fiir
Kontraktion und Flutreibung und die Minimalwerte der Ab-
plattung zusammen:

Tabelle VII:

U Kontraktion: Flutreibung: Comin

ol 55moz,58: 570,4%— 570,45 83432,0-83432,0°8 1

2h 1243,7— 5093,0 80207,8—84057,1 1: 2,31
4h 2487,4—12727,7 74251,5—84491,8 11 7,16
6h 3731,1—20139,1 68295,2—84703,2 1: 15,33
8h 4974,8—27472,7 62338,0—84836,8 1: 26,58
10h 6218,5—34767,8 56382,6—84931,9 1: 41,12
12h 7462,2—42040,5 50426,3—85004,6 1: 58,87
140 8705,0—49298,6 44470,0—85062,7 1: 79,80
16h 9949,6 —563540,5 38513,7—85110,6 1:104,006
18h 11193,2—63787,1 32557,3—85151,2 1:131,50
20h 12436,0—71022,0 26601,0—85180,1 1:162,16
22h 13680,6—78252,6 20644,1 —85210,7 1:196,05
23hg6moy,18 14883,6—85242,9 14883,6—85242,9 1:231,91

Die duBersten Grenzen des reinen Fluteffektes sind durch die
letzte Zeile der Tabelle VII gegeben, und zwar ginzlich unab-
hingig vom Entwicklungszeitraum der Erde. Nimmt man letz-
teren mit 3 Milliarden Jahren an, so ergibt sich fiir den Durch-
schnittswert D des Fluteffektes in 100000 Jahren leicht:

0,494455 < D < 2,841145. (12)

Vorstehende Analyse liefert einige Anhaltspunkte fur die Ab-
schitzung der Linge des tatsichlichen Urtages. So erweist sich
die vielfach vertretene Ansicht U ~ 41 bereits als sehr unwahr-
scheinlich, weil dann die Abplattung des Ausgangsellipsoides
gréBer als (1: 7,16) sein miite. Ferner fanden wir oben, daB die
obere Grenze des reinen Fluteffektes bei rund 750008 liegen muB,
woraus sich D, ~ 2,508 ergibt. Umgekehrt kann der Fluteffekt
kaum unter 50000® liegen, da sonst die Linge des Urtages
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gréfer als 128 sein miiBte (D,,,, ~ 1,67%). Die ziemlich plausible
Annahme ¢ < o,1 erfordert einen Urtag von mindestens 5
Stunden.

Die durch die homogenen Scheiben definierten Maximalwerte
der Tabelle VI kénnen natiirlich bei weitem nicht erreicht werden.
Eine vorsichtig gewiéhlte obere Grenze kann vermutlich durch
n = 2 festgelegt werden. Damit folgt ja bereits g = 9o20,1 km.

Aus # = 2 wird einheitlich €y = 2

min

und gemiB (9): 7, = % L,

also:

Urtag : 23056moy, 15 221 00Mm 00,08 201 00M 00,08 18h00™ 00,08
Kontr. : —14 02 03,8 —12 54 00,3 —11 43 38,4 — 10 33 16,6
Flutr. +14 02 03,8 414 50 04,4 -+15 39 42,5 +16 29 20,7
Ges. E.: 0 00 00,0 4+ 1 06 04,1 -+ 3 56 04,1 -+ 5 56 04,1
Flutr. : 50523,88 53404,4° 56382,58 59360,78
£ 0,00079035 0,01158779 0,01402121 0,01731015
Urtag : 16" oo™ 00,08 14hoom 00,08 12100m 00,08 100 00™ 00,08
Kontr. : — 9 22 54,8 — 8 12 32,9 — 7 02 11,1 — 5 51 49,2
Flutr. : 417 18 58,9 418 08 37,0 +18 58 152 -+19 47 33,3
Ges. E.: 4+ 7 56 04,1 + 9 56 04,1 +11 56 04,1 +13 56 04,1
Flutr. : 62338,98 65317,0% 68295,18 71273,18
£o 0,02190817 0,02861475 0,03804785 0,05608489
Urtag : 8hoomoo,08 6t oo™ 00,08

Kontr. : — 4 41 27,4 — 2 19 54,6

Flutr. +20 37 31,5 +20 15 58,7

Ges. £.: 415 56 04,1 +17 56 04,1

Flutr. 74251,58 72958,75

£ : 0,08763353 0,0867

Fir U = 8P hat sich die Abplattung bereits groBer als 0,1 er-
geben, weshalb fiir U = 6" die obere Grenze auf Grund der An-
nahme &, = 0,0867 berechnet wurde. Damit ergab sich g, =
= 7419,4 km und » = 1,3531536.

Operiert man schlieBlich mit dem Mittelwert der obigen
engeren Grenzen 1,678 < 0D < 2,508, d. h. mit einem Fluteffekt
von 62 5008, so liegt die Mindestlinge des Urtages bei 8 Stunden.
SchlieBlich ergeben fiir » < 2 und &, < 0,0867 fur verschiedene
Flutreibungseffekte folgende Grenzen des Urtages:
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Flutreibung 500008: 12h08m35,38 < U < 230 56™04,18
55000 10 27 51,3 < U £20 55 42,5
60000 8 47 07,2 S U <17 34 14,5
65000 7 06 23,2 <14 12 46,5
70000 5 25 39,2 S U <10 51 185
74000 7 40 48,9 S U £ 8 10 08,0.



