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Auflésung der Singularititen gewisser holomorpher

Abbildungen
Von Gerd Fischer in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 2. Juli 1965

Ist 7: X — ¥ eine holomorphe Abbildung einer komplexen
Mannigfaltigkeit X" auf eine Riemannsche Fliche Y, so heilit =
reguldr in einem Punkt p = X mit lokalen Koordinaten (xy, ...,
x,), wenn mindestens eine der Ableitungen 97/0x, ..., 07/0x, im
Punkte p nicht verschwindet. Andernfalis heillt T singuldr in p.
Die analytische Menge S(7) der Punkte von JX, in denen 7
singuldr ist, heit Singularititenmenge von 7. 7 heilt regulir,
falls S(7) leer ist. Ist 7 regulir in p, so sind die Fasern 771 (g),
¢ € Y, in einer Umgebung U(p) singularititenfreie Hyperfli-
chen. Es gilt zwar nicht die Umkehrung, die Singularititen
holomorpher Abbildungen mit singularititenfreien Fasern lassen
sich jedoch in naheliegender Weise ,,auf/dsen''. Bei holomorphen
Abbildungen auf hoéherdimensionale komplexe Mannigfaltig-
keiten ist die angegebene Art der Singularititenauflésung im
allgemeinen nicht mehr moglich (vgl. Beispiel 2). Moglichkeiten,
die Singularititen von holomorphen Abbildungen auch dann
noch aufzulésen, wenn die Fasern Singularitdten besitzen, wur-
den von E. Brieskorn in [2] untersucht.

Herrn Professor R. Remmert bin ich fiir seine wertvollen An-
regungen zu grollem Dank verpflichtet.

Definition. Ein kommutatives Diagramm

X > V
¥ l ”
ot s 5

heiBBt Auflosung (der Singularititen) einer holomorphen Ab-
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bildung 7 von einer komplexen Mannigfaltigkeit X auf! eine
Riemannsche Fliche YV, wenn folgendes gilt:

i) X ist eine mit X gleichdimensionale komplexe Mannig-
Faltigkeit und Y ist eine Riemannsche Fldche,

i) T ist eine regulire holomorphe Abbildung,

i) & ist eine surjektive holomorphe Abbildung und n ist eine
analytische Uberlagerung.

Unter der generellen Voraussetzung, dall X eine komplexe
Mannigfaltigkeit, ¥ eine Riemannsche Fliche und 7: X — ¥V
eine nichtkonstante holomorphe Abbildung ist, gelten {iber die
Existenz von Auflésungen folgende Aussagen.

Satz 1. 7st fiir cinen Punkt p & X die durch p gehende Faser
in p singularititenfrei, so gibt es eine Umgebung U(p) mit einer
Auflosung

von T|U.

Satz 2. /st fiir einen Punkt ¢ & Y die Faser I = 171(g) sin-
gularititenfrei und kompakt, so gibt es eine Umgebung V (q) mit
einer Auflosung

L

N‘:'\b
Y‘:V)

(V) =

von | T (V), wobei & eine unversweigte analytische Uberlagerung
isz.

1 Das bedeutet keine Einschrinkung, wenn 7 eine nicht konstante und
daher offene Abbildung ist (vgl. hierzu z. B. [6], Satz 28).
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Satz 3. Ist v eine eigentliche Abbildung, so daf} das Bild ©(S (7))
der Singularititenmenge von v in V endlich ist® und sind alle
Fasern von v singularitétenfrei, so gibt es eine Auflosung von
71X — YV, wobei & eine analytische Uberlagerung ist.

Beweis von Satz1: Sei p & X, U eine Polyzylinderum-
gebung von p mit Koordinaten (z, x;, ..., x,) und sej y eine
Koordinate in der Umgebung V' = t(U) von ¢ = 7(p), so dal
7 zwischen & und V" durch eine holomorphe Funktion y = f(z, x)
beschrieben wird, wobei zur Abkiirzung ¥ = (a3, ..., x,) gesetzt
ist. Weiter sei U so gewihlt, daf3 die Faser v71(¢) in U durch
z = o gegeben ist. Daher kann man f nach dem Weierstral3-
schen Vorbereitungssatz? nach etwaiger Verkleinerung von U
schreiben als

flz2) = ez, %) (X +ay(x) 2 + -+ + a,(x))

mit ¢(z,x) =+ o fur alle (z,2) € U. Da f auf jeder Geraden
x = const genau dann gleich Null ist, wenn z = o, folgt ; = ...
= a, = 0. Dae(z, x)in U keine Nullstelle hat, kann man durch die
Koordinatentransformation (z,x) — (', x) mit 2’ = Ve(z,x) 2
erreichen, daB3 v durch y = 2’7 beschrieben wird. Nun defi-
niert man V als Teilmenge von U mit den Gleichungen
5 =...=x, =0, 1(¢,2): = (¢,0) und 5: = 7|V, d. h
n(z',0) = z'“ Damit ist Satz 1 bewiesen.

Aus Satz 1 ergibt sich ein einfaches Kriterium, wann eine
holomorphe Abbildung mit singularitdtenfreien Fasern auf eine
Riemannsche Fliche regulir ist:

Korollar 1. © : X — V st genan dann rveguldr in einem Punkt
P E X, wenn folgendes gilt:

i) die Faser v (t(p)) ist in p singularititenfrei,
ii) es gibt eine Umgebungsbasis {U;(p)}, so daf fiir alle 7 die

Fasern von tv|U; susammenhingend sind.

% Diese Voraussetzung ist z. B. erfillt, wenn X kompakt ist.
¥ Siehe z. B. [s], 2. Kapitel, § 2.
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Zum Beweis von Korollar 1 gentigt es zu bemerken, daf3 Be-
dingung ii) gleichbedeutend damit ist, dal} % eine biholomorphe
Abbildung ist.

Korolar 2. /st fiir einen Punkt p & X die durch p gehende
Faser in p singularitdtenfres, so gibt es eine Umgebung U(p), so
daf alle Fasern in U singularititenfrei sind.

Schon fiir den Fall, daB3 dim ¥ = 2, gilt Korollar 2 nicht mehr,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel1. Sei 7 : C;— C, definiert durch (xy, 2y, x5) — (4] — 1525, 2,).
Die Faser iiber dem Nullpunkt des C,, gegeben durch die Glei-
chungen x, = 0 und 2} = o ist singularititenfrei, alle Fasern
tiber Punkten (0, ¢) mit ¢ == o sind Neilsche Parabeln.

Selbst unter der Voraussetzung, dal3 in einer Umgebung eines
Punktes p & X alle Fasern singularititenfrei sind, ist eine Auf-
16sung wie in Satz 1 fir dim ¥ > 2 im allgemeinen nicht moglich:

Beispiel2, Sei v : C3— C, definiert durch (ary, 2, 75) — (47— x50, %,).
Alle Fasern von 7 sind singularitdtenfrei, iiber Punkten (¢, 0)
sind es Geraden, tber Punkten (¢, ¢y) mit ¢, <= o Parabeln.
Fiir eine Folge von Punkten (o, 4,, 0) des C; mit 4, == o, die gegen
den Nullpunkt des C; konvergiert, konvergiert die Folge der
Tangenten an die Fasern in den Punkten (o, 4;, 0) nickt gegen
die Tangente an die Faser im Nullpunkt. Fiir eine Auflésung
nach Satz 1 ist jedoch die Konvergenz dieser Tangenten cine
notwendige Bedingung.

Beweis von Satz 2: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
kéonnen wir annehmen, daBl # zusammenhingend ist. Da /Z
kompakt ist, gibt es nach [7] Hilfssatz 3 eine Umgebung von 7,
so daB3 die Beschrinkung von 7 auf diese Umgebung eigentlich
ist. Daher konnen wir auf Grund des Steinschen Faktorisie-
rungssatzes? weiter annehmen, daf3 alle Fasern von 7 in einer Um-
gebung von / zusammenhidngend sind. Die Konstruktion der
Auflésung verlduft nun folgendermal3en. Sei p € F und seien V.n
und die Umgebung V' von ¢ wie im Beweis von Satz 1 gewihlt.

4 Siche [7], Satz 12,
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Man setzt 77 : = =1 (V) und definiert eine analytische Menge
7:={¢d)E T x ﬂ'lr(t) = 5(2)}. Durch Beschrinkung
der kanonischen PI‘O]thlOI’leI’l von 7 x V auf 7 erhilt man
holomorphc Abbildungen y : 7 — 7T und 7: 7 — V. Bezeichnet

7 die Normalisierung® von 7 und v: T — 7 die kanonische Ab-
bildung, so behaupten wir: Fiir eine geniigend kleine Umgebung

V(g) ist 7" eine zusammenhingende komplexe Mannigfaltigkeit
und durch die Abbildungen é = yo» und 7 = T°» ist die ge-
suchte Auflésung konstruiert.

Da Fkompakt ist, gibt es in X ein endliches System {U}, ..., Uy}
von offenen Mengen, sodaB fir t| U, ( = 1, ..., V) eine Auflésung
nach Satz 1 existiert und # von {U, ~ #, ..., Uy m F} {iberdeckt
wird. Sei V'C (%, ©(U,) eine Umgebung von ¢ mit 7" =
= (V)C U/, U;. Da F nach Annahme zusammenhingend
ist, gibt eseine nattirliche Zahld (die,, Multiplizitdt" von F), sodall

fur alle zu / transversalen Geradenstiicke I}C 7" mit der Koordi-
nate z die Abbildung n =1 V:V —V durch n(¢) = ¢ be-
schrieben wird. Sei ein beliebiges 7 herausgegriffen und U =
= U, ~ 71 gesetzt. Dann ist 7 in U>< V mit Koordinaten
(z, 2y, ..., X3, 2) durch die Gleichung = 27 definiert, d. h. die

\ormallslerung von 7'~ (O V) besteht aus & Zusammenhangs-
komponenten ll, . Td, die durch &| T f - U(@0=1,..,d)

biholomorph abgebildet werden. Damit ist gezeigt, dal} 7 eine
komplexe Mannigfaltigkeit und & eine unverzwelgtc analytische

Uberlagerung ist. Weiter ist 7| T,s Tﬁ — V eine Projektion, daher
ist 7 eine regulire Abbildung. Ist FC T eine Faser von 1, in
deren Punkten v regulir ist, so ist 7 als topologischer Raum
nach [3, S. 31] sogar als C*-Mannigfaltigkeit) Produkt von
£ und V, also zusammenhingend. Damit ist Satz 2 bewiesen.

F' = E1(F) ist homéomorph zu F und E|F':F' — F ist eine
unverzweigte Uberlagerung. Falls /# einfach zusammenhingend
ist, ist £| F' eine topologische Abbildung und daher die Multipli-
zitdt & von F gleich eins. Man erhilt daraus das

® Siehe z. B. [4], § 6.
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Korollar 3. Sei v: X — YV eine holomorphe Abbildung mit zu-
sammenhangenden Fasern von der komplexen Mannigfaltigheit X
auf die Riemannsche Fliche V. [st eine Faser I von v singulari-
titenfrei, kompakt und einfach zusammenhingend, so ist T in
allen Punkten von F reguldr.

Der Beweis von Satz 3 verlduft analog zum Beweis von Satz 2,
sobald man in geeigneter Weise eine Riemannsche Fliche v
tiber ¥ konstruiert hat. Nach dem Steinschen Faktorisierungs-
satz? kénnen wir wieder annehmen, dal3 alle Fasern von 7 zu-
sammenhingend sind. Daher gehért zu jedem Punkt ¢, &
€ {¢1, .- ¢,} = (S (7)) eine natiirliche Zahl 4, > 2, die Multipli-
zitit der Faser iiber g,. Wir wihlen » weitere paarweise ver-
schiedene Punkte ¢, ..., ¢, in ¥ —17(S(7)) und verbinden fiir
jedes o die Punkte g, und ¢, durch einen Weg S,, so daB die
Wege S, paarweise punktfremd sind. Sei & das kleinste gemein-
same Vielfache der Zahlen 4,, ..., &, sei m, = d|d, und be-
zeichne ¥1,.. ., ¥? d Exemplare von ¥ mit den entsprechenden
Wegen Sg und den Punkten q':, und qé,” (o=1,..,7,0=1,...,4d).
Nun werden die Flichen ¥’ tiber den Wegen S, derart verheftet,
daB ¢} genau dann mit ¢ (und ebenso ¢,” mit ¢,”) identifi-
ziert wird, wenn ¢ — y ein ganzzahliges Vielfaches von mz, ist.
Sei V die so aus V1, ..., V? entstandene Fliche.® Der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen s, ist 1, daher gibt es ganze
Zahlen g, ..., g,,s0dall 1 = g, m; + -+ + g, m,; daraus folgt
sofort, daB ¥ zusammenhingend ist. Durch Einfithrung von
lokalen Koordinaten wird nun ¥ eine Riemannsche Fliche {iber
¥ mit einer Uberlagerungsabbildung 7 : Y — Y, die Giber jedem
Punkt ¢, und g, m, Verzweigungspunkte der Ordnung &,—1
besitzt.

Ist X die Normalisierung von X = {(p,¢) € X X Y:l'c(p) =
= 1(¢)}, so induzieren die Projektionen von X X Y auf X bzw.Y
holomorphe Abbildungen £: X — X bzaw. 7: X — V. Sei p € 4,
g7 = 1(p), ¢ = n(¢) und p = E(p); nach Satz 1 ist es moglich,
lokale Koordinaten (z,x) in U(p), y in V(g) und y in VA((}) so zuwih-

6 Zu der hier durchgefiihrten Konstruktion vgl. z. B, [1], Kapitel 5.
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len, daB folgendes gilt: je nachdem, ob ¢ & {g,, ..., 7,, 71, - 70},
g =g, oder ¢ =g, ist X in U X V definiert durch die Glei-
chung z = 9, 2% = 5% oder z = j%. Daraus folgt, dal in
allen drei Fillen 7 in p reguldr und in den beiden ersten Fillen &
in p lokal biholomorph ist. Falls ¢ = ¢, hat & in p einen Ver-
zweigungspunkt der Ordnung &, — 1, & ist also eine (im allge-
meinen verzweigte) analytische Uberlagerung.
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