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Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegung

der Planetoiden des Hecuba-Typus im Raum
Von Alexander Wilkens in Miinchen

Vorgelegt am 8. November 1963

In zwei fritheren Abhandlungen, veréffentlicht in den ,,Sit-
zungsberichten der Bayerischen Akademie der Wissenschaften:
1959, S. 61—101 habe ich eine Theorie der ebenen Bewegung der
Planetoiden des Hestia-Typus des Sonnensystems entwickelt,
d. h. derjenigen Planetoiden, deren mittlere Bewegung zu der des
groffen Planeten Jupiter nahezu im Verhiltnis 3:1 (Hestia-
Typus) steht, unter Beriicksichtigung der sikularen und der
entsprechenden kritischen Glieder. Weiter behandelte ich in einer
2. Abhandlung in den Sitzungsberichten vom Jahre 1960,
S. 227-249 das entsprechende ebene Problem im Falle des
Hecuba-Typus, bei dem das Verhiltnis der mittleren Bewegungen
des Planeten zu Jupiter nahezu 2 : 1 betrigt, so daf die kritischen
Glieder der Storungsfunktion schon in den Termen 1. Grades
der Exzentrizititen, im erstgenannten Falle erst in den Termen
2. Grades auftreten. In der nun hier folgenden 3. Abhandlung
gehe ich von der bisher ebenen Bewegung auf die raumliche Be-
wegung Uber, zuerst im Falle des Hecuba-Typus, dann in einer
4. Abhandlung im Falle des Hestia-Typus.

In der Theorie wollen wir in bezug auf die Entwicklung der
Stérungsfunktion R diejenige Form wihlen, die Le Verrier in
den ,,Mémoires‘‘, Bd. 10 der ,,Annales de I’Observatoire de
Paris’ vorgeschlagen hat, d.h. die klassische Form der Std-
rungsfunktion nebst ihrer Entwicklungsform, aber doch noch in
einer besonderen Form, wenn wir die Jupiter-Bahn als Grund-
ebene wihlen. Dann reduziert sich die gegenseitige Bahn-
Neigung / bei Le Verrier zwischen Jupiter- und Planetoiden-
Bahn, indem die Jupiterbahn die Neigung ¢ = o hat, auf die
Abhingigkeit von 7/, der Bahn-Neigungsdifferenz zwischen bei-

8* Minchen Ak, Sb. 1963
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den Bahnen, die wir mit 7 bezeichnen wollen. Dann reduziert

sich der Bahnneigungs-Parameter 7 = sin %] bei Le Verrier auf
1 .
(1) nN=41un

wobei 7 also die allgemein kleine Bahn-Neigung des Planetoiden
gegen die Jupiterbahn als Fundamentalebene fixiert, wenn wir
noch von Gliedern 3. Grades in 7 absehen. Das nun infolge der
geniherten Kommensurabilitit kritische, also ausschlaggebende
Winkel-Argument beim Hecuba-Problem hat die folgende Form:

(2) =2/ —]—tresp. {'= 2//—I—7,

wotT=§ +oresp. v = " + ¢, wo ¢ und ¢’ die Abstinde des
sphirischen Bahn-Schnittpunktes von Planetoid und Jupiter
vom aufsteigenden Knoten von Jupiter resp. dem Planetoiden be-
deuten. Fillt nun der Schnittpunkt beider Bahnen, wenn 7' =0
wird, in die Ekliptik = Jupiterbahn, so reduziert sich 7 auf §
und ebenso wird 7/ = §, so daB ¢ und ¢’ {ibergehen in (2a)
{=2/"—7— §. Die dann nur von den Parametern 7 und
abhingende Stérungsfunktion hat dann bei der riumlichen Be-
wegung im Hecuba-Problem die folgende Form:

(3) R=m’[%A°-—%172-Bl+%17233cos 20 + ... 1,
wo ? = % 72 und wo das Argument die folgende Form hat:
(3a) 20 =4l'—21—2§,

und wo die Koeffizienten A’, B* die bekannten Laplaceschen
Transzendenten sind und iberall die GauBBsche Konstante 42 = 1
sein soll, so daB die Zeiteinheit % = 58.1335 mittlere Tage fixiert.

Da die mittlere Linge des Planetoiden:
4) l=¢+[n-de,

wo ¢ die mittlere Lange der Epoche und # die mittlere Bewegung
fixieren, so fithrt die Gleichung (2a): { = 2/'— /— §, bei Diffe-
rentiation nach der Zeit in bezug auf das im Hecuba-Falle bei
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Betrachtung der Bahn-Neigung und auf das in der Stérungs-
funktion allein auftretende Vielfache 2 { auf die folgende Diffe-

rentialgleichung:

a d d ’
6 == W)=

—4n —2m—2. B A
=4 v dt

Zwecks Integration nach der Zeit ist in dieser letzten Darstellung

d .
zuerst noch der Term 71% als Funktion der Bahnelemente und

der Zeit ¢ zu untersuchen, ausgehend von der entsprechenden
Gleichung auf Grund der Variation der Konstanten, wonach
(s. Tisserands Traité de Mécanique Céleste, Bd. 1, pg. 169:

de 2 Yo 1—1/1—32 oR
O F=—mm tVi—e ST ST
1 .
tg 52 orR

na? 1/.1 — ¢? “ o

Im Falle kleiner Bahn-Neigung 7, wie wir sie voraussetzen wollen,
beschrinkt sich die rechte Seite von (6) bei der vorausgesectzten
allgemeinen Beschrinkung auf die Terme 2. Grades in z, auf den
folgenden Ausdruck in bezug auf den letzten Term von (6):

t 1 . OR R s '
7wt e VO G nach (3), wenn # = — 7 gesetzt wird,

SR . 0 G
vom 1. Grade in 7 wird, also der Term 7 - —; vom 2. Grade in ¢

wird, also beriicksichtigen ist, so daf3 der Nenner ]/1——8"’ in
(6) ohne Entwicklung gleich 1 zu setzen bleibt. Weiter ergibt sich

in bezug auf den vorletzten Term in (6) bei Entwicklung des
Faktors von 28 der Gesamtkoeffizient: — . % e —— 0k

de 2 na* oe’
1. Ndherung ein Term in ¢! allein ist, der in unserem Problem
nicht in Frage kommt. Schlielich enthilt der 1. Term von (6):

—2Va % wegen R nach (3) sikulare wie kritische Glieder vom

der in

2. Grade der Neigung, wobei der nur von ¢ abhiingige rein siku-
lare Teil-Term wegzulassen ist, da er bei Integration bereits in der
beobachteten mittleren Bewegung enthalten ist: im tibrigen bleibt

R
noch folgendes zu beriicksichtigen, wenn wir —— explizit fixieren:
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OR _ 1 [d4® | o dB | dB )

M e=m [ Za T ( 7 T aa COSZC] )

44 - : : :
72 nach 72 zu entwickeln bleibt, sobald & weiter

unten als Funktion von 7 entwickelt sein wird. Weiter ist der von

der rdumlichen Bewegung, d. h. zugleich von 7 und { abhingende
Term der Stérungsfunktion nach (3):

wo also noch

8 AR= L' B3 2cos28,wol=2/'"—1—Q,
> n

woraus in bezug auf die Ableitungen nach /7 und §, folgt:

R oOR
C) 20 e
wonach ein Integral ableitbar sein muf3, weil diese Ableitungen

zu den zeitlichen Ableitungen der Elemente ¢ und in 7 Beziehung

stehen missen. Zunichst ist ndmlich die zeitliche Ableitung von a
bekanntlich:

dV a oR
(10) ( }i/;‘ ) Y
weiter ist 7' = 7 4 (7' — 1), wo 7' — 7 bei kleinen Bahn-Neigun-
gen ecine kleine Gréfe 2. Ordnung in 7 und 7' ist (s. Tisserand,
Traité de Mécanique Céleste, Bd. 1, S. 295, Formel [6]). Dann
ist weiter in bezug auf die Differentialgleichung der Neigung ¢
gemiB der Theorie der Variation der Konstanten:

di
(11) 'E:'—

1
na?) 1—e* sini 9§, na?y 1 —eé*

. R tg(%i) (a/e a]«).

‘o
ist mindestens vom 1. Grade in 7, ebenso wie in ¢, also mindestens

vom 2. Grade: 7 - e. und entfillt wegen derAbhingigkeit von e 7;

. R . . ; s
der letzte Term in bezug auf —"= ist in bezug auf die kritischen

A . . . OR
Der vorletzte Term dieser Gleichung in bezug auf: tg % i3

Terme 4/'—2/—271 der Stérungsfunktion mindestens vom

o . N OR
2. Grade in 5 = — 7, also der Gesamt-Term: tg (—z} 2= vom
n 2’ g 2 o€

3. Grade, deshalb also wegfallend. Es verbleibt in (11) nur der
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1 OR ol .. OR
TR der vom 1. Grade in 7 ist, weil =T

2. Grade in 77 resp. 7 ist. Da weiter in unserem Falle nach (2):
{=2/"—1—Q, folglich asj\; if, so ergibt sich nach (11)

und dann mittels (10) die neue Gleichung:

erste Term:— vom

\ di 1 IR 1 d(l/;) . 1 d[ln(lfa—)]
W) == w T T d T ar
oder (13) & (In V&) = — = d(s?), also bei Integration mit dem
gesuchten Resultat der Dz;rstellung von ¢ als f(7), indem bei
Integration erhalten wird: In (¢) = — — (z —7%) mit z* als Inte-
grationskonstante, so daB3 folghchwelter In (Va ) =— (z —5)

mit 7, als Integrationskonstante, womit der Endausdruck fir o
erhalten wird: (14) a = ax- £~ %", mit ay = E%, so daB schlieB-
lich weiter die Darstellung von ¢ als Funktion von ¢ lautet:
(15) @ = ax (/—7?%), womit also @ als Funktion von 7 definitiv
dargestellt ist, bis zum 2. Grade von 7 einschlieBlich. Ist zur
Zeit der Epoche ¢ = ¢y : a = a,, so folgt zur Darstellung von

ay durch gy nach (15) : (16) ay = 2 =y (1 2.0,

11—
Analog folgt weiter in bezug auf die mittlere Bewegung #:

(a7)in = ﬁ =7y (1 + %2'2), WO 7ty = :;—/zund ferner nach (17)
ny als Funktion des Anfangswertes 7 : 724 = 725 (1 — —,3,— TRt

so dall immer 7, < 7, also ay > a,.

Nach der obigen Darstellung und ersten Integration der
grofen Halbachse als Funktion der Bahn-Neigung 7 ergibt sich
nun die Frage nach dem weiteren Wege der Integration zur Dar-
stellung der iibrigen Elemente als Funktion der Bahn-Neigung,
und zwar zuerst in bezug auf den kritischen Winkel {. Um auch
diese Variable als Funktion von 7 zu erhalten, haben wir von der

a¢

dazu ndtigen Relation —=- auszugehen, indem wir also bilden:
s
af _ 4t _ Z(,0)
(18) @i T di T NGO

d?
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so daB zunichst die Funktionen Z und &V zu bilden sind, und
zwar unmittelbar auf Grund der Differentialgleichungen fiir

dt di . .
= und =7 Zuerst ist dann:

(19) Z=22 =2 (2r—1—Q), wo I=¢+ [n-dy

wo im vorliegenden Untersuchungsfalle in bezug auf die nur
sikularen und langperiodischen Stérungen der Neigung und des
Knotens in der Stérungsfunktion nur Argumente der Form:
A= 2§ =40'—2]—2 § auftreten, so daB

dd _ _dt _ de a8
(20) 7_27_4 VA 2 %—‘27;; Z_Et_’

wobei 7 bereits in (17) mittels 2 = ny (1 + % 7%) als Funktion
von 7 dargestellt wurde; ferner folgt noch nach der Darstellung

von % in (6) nach der Darstellung von R in (3) rechter Hand
in bezug auf den Term:

(212) 5 A°= [ 4%ay) + (a—an) (G )+ E57 (Z) |

so daf3 analog direkt folgt:

(21b) %%i=i[(d‘4°) + (a— a*)(%)—)*—l—...].

Nach (6) tautet dann der 1. Teil von fit , da —771; =V a:

(22) —d—t = 1.Teil = —2V7a 2 —a__ 2 V;;(1 _%"2)%15
wo —‘gg— gemiB (7) fixiert ist, so daf3 schlieBlich, geordnet nach 72,

unter Weglassung des konstanten Teils, weil dieser in dem be-
obachteten # enthalten ist:

o9 () =Vaw-a[-L(22), +

+';_((fi_§) COSZC—L(dd/iO) —a*(%)*]-
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Es fehlt dann noch die Behandlung des letzten, 3. Termes von (6)
in bezug auf:

1 ¥
de tg5 2 R
(24) pars - =

e

wo nach der Darstellung von R in (3) zunichst folgt:
IR . ! 1. 3 _ 1 . 1

o e w[hisessitis]

d. h. ein Term 1.Grades in 7; die Koeffizienten B und B° brau-
chen nicht noch nach 72 entwickelt zu werden, entsprechend dem

. i . OR
Integral: @ = ay (1 —4%), weil alsdann Terme 3. Grades in 57 er-

scheinen wijrden die vernachlissigt werden. Dann aber reduziert
sich pars 2 von — gemaB (24) auf:
(26) (%), = 57/ [BY cos 20— BY] - - =

dt|s 8 = . Vax '’

wo der Nenner ]f1 —¢* weggefallen ist, weil sonst Terme in 72 . ¢2
entstanden wiren, die vernachlissigt werden, abh%ingig vom
4. Grade, noch mit 2 behaftet. SchlieB3lich ist dann durch die

Zusammenfassung : Z,j = del e "153

fixiert.

Zur Darstellung von — dc fehlt nun noch die Darstellung von

ddt , fixiert durch die leferentlalglelchung (s. Tisserand: Traité
de Mécanique Céleste, Bd. 1, S. 169:

(28) an, 1 OR t

dt ~ nadsini o7 2!
1—¢

wo der Faktor —— — = 1—|—ie2 ...
1 oR 1/1—e2 .

T = O Grad in 7, so daB folglich die Terme in ¢? wegfallen.

, ferner der Faktor:

Weiter ist der Divisor # « a? = ]/a, wo wieder nach: (13) a =
1 1 .
ay - (1—1%), ferner bei Entwickelung: =— sz = (1 +5 2 4.,

. . 1 _ 1 2 9 . _
also folglich: ——— = Vs (1 B 3¢ +.. .),so daB schlief
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lich die Differentialgleichung fiir die Knotenlinge die folgende

Form annimmt:
asn, - 1 OR
(29) i (1 + _’ ) a7 "

Da nun die rechte Seite dieser Gleichung wie im Falle der
fritheren Elemente bis zum 2. Grade in 7 zu entwickeln ist, haben

wir den Faktor % % noch bis zu den Termen 2. Grades dar-
zustellen, in R selbst also bis zu den Termen 4. Grades von 7
zu entwickeln, nachdem wir frither schon die Terme 2. Grades
der Stérungsfunktion fixiert haben (siche die Darstellung in (3)).
Die Zusatz-Terme 4. Grades der Stérungsfunktion lauten nun
nach den ,,Recherches Astronomiques‘ von Le Verrier in den
,,Annales de I'Observatoire de Paris®, Bd. 10, S. 38 in bezug auf

die Terme 4. Grades:
(30) Ry=+— L GOt — Lt gt cos2 L+ 2 5 COn' cos 4.¢,

wobei die Koeffizienten G° L%, C%von Le Verrier in den ,,Annales
de I’Observatoire de Paris‘* Tome 10, pg. 32 als Funktionen der
Laplaceschen Transcendenten definiert worden sind, also:

1
Nalipey ZG,

(30a) G°= % (C? 42 ("), It = %(62 +CY), €8 =

so dafl also die Berechnung der Koeffizienten (9 C?, C4, C®
mittels €%, 2, ¢4, ¢% als Funktionen von a = % (a' = halbe grofle
Achse der Jupiterbahn), also nach den Formeln von Le Verrier
im 10. Bande der ,,Recherches etc.’’, S. 10-32, oder auch nach
der Veroffentlichung des Verfassers im 166. Bande der ,,Astron.
Nachrichten®’, Nr. 14 (Jahrgang 1904) berechnet werden kénnen.

Auf Grund der Definitionen der beiden Teile von R nach (3)
und (30) mit Riicksicht darauf, dal3 die Laplaceschen Transcen-
denten B* von a, also nach (15) von der Neigung 7 abhingig sind,

so daB 2 7 = — 208" Zt folgt zunachst.
R T 1. 1 dBl dB?
2ty pa L. pBs — xza

== * B+41.6’cosz£ Tt + ( Z)coszé’

GO 3L Ja.m 2ocs.g
+8G 7 41, zcoszé‘+32 C® - 73 cos 4¢.
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Infolge der Abhingigkeit der von @ = a4 (1 — 7%) abhingenden

Funktionen B ergibt sich weiter bei Potenz-Entwicklung bis 72
einschlieBlich:

0 [ dB*
(32> Bk:Bi—a*'Zz(da )*)
so daf3:
d Bk e . [ dB*
<33> At Ayt ( da \)*;

und folglich weiter gemiB (31) die neue Form erhalten wird:

e . 4. dB' | 1. dB
B +4B cos 2¢& g% +82_dz' cos 2¢

1
2o 4

—}-%Go- iz—%[}-iz - cos 2§ —&-%C6 7% cos 4¢.

Die Substitution von @ = a4 (1 — %) ergibt dann die folgende

Darstellung fiir die noch in (34) bis zur 2. Potenz in ¢ benétigten
Differenzen:

(352) —%Bl—i-%B-" cos 2 =

o) {dBY dnRd
= ———;—{BL—Bicos 2C—a*-zzl‘( 7 )*— (%)*cos zé‘].
Analog folgt entsprechend fiir das 2. Differenzenpar in (34)
gemiD (33a):

L dB | 1 dB® ! o[ (4B d B ,]
(352) —gigrtgigrcos2l="ay-i [(7;)* (W)*COSZ* :
Die restlichen Terme in (34) bleiben, weil schon vom 2. Gradeiny,
unverindert, wobei also: G®= GY%, I8 = L% und Cs = C§ zu

. - oR .
setzen ist, womit die Darstellung (34) von zi'aTl als Potenzreihe
nach 7 bis 22 vollzogen ist.

Der Ubergang von % auf die definittive Form nach (29) mit

Riicksicht auf den Faktor 1 + —23’— 72 als Potenzreihe nach 7 auf

Grund obiger Darstellungen von (352), (35b) und (35¢) ergibt
dann die neue Darstellung:
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d .Q, m'

i l/a*

__(B =5 coszé’)—{— Gy - [(‘i{]:) _(%)*COSZC]_!"

—I—z'ﬂ%G"—%L‘*coszC +?32~ Cscos4é—%(3§——b’i cos 24')”.

.. . a
Zusammenfassend kénnen wir der neuen Darstellung von 7‘%

die allgemeine Form geben:

(36a) % = iy + my * 7%,
wo die Koeffizienten m, und , direkt aus (36) ablesbar und
spiter in (48) fixiert sind. Damit ist nun der letzte Term in (19):

d@‘ d. h. [i,‘i,z’ als Funktion von 7 dargestellt, so daf3 zur Dar-

ste]lung vorn (18) % noch die Darstellung von 75_; = N verbleibt,

und zwar auf Grund von (3) und (11), so daB3 man die folgende
Gleichungerhilt, unterVernachlissigung der Terme 3. Gradesinz:

di 1 . .
— Ny i
37 =" Ve P sin 2¢

wihrend die weiteren Terme bereits vom 3. Grade in z, also zu
¢

vernachldssigen sind. Weiter verbleibt die Darstellung von =7

nach (19), auf deren rechter Seite alle Terme bereits als Funk-
tionen von 7 und ¢ dargestellt worden sind ; unter Zerlegung noch

Fon el = ds‘ —|— dt * gemil (23) und (26) folgt alsdann als Dar-
dé‘

dt
stellung von 7"

ac _ 3 . 'Y w [t [dA°
=20 —ng (1 + S %) ~m sz* P [7((1(1)*

dt
W () (e
-{—a*(%)*-l—?a* Bycos2l—4- —Bl]—id‘ti,

d . . a3y
wo 7{}’— in (36) bereits dargestellt worden ist. Somit ist es nun

moglich, gemiB (10) die Differentialgleichung
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(39) T =7 =005

zu bilden, als Grundlage zur Darstellung von { als Funktion
von 7, wo wir (39) mit Riicksicht auf Form und Lésung noch die
folgende Darstellung geben wollen:

as
(40) N — =2

dabei ist nach (11) und (3) unter Wegfall von #3:

_di 1t oR _ m'

1
dt —  ina® di _7]/,:

B3 isin 2¢
(41)

! ! de d‘Q,
7 [2[—[—&]:2% _71—71.7—7,
L (%)1 - (%)3 und 6261 und —2 de'“’ nach (23)und (26) fixiert

dt
worden sind. Bemerkenswert ist, da3 %t& in (36) mit einem Term

in 72 - cos 4 behaftet ist.
Damit sind auf Grund der Darstellung (41) die Koeffizienten V
und Z soweit entwickelt, daB} wir die Gleichung (40) nunmehr in

bezug auf % auf die Endform bringen koénnen, die den Typus
der Differentialgleichung und damit ihre Losung erkennen lassen
wird, um zunachst ¢ als Funktion von ¢ darzustellen. Da nun &V
bereits in (41) dargestellt wurde, verbleibt noch die explizite von

Z= di , wobei nach (23) und (26) bereits — dt d€1 il ‘{53 daes

gestellt wurden und ferner nach (13) ummttelbar folgt.

n = Ny (1 +—z) (s. 17).

Weiter handelt es sich nun um die Aufstellung der aus der
Differentialgleichung (18) folgenden weiteren Gleichung:
d¢ , de a8
(42) -‘—z,—t—= =27Z—7Z—'W—7,
oder weiter nach Substitution der Darstellungen von & und Z
nach (41):
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de a8,

m! ..
B8, - f g =2 Tt CEON
B.i.sin2l =24 —un ~ TR

1
4 Vax

wo zuerst als Funktion von 7 und { zu substituieren ist:

(43) —

"= ny (1 —l—i 2'2) und ferner in 2% nach (22) resp. nach (23)

dt

und (26) der konstante Teil von ;’it

konstante Teil schon in der beobachteten Linge enthalten ist
mittels des beobachteten 7, so da nach (23) und (26) die folgen-
den Terme in 72 verbleiben:

wegzulassen ist, weil dieser

d_e_ ’.'ZL/_ dA° 3a [ d2A0 /'ﬂ 14
7 A Z:Zl a*(da)*+ﬂ*(d ) ] (da)* 81/ZB :

tlrym B Ve ()]s 2t

Weiter befindet sich die definitive Darstellung von—a;—sj’schon in

(36) resp. (36a), womit nun alle Terme in (43) als Funktionen
von { und 7 fixiert sind. Setzen wir noch im linken Faktor von (43):

sin 2{ - d{ =— % d (cos 28), so erhalten wir die neuc Darstel-

lung der Hauptgleichung:

m! 2 ; d a8,
(43) Ty B G = G G

wo nun rechts eine Zusammenfassung der Terme vorzunehmen
ist, zuerst in bezug auf die Darstellung von 7 = n, (1 —}-% z'_z),

dann weiter (44) entsprechend:

(46) L8 — 1 by + #y cos 20),

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:
d Bt *a (d? A0 11/ [dA°
’él — [ I/ﬂ* ( ) + Ay ( da )* +? l/ﬂ* (_47)*

V()

(462)

by = m' [8 T
*



Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegung (Hecuba-Typus) 13

Ferner wird nach (36):

a8,
(47> 7 "y +22 Mg,

WO

m'

(472) ny = Vs [—%B}e + %Bi cos 24‘]
*

(47b) my= %[‘%Bi +%Bi cos 2¢{ —}—%a* (%)*_
*

1 and 1 1
— o[ G cos 204 5 Go— L L cosat +33Chcos 42,
so daf}, wenn weiter:
(48) my=my~+my - cos 2 und my = my +m} - cos 2¢ + my '« cos 4¢,

die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

1

! _ 1 3
my = __B , W ——-— By,
0 4 Vﬂ-x- B 0 Vd-x- *
r_ m [ 1o 1 dB? i o
“ _+1/E[ 6B*+z“*(da)*+?6*]
(49) i [ JZILI (@) ]
B Va* 4 da Jx)
=3 gy
32 Var

Jetzt bleibt weiter in Hinsicht auf die Differentialgleichung (40)

Z,C = Z die Darstellung der Funktion Z auf Grund der De-
finition von Z in dem Gleichungs-System (41), wobei zuerst nach
fritherer Darstellung # = #ny (1 -+ % %) und die beiden anderen
Summanden als Funktion von 7 und { schon oben fixiert wurden,
indem nach (46) Z—i = (&, + £, cos {) %, wo die Koeffizienten £y
und 4, dort (46a) ebenfalls definiert sind, sc daB schlieBlich

d;}, nach (47) zu substituieren bleibt.
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Folglich lautet dann die Darstellung von Z nach (41) und (46)

) . d . s
wie folgt, indem Z = 22’ —n— %j— — d—,‘Q’, also bei Substitution

von —+ d und —+- & nach (46) und (47):

(s12)Z =25 = 2n'— %*(1 —{-%2'2)—2'2 (by 4y + cOS 28)— (119 -+ miy7®),

wo 4, und 4, bereits in (46a) definiert wurden, wobei noch ver-
merkt sei, daf3 #, nach (48) auch noch einen Term in cos 4 ent-
hilt. Folglich konnen wir Z weiter die necue Form geben:

51b Z=£=a0+a1 s cos 2 4oy 2% 4 og7% - cos 2 + a,22 cos 4 ¢,
dit 1

wo die Koeffizienten a7 (z = o, 1, 2, 3, 4) mit Riicksicht auf
a = ay (1 — %) von (;—’f = ay abhingige Konstanten bedeuten,
wobei 4’ die Halbachse der Jupiterbahn, so daB fiir # = #,:

a, . : . o4 et
ay = —= ghs WSH wieder g, 7, die fir ¢ = £, giiltigen Werte von

1
a und 7 bedeuten; zu beachten ist dabei, dal dann der Faktor

d . 4 ;
g ity =27 —7y— d_j (konstanter Teil) — —};’- (konstanter Teil),
wobei aber der konstante Teil von d—j wegfillt, weil schon ver-
bunden mit dem beobachteten #, ferner der konstante Teil von

i,‘i} nach (47) aus 72, + 4% + m, stammt, wonach der konstante Teil
m'

betragt: ——~V: By ; folglich lauten die Koeffizienten «, wie

!

folgt, noch versehen mit dem Faktor 1/#,wo (§1¢) F = — :

8 Vax '

1 1 1 1 1t {3
2) oy =—— = ——— B = — — 2, — By —
(52) = % " FVZB*, 7 O F(z”* A 7712)
1 1 o 3 s
7%= (Chy—my), grag=——m' Gy,

womit nun die Koeffizienten der rechten Seite von Z (51b) dar-
gestellt sind.

Nach dieser Darstellung von N und Z betrachten wir nun die
aus (41) folgende Differentialgleichung:
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(53) N-Z=2Z

wo Nin(41)und Z in (51b) als Funktionen von 7 und { dargestellt
worden sind, so daB3 die Gleichung (53) die Basis-Gleichung zur
Darstellung von ¢ als Funktion von ¢ darstellt und deswegen nun
in bezug auf die Lésung von ¢ als Funktion von 7 zu untersuchen
bleibt. Setzen wir deshalb abkiirzend: (54) cos 2{ = yund 7 = x,
so erhalten wir nach (41) und (51b) die Differentialgleichung,
noch cos (4 ) = 2y*— 1 setzend:

d
(50) 7 2 = 5 [0 " 5 For® Hotge 2y a2 (252 — )],

oder wenn wir, da rechts nur a2 auftritt, die linke Seite ent-
. . : d
sprechend transformieren kénnen, indem x % = 2x%. ,,) , SO

(

folgt eine nur x? enthaltende Differential-Gleichung, und wenn
wir noch 7%= 2 = z setzen, die ganze Gleichung durch 2 divi-
dieren und die neuen Koeffizienten:

- w L [ 1 o
(55) 35 =Po 5 =P p(@—a) =Poy Fr = o5 7 =Ps

4

setzen, so erhalten wir die Endgleichung:

(56) =z- dy'—ﬂo'*‘ﬁl ey +PharatPyzy P2yt

wo z = z2 bei Kleinheit der Bahn-Neigungen einen immer kleinen
Parameter 2. Ordnung darstellt, so dai damit dasHecuba-Problem
auf eine Riccatische Differentialgleichung reduziert ist. Hinzu-
zufligen ist noch, daBl y = cos 2{ absolut ebenfalls eine Gréfe
stets < t ist. In bezug auf die Frage der Losung der Gleichung
(56) kdnnen wir die Gleichung (56) noch auf eine andere Form,
nimlich die von Briot-Bouquet bringen, wenn wir noch setzen:

(57) fo+br-y=mu,

damit die Konstante, d. h. 8, in (56) zum Verschwinden kommt,

wobei zunichst noch 4y = —,‘3% du,y = ";}m, so dal3 bei Sub-

o Miinchen Ak, Sb, 1963
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stitution in (356) die rechts homogene neue Gleichung entsteht,
dargestellt nach Potenzen von z und #:

(38) z—(:;i‘—z Lhtw-lytzonw-lytz-u2-7,+.

wobei bemerkenswert ist, dafl diese Gleichung (58) eine Analogie
zur Gleichung (27), pg. 238 in meiner Abhandlung tber das
»ebene' Hecuba-Problem ist, behandelt in den Sitzungsberichten
1960, S. 227-228, wo nur anstelle von z und # die entsprechenden
GroBen x und y angewandt wurden. Die Koeffizienten /;in der
Gleichung (58) hier haben nun die folgende Bedeutung:

h=f b= bobot 585 h=p

(58a) \
I, = f,— ﬁo ﬁ4 = g

wo die Koeffizienten f; soeben schon in (53a) definiert worden
sind.

Die Losung der Differentialgleichung (58) ist nun bekanntlich
eine Potenzreihe von # nach z, so dal3 also:

(59) =062 +00z+...,

aber gemidfl dem Theorem von Briot-Bouquet darf /, keine posi-
tive ganze Zahl sein, d. h. gemaB (58a): f; darf keine positive

ganze Zahl sein, also darf, da f; = —;—j—, der FaktorT keine

positive grade Zahl sein, was allgemein erfiillt sein diirfte, zumal
o, und Fj transzendente GréBen sind. Dann aber ist die Losung
der Differentialgleichung (58) nach Briot-Bouquet eine Potenz-
reihe von # nach z, so daf} also:

(60) =102+ 0,22 +...

Die Substitution dieser Losung in die Differential-Gleichung (58)
ergibt beim Vergleich gleichhoher Potenzen von z = #2 die fol-
gende sukzessive Darstellung der gesuchten Koeffizienten 6y, d;
usw.:

/,
(61a) o = 5, b= % (0y/y + 136,

1—17,’
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also bei Substitution von &;:

Iyl
(61b) 62 —(‘_*12)(12—_—[2) etcy,

woraus ersichtlich ist, daBl gemifl dem Theorem von Briot-Bou-
quet der Koeffizient /, von 2! in (58) keine positive ganze Zahl sein
darf, was nach (38a), wonach /, = f; und weiter nach (56):

b= —-— bei der Transzendenz von «; und 7 (s. 52) der Fall

sein durfte. Um nun mittels (57), d.h. # = fy + p; - y die
GroBe y abzuleiten, folgt:

(62) y = #—fq =_u—%—=cos 2L

gemidB (54) und weiter, da nach (60): #=0; 2 4 0, 2% =
Oy 22 4+ 0y 2t . L

(63): y = cos 2C=ﬁ—( 72+ 0, - 24)——,
wo die Koeffizienten B, fy . . - f4 oben definiert sind, und weiter
vereinfachend;

y=cos2{ =K, + K->+ K,-* +...,
(63a) 8 a1 2
wo  Ka=—ja K= B
womit nun die Darstellung von cos 2¢ als Funktion von 7 beendet
ist. Danun |cos 2¢| < 1 sein muB, so muf nach (632): VAN ]

1K2=

sein, also nach Deﬁmtlon von K, in (63a) auch: ’ g ‘ < 1, also

nach (55a) dann auch —[ < 1, d. h. nach (55a) und (52):

1 m'

1 7’1 3
(64) 27;—11*—{—71—/5-5’1 <TV‘;B*,
so daf3 weiter
(642) 20 — 1y < ‘}n__ — BY

(64b) 2n' —7z*> il (5’3 + B

*

9
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oder auch zusammenfassend symmetrisch:

1 ! m'
6 f— — B3 3
(64c) 2n x +— A I/a* Bl j: 3 I/a* Bym' - B

oder weiter bei Bezug auf 7,

m'

1) 7y = 20" — — (B3 — BY)

2) e S 2n’ +— V_(B" + B

und schlieBlich beide Fille zusammenfassend:

m'

oder, da # = n, (1 + % 7%) schlieBlich noch

7’L
wo immer By — B3 > o ist, und womit die Grenze von 7, un-
abhingig von 7, und die Grenze von % als Funktion von 7 fest-
gelegt ist.

Nach der Darstellung von cos 2 als Funktion von 7 verbleibt

nunmehr die Darstellung von ¢ = #(¢), gemiB der entsprechenden
Differentialgleichung (41), wonach:

(64¢) =29 +-— (Bl F BY ( )

di __ R S .
(63) W——TVZB* 7-sin2g;
mithin ist zuerst die Funktion sin 2 als Funktion von 7 zu ent-
wickeln, auf Grund der Darstellung (63a) von cos 2 = K+ K - 2%,
so daB sin 2{ = ]»/1 —cos?2( bei Entwicklung nach #* die
folgende Form erhilt:

63a) sin2l=Vi—KE 2K, K, 7* L (%) etc.,

also bei Substitution in j—lz bis 72 einschlieBlich folgt:
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(66) —;‘;;=—Lm l/_..B i Va +p 2

WO

(66) a=1—1(;’~,=1—§—undﬁ=—21{1(1,

wo K, und K7 in (63a) definiert sind, so daB3 nach (65) die neue
Differentialgleichung entsteht, resp. sogleich in Integralform:

l

. _ di

wo o und f# soeben bei (66 a)ﬁxiert wurden, und noch hinzuzufiigen

ist, daBnach (55): %‘: = —2 wo die Koeffizienten ogund o aus (52)
folgen, indemoy=127n"— ; ';’;* Blunday =— -i—l}’;_*. B
so daB3, wenn maximal: | 2n' —n|=20".sin1" = ﬁ = %o '
(m = Jup.-Masse = ) folglich der Quotient = T eine GroBe
von der o. Ordnung mrd also auch g”, so daf3 mit dem Integral

(67) ein elementares Integral vorliegt, bei dem « und # nicht zu-
gleich << o sein koénnen, wo aber « immer > o, und zwar

o = 1 — K}, wobei Ky = — -';e = — %, 50 daB die Gleichung (67)
1 1
immer reell integrabel ist, wobei die Losung verschieden aus-

fallt, je nachdem f = o, wobei nach (66) f# = — 2 KOKI, also
nach (63a): g = + 2 ﬁ‘;} L wo nach (53) By = = 1_, d; nach
(61a): 6 = 4 = und /; und /, nach (58a) definiert sind als

Funktionen der B., die wiederum nach (53) als Funktionen der
o; und von F definiert sind, womit dann alle Koeffizienten von
den a;, d. h. allein von den Koeffizienten der Stérungsfunktion
abhingig geworden sind. Die Integration von (67) ist dann ab-
hdngig von § 2o, wihrend stets « > o.

Im ersteren Falle (a), wo # > 0 angenommen wird, lautet die
Auflésung des Integrals (67) bekanntlich:
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ferner im Falle (b), wo g < o:

68b 7 [M] ,
(68b) Jo=— e
wobei in beiden Fallen:
68¢) I=/ =], = 1/_B‘“* (t—t) +ec=K(@—t) +e,
22
wo K = L, B2 und ferner ¢ die noch zu bestimmende
4 Vﬂ*

Integrationskonstante fixiert, entsprechend dem Werte 7 = g, fiir
t = 4y, zu berechnen gemif den Gleichungen (68a) und (68b),
so daB unmittelbar:

_ ! a2 +Va+pi2
(=——t gy YaTVatfii
(68) Va WVEE

SchlieBlich verbleibt die Darstellung von 7 als Funktion von ¢
durch Auflésung der Gleichungen (68a) und (68b), wobei in
erster Auflésung die folgende Gleichung resultiert:

i FmRe—+aVa V;-i-l/i-{—ﬂz'? ’
VEp

also weiter
VB -E-we—+ayvs 5P =a -+

worin sich bei Auflésung die GroBe a beiderseits unmittelbar
weghebt und alsdann weiter noch 7 als gemeinsamer Faktor eben-
falls wegfillt, so daB schliellich eine lineare Gleichung in 7 ver-
bleibt, nimlich

z'[ﬁE—z[K(t—lo)+ AvVa ‘3] — 2 "/T[Z}— E—EGt—tt+d Y5
so dal3 bei beiderseitiger Multiplikation mit dem Faktor:

ﬂ E2[1((z—-/o) +dVa

die Neigung 7 dargestellt wird durch die folgende Gleichung:
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i pEKG—ty+aVa

(69) fisd V%

{ _ ER2EE—t)+a Va '

wo K schon oben definiert ist, d. h.:
(69) K=—21"_ .5 <o,

und die Konstante ¢ sich auf Grund von 7 — 7, im Momente £ — 4,
aus der letzten Gleichung (69) ergibt, indem

Va
(70) by =2 l/ 3 £ — =
L‘;.c 3

fr—

also auf Grund einer Gleichung 2. Grades in £° V“_, indem aus der
letzten Gleichung folgt, wenn:

(71) EVe ~ ¢

gesetzt wird:
2 i]/_“_ . —
G? + . 5 G “+1,

so dafB3 die Auflosung ergibt:
1] ‘? 1 o .9
(712) G=~zl/7i7]/7+zo”

also C = - -lz: /n G, wonochnach (662a): o =1 — K= 1— (—2—0)2
1
und f = — 2K,K; und nur das obere Vorzeichen in (71a) gilt,
damit bei 7; = 0 auch Gy = 0, und nie ¢ < o sein kann, weil
nach (71) G = E°¢ Va stets > o unabhingig von ¢ 20, so dal3
fiir (71a) rechts nur das Vorzeichen + der Wurzel giiltig ist, so
dafl nunmehr nach Kenntnis von G nach (71a) die Unbekannte ¢
sich nach (71) errechnet und damit endlich die Bahnneigung ¢
nach (69) als Funktion von ¢ ermittelbar wird. Insbesondere
folgt noch aus der Formel (69) fiir # = 4- co: 7 = 0, so dal3 der
Planetoid also in die Jupiterbahn hineinfillt. In bezug auf dieses
Verhalten der Grenzwerte ist aber zu bemerken, daf3, wenn die
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Bahn-Neigung in unendlich ferner Vergangenheit 7 = o war,
diese Neigung auch hitte verbleiben miissen, wenn auch die
kurzperiodischen Stérungen Jupiters, Saturns usw. immer einen
kleinen Betrag 7 liefern miissen; das Analoge gilt auch fiir
t = 4 00, so daB} unsere Betrachtungen fiir grofle Zeitriume
natiirlicherweise keine strenge Geltung haben konnen; es kann
bei groleren Zeitriumen nur die Tendenz angedeutet werden.
Es verbleibt weiter die Untersuchung in bezug auf die Knoten-
lainge § und ihre Darstellung als Funktion der Zeit . Gemil3
(36a) lautete die Darstellung:

(72) id%‘ = my + my * 7%,

wobei die Koeffizienten sz, und 72, und ihre Darstellung noch als
Funktion der Zeit zu entwickeln sind. Gemil (36) lautet diese
Darstellung wie folgt:

d!;") dp?

mo——— 74 [B1 15’;"1coszé'],7;zz=L[1 (da r )COSZC’

(72x) et '
+%62 Li cos 2"+ CG C0545“T‘,(B}*—Bicosz:)]'

Da die soeben fixierten Koeffizienten in bezug auf { auch Funk-
tionen von cos (2{) und cos (4¢) sein kdnnen, sind zuerst sukzes-
sive noch die folgenden Integrationen nach der Zeit auszufithren:

(72a) [cos (20)dt = [(Ky+K,+i®)dt =Ky (t—1) + K, [ % d2,

analog fiir: [ 7% cos 4¢ d¢; zuerst ist also das Integral [ 2%- d¢
auszufiihren. Es folgt nach (69), wenn EX¢—® +¢ = 7 gesetst

wird: 72 = 4%— . (z,_,i—l/,_, und d¢ = 7&%’ so daf3:
2 L P2 .
(72b) Jz B 4ﬂ KJ FE—ar 2 Kp I G—m A d_7-

Weiter treten in (48) bei Integration noch auf: [ cos (2{) 4¢ und
| cos 4 dt, ebenso wie die Integrale: [ #2 - cos (2¢) d¢ und
[ 2%+ cos (40) d¢. Zur Ermittelung des ersten Integrals ist die
Darstellung: cos (2{) = K, + K - ¢ zu verwenden, so daf3 bei
gestatteter Vernachldssigung von 74 verbleibt:
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(72¢) fifcosatdt= [ Ky i dt =K, [i*d¢,

wo [ #% - d¢ in (72) als Funktion von ¢ dargestellt ist. Alsdann
bleibt noch: [ %« cos (42) d¢ = 2 [ % cos? (20) - dt— [ 4% - d¢,
wo das 1. Integral sich mit Riicksicht auf die Darstellung von
cos (2¢) = Ky + K - i% bei der Entwicklung bis 22 reduziert auf:
2 [ K3 dt, so daB weiter:

(72d) [itcos(4l) dt=2K3[i* dt—[* - dt=(2K3—1)-[i*- dt,

also folglich

. o 1
(733) [ 2+ cos (40) dt = — 2 (2 Kb— Vg prmm—mvee—T-
Zum SchluB der Integration der Elemente verbleibt dann noch

die Darstellung von &, der mittleren Linge der Epoche, und zwar

auf Grund der Differentialgleichung (46): —j—‘; =72(k, -+ Ay cos (20),

wobei die Koeffizienten 4, und 4, in (46a) definiert sind, so daB
bei Integration folgt:

(73b) e=& + k- [2dt +ky 1% cos (20) 4,
wo & = konst. und die Integrale: | 72 - ¢ nach (72a) und
(73¢) [i® cos 20 dt = [* (Ko + K, ¥ dt =K, [d?-d¢

(innerhalb #%) auch nach (72b) dargestellt sind.

Es verbleibt schlieBlich noch die Frage nach der Moglichkeit
einer strengen Kommensurabilitit der mittleren Bewegung des
Planetoiden mit der des groBlen Planeten Jupiter, so daB in dem
entsprechenden Zeitmoment ¢’ : # = 22’ (Jupiter) werden kénnte.
Nach der Formel (15) war @ = ay (1 —7%), beil Beschrankung bis
zum 2. Grade in 7, also entsprechend » = 4 (1 -+ % 2'2), eben-
falls bis 72 einschlieBlich. Tritt dann im Moment # = ¢’ eine strenge

Kommensurabilitdt der mittleren Bewegungen in bezug auf He-
cuba und Jupiter ein, so wird: 22’ = n (') = ns (1 + % z'f‘,), also

g . : . 3 .9
ny = 2n' (1 - —3’2— 1?) s andererseits ist flir £ = #9724 == 710(1 —= z;;)
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so daB aus den beiden Ausdriicken fiir #* bei Gleichsetzung die
Darstellung von 7% als Funktion von 7, und 7, folgt:

.9 l .9
(74) =1y [m —m + 2 ”ozo]’

so daB folglich, damit 7% >> o, der Faktor in (74): 27" — 2y -+ % 7" 15
= osein muB, d. h. es muf3 sein:

.2 2 ng—2n
(75) ip 2 ER

nyg—2n'

wo 71g—2 7' der kritische, kleine Betrag ist, so dal3 # immer = :
0

eine kleine GroBe fixiert, so daB aber: 7z,—2#' >> o0, so dal}
schlieBlich, wenn man den Nenner 7, in (75) und nur hier
1y = 600" setzt, die Bedingung zur Folge hat, dal3:

(73a) arc 7y = ;—O (l/no —2n )
sein muf}, also immer 7, > 598", Man erhilt mit z,— 2%’ =
=1"",2" ... 10" zwecks Erlauterung die folgende Tabelle fiir 7,
(in Graden); also unter Hinzufiigung des Faktors 57.30:
r1__272/: 0//OII i+1” +2/I +3II'+4II +5/I +6” +7/I +8”5+9” +10”
Min.: 7] 0%o0 |1%1]2270|3%31|3782/4%28{468 | 509 5941|5‘?73 6%4

Weiter bleibt die Frage zu beantworten, ob und wann die Ex-
tremwerte der Bahn-Neigung 7 eintreten. Nach der Darstellung
von 7 in (69) ergibt eine leichte Umformung die neue Form in £°:

(76) f=42 ]/ ﬂ m, wo

(76a) z=[K (¢—1t,)-+¢] V o und nach (69a): K_——Il;—';- B} <o.
Daraus folgt, daBl zunichst in den beiden Fillen: z = 4 oo,
d. h. #—#y = F oo die Bahn-Neigung 7 = o wird, der Planetoid
also in die Jupiterbahn fillt, allerdings nur sidkular, da die
periodischen Stérungen den Planetoiden immer wieder aus der
Jupiter-Ebene herausbringen. Die in (76a) enthaltene Integra-
tionskonstante ¢ ergibt sich nach (76), indem bei 7 = 4, fiir z = 4,
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so daBl z, = ¢ - Va— aus der Gleichung (76) folgt:

. 1—EcVa
1= i, = 2]/— ~=2° 7% woraus sich ¢ ergibt und zwar aus
‘B FE2clVa

einer Gleichung 2. Gradesin £ ¢ Va x,indem: {;=2 l/—;- 1—xx2’
so daf}:

(77) x=—KiI}_j:l/F;+l’

0

so daB} also, da x = E‘V“_, unmittelbar c]/a und damit ¢ selbst
folgt, also auch die Darstellung von 2 selbst nach (76a) oben, und
damit schliefllich nach (76) 7 als explizite Funktion von # zu er-
halten. Da x = £°V* fiir jedes ¢ = o immer positiv ist, so muf
nach (77) rechter Hand, damit x nicht negativ wird, immer das
obere Vorzeichen -+ vor der 2. Wurzel in (77) benutzt werden.
Weiter sind die Extrem-Werte von 7 festzustellen, und zwar auf
Grund der Gleichungen (63), (65a) und (66). Ein zeitliches Maxi-

mum resp. Minimum von 7 trifft nach der Darstellung von %
nach (635) bei —Z = o ein, also wenn: (1) 7 = o, ferner (2):
sin2 { =o0, also nach (1) zuerst im ebenen Problem, das uns hier
nicht interessiert, und ferner nach (66) und (66a) bei

(78): sin?2f =a 4+ 8- =0,
so daB3 also

.9 &
(80) b — = "F)
wo aund § in (66a) als Funktionen von X und X definiert sind.
Die erste Losung 7z, = o interessiert uns hier nicht, weil sie sich
auf das ebene Hecuba-Problem bezieht, das schon frither von
mir behandelt wurde (Sitz.-Berichte der Bayer. Akademie der
Wiss., 1960). Die Substitution von « und § nach (66a) in (80)

. K — K .
ergibt dann: 7 = —3— —}(—.—-11,’— oder weiter nach (63a):
ol 0 1

2 ﬁn ﬁl
(81) = e
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wo die erforderlichen Koeffizienten f, f; nach (55) als Funktionen
von a, oy und 7, wo erstere nach (52) und F nach (51¢), ferner ¢,
nach (61a) resp. (58a) definiert sind. Es verbleibt nun die Frage
nach dem Zeitpunkt 7, des Maximums ¢, gcméB der Darstellung

von 7z nach (76), wo 7, = V e und bei (76a)
s=2z2,=[K({E —12) +] Vo aufzulssen ist, so daB man hieraus
dann unmittelbar den Zeitpunkt #, erhilt. Setzen wir £° = x, wo
also x > o, so geht die Gleichung (82) zunichst in die folgende
liber:

x2
(83): i, =2,
also cine in x quadratische Gleichung, wobei z, nach (81) be-
kannt ist. Folglich ergibt die Auflésung von (83) nach x die
folgende Darstellung:

(84) x== B ——“l/a:i: l ﬁ+lf

wo nur dann x = £° > o, wenn die 2. Wurzel in (84) das Vor-
zeichen 4 hat. Ist nun aber 2 = 2z, nach (84) bekannt, dann auch
nach (76a) die Zeit # = ¢, die Zeit des Extrems von 7, d. 4. 7,,
was unser Ziel war, indem z, = [K (¢, — #)) — C]]/;L

Ferner sind nun noch die Extremwerte von { abzuleiten, und
zwar auf Grund der Darstellung: (65a): cos 2{ = K, + K, 72,
wo K, K nach (63a) fixierte Konstanten sind; folglich bleibt nur
die Substitution des Extremwertes 7% nach (81), um den Extrem-
wert £ (cos [2{]) zu erhalten. Ferner moge der Fall, wo
cos (20) = K, -+ K- 4% = o ist, untersucht werden. Nach der
soeben nach (63a) fixierten Darstellung von cos (2{) muf3 dann

die entsprechende Bahnneigung % = — —g"- sein, wo also nach
1
(632a): 7, = — —ﬁ"-, wo nach (55): f, = L ﬁ°— und nach (61a):
1
0y = 2~ und wo nach (582) &y = fiy * fa—fofa + L+ 3} und

7)2
? V—’
bei der Kompliziertheit der Funktionen die Vorzeichenfrage der
numerischen Rechnung {iberlassen werden muB.

weiter /, = [’)’1 und schliefllich nach (51¢): &= o daf3
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Allgemein verbleibt nach (69) als allgemeines Ergebnis in be-
zug auf die Eigenschaft von 7, daB die Bahnneigung 7 keine pe-
riodische Losung zuldBt und dementsprechend auch fiir ¢ keine
periodische Darstellung moglich ist.

Weiter folgt fiir die mittlere Linge der Epoche ¢ gemifl der
Gleichung (46): % = 7% (& + &y cos (20)), wo bei Integration

[ 42dt nach (72b), ferner: [ 72 cos (2{) - d¢t = K, [ :2d¢ immer
bei Entwicklung bis 7% nach (72b) als Funktionen der Zeit dar-
gestellt sind.

SchlieBlich verbleibt noch zur Integration die Knotenlidnge §,
auf Grund der Differentialgleichung: (72) —%% = my + my - 22,
wo mgund 22 - mynach (724) als Funktionenvon cos (2{), 72+ cos (2)
und 72 cos (4() erscheinen, zu bemerken, daf} die zeitlichen Inte-
grale nach (72a), (72b) und (73a) explizit als Funktionen von #
definiert sind. Hinzuzufiigen ist dann wegen 2, noch das Integral

d.h. nach(72)x: Amo_—%;’—'_ﬁ,
a¥x
so daB: A § = [ Amy - dt = — -2 BL (¢—t;), wobei noch
4 ]/a*

des Sikularteilsvon myin - a,t -

hervorgehoben sei, daB als Zeiteinheit stets — = 8.1335 mittlere
g Zi i

Tage gewahlt war, und deshalb £ explizit nie in den Formeln
erscheint.
Weiter verbleibt noch als letzter Term, der nach (72)4 in

* my zu berlicksichtigen ist, der folgende gemischte Term in
m’

7% cos (40), der explizit lautet: — -1%8— T C®-4%-cos (40),sodaB,
Ay

weil schon vom 2. Grade in 7, die Faktoren cos 4¢ und €% nicht
weiter nach 72 zu entwickeln sind; es verbleibt also fiir die
Integration von 22 - cos (4{) noch die weitere Darstellung:
cos (40) = 2-cos? (20) —1 =2 (Ky + K1 ¥ —1 = 2 K%
+ 4Ky Ky 2—1 4 () 4. . ., sodaB bei Integration definitiv:
f?cosqldr= [[2(2 Ka—1) +[.4;..]dt = (2 Ki—1) [ dt
unter der bisherigen Darstellung bis 72 einschlieBSlich, womit die
Integration nun abgeschlossen ist.

2'2




