BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG

1960

MUNCHEN 1961

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Uber eine die Kategorie der Gruppen

umfassende Kategorie
Von Fridolin Hofmann in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Georg Nobeling am 8. Juli 1960

Ubersicht

Einleitung . . . . .« . o oo e e e

§ 1. Grundbegriffe . . . .. .. ..o
t.1: Kategorien . . . . . .. . .. ... ...
1 D A ]t R R e B e -
1.3: Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen
1.4: Kanonische Monomorphismen und Epimorphismen

§2. Bildund Cobild . . . .. ... ... ...,

§ 3. Der Verband der kanonischen Monomorphismen 77:
X—A bzw. der kanonischen Epimorphismen e: 4—X

§4. Kernund Cokern . . . . . . . .. .o ..
§ 5. Normale Monomorphismen, conormale Epimorphismen

§ 6. Der Verband der normalen kanonischen Monomor-
phismen m: X —~A4. . . . . .. ...

§ 7. Exakte Sequenzen und Isomorphiesiitze . . . . . . . .
§ 8. Das direkte Produkt . . . . . .. .. .. ... ...
§ 9. Abelsche Objekte . . . . . . . v v v v v .

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . .« « . . . .

Einleitung

172

179
183

187
189
194
197

203

Die von S. Eilenberg und S. MacLane eingefiihrten Kategorien
sind aus zwei Griinden wichtig geworden: erstens machten sie es
moglich, gewisse Theorien, wie zum Beispiel die Theorie der
Homologie- und Cohomologiemoduln, in solcher Allgemeinheit
zu entwickeln, daB die fiir die Anwendungen interessanten Spe-
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164 Fridolin Hofmann

zialtheorien als Sonderfille darin enthalten sind und daher nicht
mehr gesondert entwickelt werden miissen; zweitens trat die be-
herrschende Rolle gewisser Dualititen zutage, die in konkreten
Fillen, wie zum Beispiel der Gruppentheorie, zwar bekannt, aber
methodisch nicht genligend ausgeniitzt waren.

Bisher wurden die Kategorien so aufgebaut, daB} sie als Bei-
spiel zwar die abelschen Gruppen, nicht aber alle Gruppen um-
fassen. In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie der Katego-
rien so entwickelt, daB3 die Kategorie der Gruppen ein Beispiel
fiir diese Kategorien ist. Dartiber hinaus werden in unseren Kate-
gorien abelsche Objekte definiert, die im Spezialfall der Kategorie
der Gruppen gerade die abelschen Gruppen liefemn.

In den ersten vier Abschnitten entwickeln wir zunichst eine
selbstduale Theorie und beweisen vor allem Sitze, die die Hand-
habung des Kalkiils erleichtern. Im fiinften, entscheidenden
Abschnitt werden die normalen Monomorphismen bzw. die co-
normalen Epimorphismen definiert und es werden fur sie zwei
weitere Axiome eingefiihrt. Hierbei geht naturgemif die Selbst-
dualitit der Theorie verloren. Im sechsten Abschnitt untersuchen
wir die normalen Monomorphismen genauer, im siebenten Ab-
schnitt fiihren wir den Begriff der exakten Sequenz ein. Im letzten
Abschnitt schlieBlich sondern wir die bereits erwihnte abelsche
Teilkategorie aus, der im Falle der Kategorie der Gruppen die
Teilkategorie der abelschen Gruppen entspricht.

§ 1. Grundbegriffe
1.1: Kategorien

Eine Kategorie € besteht aus

a) einer Klasse, deren Elemente A, B, ... wir Objekte nennen;

b) einer Funktion Hom, die jedem geordneten Paar 4, B von
Objekten eine Menge Hom (4, B) zuordnet; die Elemente
#, v, ... von Hom (A, B) nennen wir Morphismen; statt
% & Hom (A, B) schreiben wir auch #: 4 — B;
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c) einer Funktion, die je zwei Morphismen #:4 —2B, v:B—C
einen Morphismus v# : A— C zuordnet; diese Komposition der
Morphismen geniige folgenden Axiomen:

(1) fiir jedes Objeket A existiert ein i, A — A derart, daf
Jiralle w: A —B gilt ui, = u und fiir allev: B— A4
gilt i, v = v; wir bezeichnen diesen eindeutig bestimm-
ten Morphismus 7, aus Hom (4, 4) als /dentitit,

(11) die Komposition der Morphismen ist assoziativ;

(111) sind A, Bund A', B’ verschiedene Paare von Objekten,
so ist Hom (A, B) ~ Hom (A', B') = 8 (m.a. W.:
bei einem Morphismus # : 4 — B sind 4 und B durch
2 eindeutig bestimmt).

Es liege fiir das Folgende eine feste Kategorie € vor.

1.2: Dualitit

Eine Definition, ein Satz usw. wird dualisiert durch Anwendung
der beiden folgenden Regeln:

a) man ersetze #: 4 — B durch »: B — A;

b) man ersetze vz durch zv.

Soweit Axiome iiber € selbstdual sind (d. h. mit ihrer dualen
Formulierung identisch sind, wie z. B. (I)-(I11)), gilt zu einem
Satz A iiber € auch der duale Satz Hy; sein Beweis ergibt sich
aus dem Beweis des Satzes A durch Dualisierung. Dualisierte
Beweise geben wir im folgenden nicht an.

1.3: Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen

u:4 — B heille ein Monomorphismus, wenn aus #ww = uw'
folgt w = w'. u: B — A heiBe ein Epimorphismus, wenn aus
wu = w'n folgt w = w'.

v:B — A heille ein Rechts- bzw. Linksinversesvon uw: A — B,
wenn vu = 7, bzw. uwv = iy ist. v heille /nverses von u, wenn v

13*
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sowohl Rechts- als auch Linksinverses von # ist. Falls # ein Inver-
ses besitzt, nennen wir % einen Jsomorphismus. — Beispielsweise
sind die Identititen Isomorphismen.

Satz 1.1: Jeder Morphismus mit Rechtsinversem ist ein Epi-
morphismacs.

Satz 1.1;: Jeder Morphismus mit Linksinversem ist ein Mono-
morphismus.

1. Korollar: Jeder Isomorphismus ist ein Monomorphismus und
ein Epimorphismus.

2. Korollar: Jeder Morphismus hat hichstens ein Inverses.

Satz 1.2: Die Komposition zweier Monomorphismen ist ein
Monomorphismus.

Satz 1.2,: Die Komposition zweier Epimorphismen ist ein
Epimorphismus.

Satz 1.3: Die Komposition zweier Isomorphismen ist ein Iso-
morphismas.

Satz 1.4: Ist uwv ein Monomorphismus, so ist v ein Monomor-
plismus.

Satz 1.4,: Ist vu ein Epimorphismus, so ist v ein Epimorphis-
mus.

Monomorphismen, Epimorphismen und Isomorphismen be-
zeichnen wir im folgenden meistens mit #z, ¢ und 2.

1.4: Kanonische Monomorphismen und Epimorphismen

Es sei 4 ein festes Objekt. Existiert zu zwei Monomorphismen
m' X' — A und m'": X" — A ein Morphismus » mit »'' m =
m' (nach Satz 1.4 ist dann » ein Monomorphismus), so schreiben
wir ' < m''. Diese Relation < ist reflexiv und transitiv (also eine
Priordnung in der Klasse der Monomorphismen 7 : X — A4).

14

Wir nennen ' und #'' dguivalent, in Zeichen m' = m'', wenn
m' < ' und m"" < ' ist. Wir fordern als Axiom:
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(IV) In jeder Aquivalenzklasse von Monomorphismen m: X — A
eines jeden Objektes A ist einer ausgezeichnet,; diese aus-
gezeichneten Monomorphismen nennen wir Zanonisch.

Es sei A ein festes Objekt. Existiert zu zwei Epimorphismen
¢t A— X" und ¢": 4 — X" ein Morphismus ¢ mit ¢e'’ = ¢
(nach Satz 1.4, ist dann ¢ ein Epimorphismus), so schreiben wir
¢’ <e". Diese Relation < ist reflexiv und transitiv (also eine
Priordnung in der Klasse der Epimorphismen ¢: 4 — X). Wir
nennen ¢ und e dguivalent, in Zeichen ¢ = ¢, wenn ¢’ < ¢’
und ¢ < ¢ ist. Wir fordern als Axiom:

(IVy) In jeder Aquivalenzklasse von Epimorphismene: A — X
eines jeden Objektes A ist einer ausgezeichnet; diese aus-
gezeichneten Epimorphismen nennen wir Zanonisch.

Fir jedes Objekt 4 bilden die Monomorphismen #: X — A4
bzw. Epimorphismen ¢ : 4 — X, welche Isomorphismen sind,
eine Aquivalenzklasse. Wir kénnen annehmen :

(AV,) Die Identitit i, ist kanonischer Monomorphismus und
kanonischer Epimorphismus (m. a. W.: Die kanonischen
Isomorphismen sind die Identititen).

Satz 1.5: Zwei Monomorphismen m' : X' — A und m" : X' — A
sind dann und nur dann dquivalent, wenn ein Isomorphismus i

existiert mit m''i = m' (es gibt héchstens einen solchen Isomor-
phismus).

Beweis: Es sei 72’ = m''. Dann existiert ein Monomorphismus
my mit ' my; = m' und ein Monomorphismus 7z, mit ' m, =
= m'". Es folgt m' mymy = m'my = m'". Also ist m,m, eine
Identitit. Analog ist mz,m, eine Identitit. Also besitzt 2, ein
Inverses.

Satz 1.5,: Zwei Epimorphismen ' : A — X' und ¢+ 4 — X'
sind dann und nur dann dquivalent, wenn ein Isomorphismus i

existiert mit i¢'’ = ¢’ (es gibt hochstens einen solchen Isomor-
phismus).
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§ 2. Bild und Cobild

Wir fithren zwei weitere (ebenfalls selbstduale) Axiome ein.

(V) Zu jedem Morphismus u existieren ein Monomorphismus
m und ein Epimorphismus e wmit u = me. Wir nennen me
eine Faktorisierung von .

(V1) Sind m und m' Monomorphismen, e und e' Epimorphis-
men und ist me = m'e', so sind m und m' dquivalent (dann
auch ¢ und ¢/, und umgekehrt).

Satz 2.1: Zu jedem Morphismus wu existiert genau eine Faktori-
Sterung mit kanonischem Monomorphismus.

Beweis: Es sei # = me eine Faktorisierung von #. Dann exi-
stieren ein kanonischer Monomorphismus # und ein Isomorphis-
mus 7 derart, dal 7 = 77 ist. 7e ist ein Epimorphismus. — Aqui-
valente kanonische Monomorphismen sind gleich.

Satz 2.1,: Zu jedem Morphismus u existiert genan eine Faktori-
sterung mit kanonischem Epimorphismus.

Satz 2.2: Zu jedem Morphismus w existieren eindeutig ein
kanonischer Monomorphismus i, ein kanonischer Epimorphis-
mus u und ein Isomorphismus i, mit w = @i, u.

Korollar: Ein Morphismus u: A — B ist gemau dann ein
Monomorphismus (Epimorphismus), wenn uw = 1, (i = ip) ist.

Wir nennen die von Satz 2.2 gelieferte, eindeutig bestimmte Dar-

stellung z = 427, » die kanonische Faktorisierung von % und schrei-
ben auch # = Bild u und » = Cobild u.

Satz 2.3: Jeder Morphismus, der zugleich ein Monomorphismus
und ein Epimorphismus ist, ist ein Isomorphismus.

Beweis: Es sei #: 4 — B ein Monomorphismus und ein
Epimorphismus. Nach dem Korollar zu Satz 2.2 ist dann % = 7
und # = 7,, also % =1,.

Es sei #:.4 — B ein Morphismus, »: C — A4 ein Monomor-
phismus und #m = ##ii,, um die kanonische Faktorisierung
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von zm. Dann nennen wir den kanonischen Monomorphismus
um das u-Bild von m und bezeichnen es auch mit #(#2); speziell
ist (¢,) = Bild 2. — Es sei % : B — A ein Morphismus, ¢: 4 —C
ein Epimorphismus und ex = % ¢,, ex die kanonische Fak-
torisierung von ez. Dann nennen wir den kanonischen Epimor-
phismus ez das #-Cobild von ¢ und bezeichnen es auch mit #;(e);
speziell ist 24(7,) = Cobild 2.

Satz 2.4: Ist w: A —~ B ein Morphismus und ' : A' — A ein
Epimorphismus, so ist (ne) (i) = u(i,) (m.a. W.: Bild we =
= Bild #).

Beweis: Es ist #ei,, e = we = @i, ne, nach Satz 2.1 folg-
lich #e = 7.

Satz 2.4, [st w:B — A ein Morphismus wund m:A — A’
ein Monomorphismus, so ist (mu)s (i) = #s(7,) (m. a. W.:
Cobild mu = Cobild ).

Satz 2.5: KEs seien v:A — B, w:B — C Morphismen wund
m 2 D — A ein Monomorphismus. Dannist (wv) (m) = wuv(m)).

Beweis: Es ist (#v) (m) = wvm = uvmi,, vm = uvm (letz-
teres nach Satz 2.4 mit e = 7,,, um).

Satz 2.5;: Es seien v:B — A, u:C— B Morphismen und
¢: A— D ein Epimorphismus. Dann ist (vu), (¢) = wus(vs(e) ).

Satz 2.6: Fir zwei Monomorphismen m' : A" — A wund
m''t A" —~ A ist m' < '’ genau dann, wenn m' (i) < m'' (i4m)
(m.a. W.: Bild »' < Bild m'") #s¢.

Beweis: Es sei m' = m''m. Dann ist mli,, = m' i, .m,
also wenn z* das Inverse von 7, ist, m/ = m/ 7., m7*, also
m' < m'. Umgekehrt sei m/ = m'" m und 7* das Inverse von
2. Dann ist m' = m'i,, = m"mi,, = m' i i*mi, =
=m'"t*mi,, also m' < m'.

Satz 2.6, Fiir zwei Epimorphismene': A—A' und e+ A — A"
y A 7 . 1 . T
st o' <e'' gemaw dann, wenn es5(iy) < ey (i40) (m. a. W.o
Cobild ¢’ < Cobild ¢') ést.
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Satz 2.7: Es seien m': A" — A, wm'"": A" — A und m: A -~ B
Monomorphismen. Es ist dann und nur dann m (m') < m(m'"),
wenn m' < m'' ist.

Beweis: Aus mm! < mm' folgt mm' < mm'' nach Satz 2.6,
d. h. es existiert ein Monomorphismus v mit mm' = mm' v,
folglich ist ' = m''v. Umgekehrt folgt aus =’ < m'', daf
mm' < mm'' ist; nach Satz 2.6 ist daher mm’ < mm'.

Satz 2.7,: Es seiene': A —~A', ¢": 4 —A" und ¢: B — A
Epimorphismen. Es ist dann und nur dann es(e') < es(e"),
wenn ¢ < ¢ ist.

Satz 2.8: Es seien m': A" — A und m'': A" — A Monomor-
phismen und w: A — B ein Morphismus. Ist m' < m'', so ist
w(m') <wu(m').

Beweis: Es sei m' = m' m. Dannist «(m') = wm’ = wm’ m =

5 T . . . 1
=gm' i, um m. Wir setzen zur Abkiirzung 7,,.um_ m =

= v; nach Satz 2.4 und Satz 2.7 folgt nun = (m') = uwm'ivi,v =

=um'v=um" (V) < um' ({m) = um' = u(m').

Korollar: Es seien m': A" — A und m'" : A" — A Monomor-
phismen und w:A — B ein Morphismus. Ist m' = m'', so ist
wu(m') = u(m").

Satz 2.8,: Es seien ¢': A — A" und &' A — A" Epimorphis-
men und w: B — A ein Morphismus. Ist e’ < e, soistus(e') <
< ug(e).

Korollar: Es seien ¢' : A — A" und &' : A — A" Epimorphis-
men und u: B — A ein Morphismus. Ist e’ = ¢''| soistus(e') =

= wuy ().

Satz 2.9: Sind v: A — B und u:B — C Morphismen, so ist
uv(iy) < u(ig) (m.a. W.: Bild v < Bild #).

Beweis: Esist ¥ < 75, nach Satz 2.5 und Satz 2.8 also wv (7)) =
= u(v(iy)) = u(?) < u(ip)
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Satz 2.9;: Sind v: B — A und u:C — B Morphismen, so ist
(vu)y (14) < uy (ig) (m.a. W.: Cobild vz < Cobild #).

Bevor wir in der Theorie fortfahren, geben wir einige Bei-
spiele an.

1. Die Kategorie M

Die Objekte sind die Mengen; die Morphismen sind die Ab-
bildungen.

2. Die Kategorie ©

Die Objekte sind die Gruppen; die Morphismen sind die Homo-
morphismen. Dabei gilt:

a) Die Monomorphismen sind die eineindeutigen Homomorphis-
men in. Es sei ndmlich #: 4 — 5 ein Homomorphismus und
u(ay) = u(ay) (ay, ay € A), Z die Gruppe der ganzen Zahlen
und 7y, #y,: Z — A definiert durch: #; (1) = a, #y (1) = a,.
Dann ist 72, = uu,; somit ist % genau dann ein Monomor-
phismus, wenn a; = a, ist.

b) Die Epimorphismen sind die Homomorphismen auf. Daf3 Ho-
momorphismen auf Epimorphismen sind, ist trivial. Umge-
kehrt sei %#: 4 — B und #(4) = B’ echte Untergruppe von
B. Weiter sei B, = By = B, By = By, = B' und C das freie
Produkt von B; und B, mit vereinigter Untergruppe 5’. Dann
existieren Homomorphismen #,: By — C und #,: B, — C mit
1y F oy und wy2 = wuyu, d. h. 2 ist kein Epimorphismus.

3. Die Kategorie €

Die Objekte sind die linearen (nichtassoziativen) Algebren tiber
einem festen Korper K'; die Morphismen sind die Homomorphis-
men. Die Monomorphismen sind die eineindeutigen Homomor-
phismen in, die Epimorphismen die Homomorphismen auf. (Der
Beweis ergibt sich wie in 2. auf Grund von C. E. Didize, Mat.

Sbornik, n. Ser. 43 (85) 379-396, (1958).)
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§ 3. Der Verband der kanonischen Monomorphismen m : X — A4
bzw. der kanonischen Epimorphismen e: 4 — X

Unsere Kategorie € sei eine Kategorie mit ,,Null, d. h. sie
erfiille folgendes Axiom:

(VII) Es existiert genawn ein Objekt O dervart, dafs fiir jedes Ob-
gekt X die Mengen Hom (0O, X ) und Hom (X,0) aus genaun
einem Element bestehen.

Wir nennen dieses Objekt O das Nullobjekt (und verwenden den
Buchstaben O nur zur Bezeichnung des Nullobjektes). AuBerdem
bezeichnen wir das Element von Hom (O, X) bzw. Hom (X, O)
mit 0y y bzw. 0y 0.

Satz 3.1: Fiir jedes Paar A, B ist Hom (A, B) == 8.
Beweis: 0, 504 o © Hom (4, B).

Eine Morphismenfamilie (#;: 4 — 4 j)jie 7 heiBe ein allgemei-
nes direktes Produfkt der Familie (4;); - ;, wenn zu jeder Morphis-
menfamilie (v;: 8 — 4;);-, genau ein Morphismus v: 8 — 4
existiert mit 2,0 = v; fiir alle 7 & /.

Eine Morphismenfamilie (#;: A4; — A);=, heiBe eine allge-
meine direkte Summe der Familie (4,);-,, wenn zu jeder Mor-
phismenfamilie (v;: 4;— B); - ; genau ein Morphismus v: 4 — B
existiert mit v, = v; fiir allej & /.

Satz 3.2: Es sei (n;: A — A;); ; ein allgemeines direktes Pro-
dukt. Dann ist jedes u; ein Epimorphismus.

Beweis: Es sei j, &€ / fest. Nach Satz 3.1 existiert fiir jedes 7 ==
+Jo ein w;: A, —~ A, Es sei w; = i,,. Dann existiert ein
wid, - A mit w,w=w,(jE J); folglich ist w;, w=1,;;
nach Satz 1.4, ist ; ein Epimorphismus.

1 Indexmengen werden immer als nichtleer vorausgesetzt.
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Satz 3.2;: Es sei (w;: A; —~ A);c, eine allgemeine direkte
Summe. Dann ist jedes u; ein Monomorphismus.

Satz 3.3: Es sei (u;: A — A;);  ein allgemeines direktes Pro-
dukt, (v;: B — A;);c,; eine Morphismenfamilie und v: B — A
der Morphismus mit wv = v,(j & J). Ist v, ein Monomorphis-
mus fiir mindestens ein j, S [, so ist v etn Monomorphismus.

Beweis: Es ist %, v =,
phismus.

,» also v nach Satz 1.4 ein Monomor-

Satz 3.3y: Es sei (w;:A; — A);c; eine allgemeine divekte
Summe, (v;: A;— B); e ; eine Morphismenfamilie und v: 4 — B
der Morphismus mit vu;, = v; (7 < J). Ist v, ein Epimorphismus
Jfiir mindestens ein j, & [, so ist v ein Epimorphismus.

Satz 3.4: Sind (u;: A — A;),c; und (u;: A' — A}), ; allge-
meine direkte Produkte, so gibt es zu jeder Movphismenfamilie
(v;: A;— A7), ; genaw einen Morphismus v: A — A' mit Uy =
= vu; fir alle j € J. Sind alle v; Monomorphismen (Isomor-
phismen), so ist v ein Monomorphismus (Isomorphismus).

Beweis: Die Morphismenfamilie (v;2;: 4 — A));, definiert
genau einen Morphismus v: 4 — A’ mit v, = w,v (j € J). -
Es seien nun alle v; Monomorphismen und w, w': B — 4 Mor-
phismen mit v = vw'. Fiiralle;j € J ist damm w0 w = ;v w,
also vy, = v;2;w', also u;w = u;w' und daher nach Defi-
nition des allgemeinen direkten Produktes w = w’. — SchlieBlich
seien alle »; Isomorphismen und v} : 4; — A4; die Inversen der
;. Weiter sei o* der durch #;0* = o7 uj' definierte Morphismus.

!

. . . 7 * __ x * 1 _
Fir alle j& / ist dann 20 o* = v;u;0% = v;0f u, = u; =

I . . . . .
= u;14. Also ist vv* = 7. Analog zeigt man v*v = 7.

Satz 3.4y: Sind (u;: A;—~A);c; und (u;: A, —~A'), ., all-
gemeine divekte Summen, so gibt es zu jeder Morphismenfamilie
(v;: Ay — A;), < ; genaw einen Morphismus v: A" — A mit v, =
= w;v; fiir alle j & J. Sind alle v; Epimorphismen (Isomorphis-
men), so ist v ein Epimorphismus (Isomorphismus).

Korollar: 75t (u;: A — A;),., ein allgemeines direktes Pro-
dukt, so ist (u]'- A — Aj)jej dann und nur denn allgemeines
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direktes Produkt, wenn ein Isomorphismus w: A" — A existiert
mit ;= u; w fiir alle j € J. — ],sz‘ (1;: A; — A); e ; eine allge-
meine direkte Summe, so ist (u;: A;— A');c, dann und nur
dann allgemeine direkte Summe, wenn ein Isomorphismus
w: A — A’ existiert mit w; = wu; fiir allej € J.

Unsere Kategorie € geniige den zwei weiteren Axiomen:

(VIIL) Zu jeder Familie (A;); o ; von Objekten existieren minde-
stens ein allgemeines dirvektes Produkt (u;: A — A;); <,
und eine allgemeine divekte Summe (u;: A; — A); < ;.

(AX) In der Klasse aller allgemeinen divekien Produkte (Sum-
men) etner jeden Familie (A;);z; von Objekten ist ein

Element ausgezeichnet. Wir nennen es das direkte Pro-
dukt (die direkte Summe) der Familie (A4;); ;.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: Ist (#;: 4 — A4)). ;
das direkte Produkt der Familie (4;);c ;, so schreiben wir fiir
A auch H]Aj. Ist weiter (v;: B — A;);c, eine Familie von

je

Morphismen und v der eindeutig bestimmte Morphismus aus

Hom (B, A) mit %;v = v; (F € J), so schreiben wir flir v auch

jl;[]vj. — Ist (u;: A;— A);, die direkte Summe der Familie

(A7);c; so schreiben wir fir 4 auch 2’ A;. Ist weiter
FASY4

(v;. : A;~ B);c ; eine Familie von Morphismen und v der eindeutig

bestimmte Morphismus aus Hom (4, B) mit v u; = v; (j € /),

so schreiben wir fiir ¥ auch >’ ;.
jer
Es sei eine Monomorphismenfamilie (#;: 4; — A); -, gege-
ben. Falls ein Monomorphismus » : 4 — A existiert mit:

a) fur alle j € Jist m; < m;

b)ist m': A" — A ein Monomorphismus und z; < ' fiir alle
7 & J,dannist m < w/,
so heifle 7 = Bild m die Vereinigung der m; und wir schreiben
7% == .\/ mj.
jerJ
Es sei eine Epimorphismenfamilie (¢;: 4 — 4;);,; gegeben.
Falls ein Epimorphismus ¢: 4 — 4 existiert mit:
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a) firallej € Jiste; < e

b)ist ¢': A — A’ ein Epimorphismus und ¢; < ¢’ fiir alle j & /,
dann ist ¢ < ¢/,

so heile ¢ = Cobild e die Vereinigung der e; und wir schreiben

e=Ve.
B J.Ej 3 - . vy

Es sei eine Monomorphismenfamilie (m;: 4; — A4);-, gege-
ben. Falls ein Monomorphismus #: 4 — A4 existiert mit:

a) fiir alle j € Jist m < m;

b)ist #': A" — A ein Monomorphismus und 7' < #; flir alle
7 € J, dann ist m' < m,

so heiBBe 77 = Bild m der Durchschnitt der m; und wir schreiben
jej g
Es sei eine Epimorphismenfamilie (¢;: 4 — 4,); -, gegeben.
Falls ein Epimorphismus ¢: 4 — 4 existiert mit:

a) fir alle j & J ist e < ¢

b)ist ¢': 4 — A" ein Epimorphismus und ¢’ < ¢; fiir alle j & /,
dann ist ¢ <e,

so heiBe ¢ = Cobild e der Durchschnitt der ¢; und wir schreiben
e= N\ e.
JEY
Satz 3.5: Zu jeder Monomorphismenfamilie (m;: A; — A); <,

existiert N m; (und zwar ist V m,=Bild =%, wenn 2 m;=u
JET JEeTJ ijey
gesetzt ist).

Beweis: Es sei (#;: A; — B);; die direkte Summe der 4. Fiir
alle j & / ist dann einerseits ; =, = @ u; < # nach Satz 2.9.
Andererseits sei m' : 4" — A und m; < m' fiir alle j & /; ist dann
m; der Morphismus mit 7’ m; =m;=wnwu, undv =2 my, so

e
ist m' vowu;=m mJ'-' =m,=uwuwu;, also m'v = u ujndj daher
u=7m v <wm =wm' nach Satz 2.9.

'Satz 3.55: Zu jeder Epimorphismenfamilie (e;: A — A;).,
extstiert \ e; (und zwar ist V ¢;= Cobild # =%, wenn Il ¢;=u
jeJ Jes JeJ
gesetzt ist).
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Satz 3.6: Es sei (m;: A; — A);; eine Monomorphismenfami-
lie und u: A — C. Dann ist u ( \% mj) = V % (m;).
=V JEe7

Beweis: Es sei (x;: A; — B);c, die direkte Summe der 4,
wmy: Ay — C, (2 A — B’)Jef die direkte Summe der A,
v= 2 my, v =2 um, ¢ =1, Ly und e = > u; ¢ Dann

ieJ JE7 SV
ist v'ewn; = v'u;e; = um; ¢; = uvu;, also v' e = uwv. Nach
Satz 2.5 ist daher # (7) = w v = 77 e = 77, letzteres nach Satz 2.4
und Satz 3.4,. Nach Satz 3.5 folgt daraus u( V m) =u(d)="7 =
=V u

=Y ().

Satz 3.65: Es sei (¢;: A — A\j})jef ez'niz/Epz'morp/zz’smenfamz'h'e
und u: C — A. Dann ist u ey = V us (e;).

o (;L,9) =L @

Weiter verlangen wir die Giiltigkeit von Axiom

(X) Fiir jedes Objekt A ist die Klasse der kanonischen Monomor-
phismen m: X — A und die Klasse dev kanonischen Epi-
morphismen ¢ . A — X eine Menge.

Satz 3.7: Fiir jedes Objekt A bilden die kanonischen Monownor-
phismen m: X — A beziiglich der Ordnungsrelation einen Voll-
verband.

Beweis: Es ist fiir jede Familie (m;: 4; — A);- ; von kanoni-

schen Monomorphismen die Existenz von V m;und A w2 zu zei-
ie7 ieJ
gen. Beides folgt aus Satz 3.5; ersteres direkt; letzteres folgender-

maBen: es sei (72 : A; — A)uc & die Familie aller kanonischen
Monomorphismen m 1 A" — A mitm' < mfiirallej &€ /; dann

existiert m2' = \/ mk und es ist w2’ = A\ m,.
ieJ

Satz 3.7,: Fiir jedes Objekt A bilden die kanonischen Epimor-

phismen ¢: A — X beziiglich der Ordnungsrelation einen Voll-
verband.

Esseiz: A — Bund m: B" — B ein Monomorphismus. Dann
nennen wir die Vereinigung V(7 |7 < i 5 2 (7757) < m) aller
kanonischen Monomorphismen 7z : A" — A mit « (1) < m das
Urbild von m beziiglich % und bezeichnen es mit =1 (). — Es sei
#: B — Aunde: B— B'ein Epimorphismus. Dann nennen wir
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die Vereinigung V (¢ | <i,;u,(e) < ¢) aller kanonischen
Epimorphismen ¢': A — A" mit u; (¢) < e das Urcobild von e
beztiglich 2 und bezeichnen es mit #;" ().

Satz 3.8: Es seien m: A — Bund m': A" — A Monomorphis-
men. Dann ist m= (m (m')) = m' (i) = Bild m' = w'.

Beweis: Esist m=1(m(m")) = V(@7 |mn <i;m () < m(m'))
und nach Satz 2.7 ist dies = V (77 |1 < im0 < m') =

Satz 3.8;: Esseiene: B — Aunde' : A — A' Epimorphismen.
Dann ist €5 (e5(¢')) = €5 (24) = Cobild ¢' = ¢'.

Satz 3.9: Es seien m': B' — B und m' : B — B Monomor-
phismen, m' < m'" undwu: A— B. Dannistu™ (m') < wt(m'").

Beweis: Definition des Urbildes.

Korollar: Es seien m': B' — B und m' : B" — B Monomor-
phismen, m' = m' und u: A — B. Dann ist 1" (m') =" (m"").

Satz 3.9,: Es seten ¢’ : B — B' und ¢'' : B — B'" Epimorphis-
men, ¢! < &' und w: B — A. Dann ist ug" (¢') < uy* (e").

Korollar: Es seien ' : B — B' und ¢'"' : B — B'' Epimorphis-
men, ¢' = ¢'" und u: B — A. Dann ist uzg' (') = uz" (").

Satz 3.10: Es seten1: A — B ein Morphismus und m: B' — B
ein Monomorphismus. Dann ist w (1= (m)) < m.

Beweis: % (st (m)) = u (V (v |7 <45 w(m) < m)) =
Vi(umymi | < iy u@m) < m) < m.

Satz 3.10,: Es seienw: B — A ein Morphismus unde: B — B’
ein Epimorphismus. Dann ist ug (15" (¢)) < e.

Satz 3.11: Es sez m: A — A ein Monomorphismus und
u: A — B. Dann ist m < u=Y(u (m)).

Beweis: Definition des Urbildes.

Satz 3.11,: Es sei ¢ : A — A’ ein Epimorphismus undwu: B—A.
Dann ist e < 15" (uy (¢)).
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Satz 3.12: Es sei m: C' — C ein Monomorphismus, u: A — B
und v: B— C. Dann ist (vu)™(m) =u2 (v (m)).

Beweis: Esist =t (v (m)) = V (71 | < iy; u (m') < vt (m))
und (v2)t(m) =V (w0 |m, < iy; (vu) (m1) < m). Nun folgt
nach Satz 2.8 aus % (1) < v~ (m), daB (v#) (7)) < v (v~ (m))
< m ist, und umgekehrt nach Satz 3.11 aus (v %) (727) < m, daf3
u () < vt (vu (1)) < vl (m) ist, letzteres nach Satz 3.9.

Satz 3.12,: Es sei e: C— C' ein Epimorphismus, w: B — A
und v: C — B. Dann ist (wv)y" (e) = 15" (V5" (¢)).

Satz 3.13: Es sei m: A — B ein Monomorphismus und m' < m.
Dann ist m (m= (m')) = .

Beweis: Wegen m' < m existiert ein Monomorphismus 7'’ mit
m' = mm' und es ist m' = mi = mmii = m (m'""). Nach den
Korollaren zu Satz 2.8 und Satz 3.9 ist dann m (m™! (m)) =
= m (m~ (m (m""))) = m (m'"), letzteres nach Satz 3.8 und Ko-
rollar zu Satz 2.8, und nach obigem ist » (m'") = 7.

Satz 3.13,: Es sei e: B — A ein Epimorphismus und ¢' < e.
Dann ist eg (5" (') = €.

Satz 3.14: Es seienm: A — Bund m': B — B Monomorphis-
men. Dann ist m (m™ (m')) = m N m'.

Beweis: Es ist 7 (m~(m')) = m (\ (nr | <1 m(mm) <m')) =
=\ (m () |mi < i,;m (mi7) <m') und dies ist nach Satz 2.7
und Satz 3.13 weiter = V (7 |7 <om; i <ig; mii <m')=
= m A .

Satz 3.14,: Es seien ¢: B — A und ¢' . B — B' Epimorphis-
men. Dann ist e5 (e5" (€')) = e e'.

Satz 3.15: Es sei u: A — B und (m;: B; — B); - ; etne Mono-
morphismenfamilie. Dann ist w1 ( A mj) = N ut(m).
JeJ JE€TJ

f Beweis: Es ist 271 ( A mj) =V (@ |mw <iy uim) <m
el jer 17 o
ir alle ;€ /) und /\/u‘1 (mp)=\V Gt |mr <ig;m <ut(m)
je
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fiir alle & /). Nach Satz 3.9 und Satz 3.11 folgt nun aus %= (77)
<mydaBmi <ot (u (m')) < ul(m;)ist, und umgekehrt nach
Satz 3.10 und Satz 3.11 aus w < w7t (m;), daB » (mr) <
< u (Y my) < my st

Satz 3.15,: Es sei u: B — A und (¢;: B — B;);c; eine Epi-
morphismenfamilie. Dann ist 1z (//\ ej) = A uz* ().
= €S

§ 4. Kern und Cokern

Satz 4.1: Es ist 0g, o = 7.
Beweis: Axiome (1) und (VII).

Fiir jedes Paar 4, B von Objekten bezeichnen wir den Mor-
phismus 0y 5 04 0: A — B mit oy p.

Satz 4.2.y,: Der Morphismus oo, 4 : O — A ist ein Monomorphis-
mus, der Morphismus 0, o: A — O ein Epimorphismus.

Beweis: Fiir jedes Objekt X existiert in Hom (X, O) bzw.
Hom (O, X) nur ein einziger Morphismus.

Satz 4.3, Filr jeden Morphismus u: 4 — Bistop c4 = 04 ¢
und 1 0¢, 4 = 0¢, p-

Beweis: Es ist 0 ¢ # = 0 ¢ 0p 0 %; Wegen oz o %: 4 -0
ist 05 o2t = 0,4 o nach (VII)und somit o5 o % = 09, c 04,0 ="04,c-

Satz 4.45,: Ist 0, 4 ein Epimorphismus (0,4, o ein Monomorphis-
mus), so ist A = O.

Beweis: Nach den Sitzen 4.2 und 2.3 ist dann o, 4 ein Iso-
morphismus und o, , wegen (VII) das Inverse von o, 4, d.h. es
istop, 4 04 0 = 4. Es sei w: X — A ein Morphismus. Nach Satz
4.3 ist dann w = 0y 4 04 o W = 0y, 4; fiir alle X besteht also
Hom (X, A) nur aus einem einzigen Element. Ahnlich zeigt man,
daBl Hom (A4, X) nur aus einem Element besteht. Nach (VII) ist
daher 4 = O.

14 Miinchen Ak. Sb, 1960
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Satz 4.5: Fs sei m: A" — A ein Monomorphismus und m <

< 0, 4 Dann ist m = og, 4.

Beweis: Aus m < 0y, 4 folgt die Existenz eines Monomorphis-
mus 7' : A" — O mit m = o0, 4 m';nach (VII)ist m' = o4 ound
nach Satz 4.4, ist A" = O, also m = 0,4 nach (VII).

Satz 4.5;: Es sei ¢: A — A" ein Epimorphismus und e < o4 o.
Dann ist e = 0y o.

Satz 4.6(4): 00, 4 15t ein kanonischer Monomorphismus und o4 o
ein kanonischer Epimorphismus.

Beweis: Satz 4.5 und Satz 4.5,.

Satz 4.7,): Fiir jeden Morphismus v: A — B sind folgende
Aussagen dquivalent: (1) v =0, p; (2) D =00 5; (3) 2= 04 0

Beweis: Es gelte (1); dann ist v = 0y 5 04 o, Nnach Satz 4.6,
also ¥ =0, pund v = 04 . — Es gelte (2); dann existiert ein Epi-
morphismus ¢: 4 — O mit v = 0, 3 ¢ = 0, p, letzteres nach Satz
4.3 — Dual zeigt man, daB (1) aus (3) folgt.

Satz 4.85y: Fiir jeden Morphismus w: A — B ist u (05 4) =

= 0p,B und u, (03, o) = 94,0
Beweis: Nach Satz 4.3, und Satz 4.6, ist w o, 4 = 00, 5.

Satz 4.9: Fiir jeden Monomorphismus wm: A4 — B st
m(00,5) = 00, 4-

Beweis: Sitle 2.7, 4'8(6)’ 4-5 U‘I‘ld 4'6(6)'

Satz 4.9,: Fiir jeden Epimorphismuse: B — Aistes" (05 0) =
=0A, 0-

Es sei #: A — B ein Morphismus. Dann bezeichnen wir
1™ (00, 5) als Kern wund 25" (04, o) als Cokern u.

Satz 4.10: Es set w: A — B ein Morphismus und m: A" — A
ein Monomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(1) m = Kern u;
(2) a) es ist um = o4 pund

b) zu jedem Morphismus v: C — A mit uv = op, 5 existiert
etn Morphismus v': C — A' mitv = m v'.

Beweis: Es gelte (1). Nach dem Korollar zu Satz 2.8 ist 7z =
= umn = 00, p» letzteres nach Definition des Kernes; nach Satz
4.7 ist also u m = 0,4, . Es sei nun v: € — A ein Morphismus
mitu v=o0¢ g alsouv =uv = o0y p. Dannlstv<u1(003)—
= 7. Daher existiert ein Monomorphismus 7' mit 7 = % »' und
esist v = T 7,0 = i m' i,v. Es sei * das Inverse von 7,,; dann ist
v=m1,*m' 7,y und mit *w' i,p = ¢ ist daher v = m 7.
Also gilt (2). — Umgekehrt gelte (2). Es sei ™ (0, 5) = 77, also
umi = 0o g. Dann existiert wegen b) ein Monomorphismus 72"’
mit 71 = m m''; alsoist u= (0 z) < m. Nacha)istum = o4 p,
nach Satz 4.7 also #m = o0, p und somit m <%~ (0, p). Folg-
lich gilt (1).

Satz 4.10,: Es sei u: B — A ein Morphismus und e: A — A’
ein Epimorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent;
(1) e = Cokern wu;

(2) a) es ist euw = og 4 und
b) zu jedem Morphismus v: A — C mit vu = oy  existiert

ein Morphismus v': A’ — C mit v = 2" e.

Satz 411 Es sei m: B — C ein Monomorphismus und
e: A — B ein Epimorphismus. Dann ist

(1) Kern me = Kern e (2) Cokern m e = Cokern m.

Beweis: Nach den Sitzen 3.12 und 4.9 ist Kern me =
= ¢ Y (m™ (00,¢)) = €71 (00, 5) = Kern e.

Satz 4.12:1 Es sei (¢;: A — A;);c ; ein direktes Produkt, wobei
diec Menge ] wenigstens zwei verschiedene Elemente enthalte;

1 Wegen des Korollars zu Satz 3.45 kann man in diesem und den folgenden
Sitzen dieses Kapitels das direkte Produkt (die direkte Summe) einer Familie
von Objekten durch ein allgemeines direktes Produkt (eine allgemeine direkte
Summe) dieser Familie ersetzen.

14*
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€ J sei fest gewdhit, (e;: A°— A, u;n Sei das direkte
Produkt der Familie (A, );ej;:o:; ; weiter sei w; = e'fall.rj =+ Jor

w. = 04 4. und m*= Il w. Dann ist m’>: A~ A ein
Jo A% Ajy JEJ 'l

Monomorphismus und m’° = Kern ¢;

Beweis: Es sei w, w': B — A°und m’° w = m’° w'. Fir j =5,

; oy R — Jo gy — Jo gy — oy
ist dann g = wjw = em’’w = em’*w' = w;w' = ¢w', also
w=w', d. h. m”° ist ein Monomorphismus. Wir wollen nun.
. 3 ].0 — R & .
Satz 4.10 anwenden. Zunichst ist ¢; m’ = w; = 04 4. Es sei

nunv:B—A, ¢ v=0z, und v’ = Il ¢v. Dann ist g’ o/
[] "o =y J 7
= wo' = ¢uv, also v = m’?". J¥70

Satz 4.125: Es sei (m;: A; — A); < ; eine direkte Summe, wo-
bei die Menge | wenigstens zwei verschiedene FElemente enthalte;
Jo € J sei fest gewdhit, (m;: A; — Ajo)je/.j#jo’ set die divekte
Summe der Familie (A; )]E./J:F.Io weiter sei w; m' falls

7=+ jo, w;, = =04, a0 und ¢’* = 3’ w;. Dann ist °: A — Ao
ies
etn Epzmorp/zzsmm und &/° = Cokern m,,.

Satz 4.13: Es sei (¢;: A — A;); c y ein divektes Produkt. Dann
ist \ Kern e; = 04, 4.
JEJ '

Beweis: Es sei m: 4 - A und % = A Kern ¢;, mit der Be-
FASVS
zeichnung von Satz 4.12 also % = A s’. Dann existieren Mono-
PASV4
morphismen #; mit m = m’m; und fir alle jE J ist gm =

= emm;=of 4, AlSOM =01 4 =00, 404 0 nach den Sitzen1.4
und 4.4, ist daher 4 = O.

Satz 413, Es sei (m;: A;— A);o, eine direkte Summe.

Dann ist \ Cokern m; = o4 o.
ies ’

Satz 4.14: Es sei (¢;: A — A )j < s etne Epimorphismenfamilic.
Dann ist Kern N e; = N\ Kern e

el Jes

Beweis: Es sei (e} : A" — A)); o ; das direkte Produkt der Fa-
milie (4,);c ;und v = Hj e;, nach Satz 3.5, also 2 = V ¢;. Dann
jE

ist Kern v = Kern g = v71 (0 4) =071 ( A e (00 4 )) letzte-
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res nach Satz 4.13; nach Satz 3.15 und Satz 3.12 ist dies weiter

=N (&7 00.4) = A& (90,4

Satz 4.14,: Es sei (m;: A; — A); o, eine Monomorphismen-
Jfamilie. Dann ist Cokern N m; = N\ Cokern m,.

JEJ jery
Satz 4.15,: Es ist
Kerniy =00 4 y Kernoy o = 14;
Cokern i, = 04 ¢ , Cokernog 4 = iy.

Beweis: Da 7, ein Monomorphismus ist, folgt Kern 7, = 0, 4
aus Satz 4.9; Kern o, , = 7, folgt aus den Sitzen 4.3, und 4.7).

Satz 4164 Aus Kern u < m folgt u (Kern uwm) = Kern u;
aus Cokern v < e folgt vy (Cokern e v) = Cokern v.

Beweis: Es sei m: A — A. Dann ist m ((um)™ (00, ) =
= m (m™ (7 (00, 4))) = m (m~ (Kern u)) = Kern #, letzteres
nach Satz 3.13.

Beispiele: In den Kategorien & und € sind auch die Axiome
(VID—(X) erfiillt. In der Kategorie M sind sie nicht erfiillt. Wir
modifizieren daher die Kategorie 3, indem wir in jeder Menge,
die Objekt ist, ein ,,Basiselement’‘ auszeichnen, als Nullobjekt
eine einpunktige Menge nehmen, alle einpunktigen Mengen
identifizieren und als Morphismen nur solche Mengenabbildun-
gen zulassen, die das Basiselement des Definitionsbereiches auf
das Basiselement der Bildmenge abbilden. In der so erhaltenen

Kategorie M gelten (I)—(X).

§ 5. Normale Monomorphismen, conormale Epimorphismen

Ein Monomorphismus 7 heiBBe normal, wenn Kern (Cokern #2)
=~ m ist. — Ein Epimorphismus ¢ heile conormal, wenn
Cokern (Kern ¢) = ¢ ist.

Satz 5.1, 5 Jeder Isomorphismus i. A — B ist normal und co-
normal.
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Beweis: Nach den Sétzen 4.114) und 4.154 und nach (IV,) ist
Kern (Cokern 7) = Kern (Cokern 7) = Kern (Cokern 75) = Kern

0p,0 = 15 =1.

Satz 5.2(5: Der Morphismus oy, 4 ist normal, der Morphismus
04, 0 5t conormal.

Beweis: Satz 4.15,.

Wir formulieren jetzt die letzten beiden Axiome, denen unsere
Kategorie € genligen soll.

(X1) Jeder Epimorphismus ist conormal.

(XII) Es set e: A — B ein Epimorphismus und m: A" — A ein
Monomorphismus. Dann gilt:

1. Zst m normal, so ist e (m) normal;

2.ist Kern ¢ < m und ¢ (m) normal, so ist m normal.

Auch diese beiden Axiome sind in den Kategorien & und €
erfillt.

Im Gegensatz zu den Axiomen (I) — (X) sind die Axiome (XTI)
und (XII) nicht selbstdual. Deshalb ist es von hier ab nicht mehr
moglich, Sitze ohne erneuten Beweis zu dualisieren.

Satz 5.3: Fiir jeden Morphismus u: A — B ist u = Cobild u =
= Cokern (Kernu).

Beweis: Cokern (Kemn #) = Cokern (Kern #) = » nach Satz
4.114 und (XI).

Satz 5.4: Ein Monomorphismus m: A" — A ist dann und nur
dann normal, wenn ein Movphismus u: A — B it m = Kern u
existiert.

Beweis: Es sei s normal. Fir ¢ = Cokern  ist dann m =
=~ Kern ¢. Umgekehrt sei ein 2 : 4 — B mit 7 =~ Kern # gegeben.
Nach Satz 4.11(, ist dann 7 = Kern # = Kern #. Nach (XI)
und Satz 4.11, ist daher # = Cokern (Kern #) = Cokern 7 =
= Cokern m, also Kern (Cokern ) = Kern # = 7 = m.
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Satz 5.5: Esseiw: A — B ein Morphismus, m : B' — B normal
und e = Cokern m. Dann ist w™l (m) = Kern e u.

Beweis: Es sei ¢: B — (. Dann ist Kern ez = 271 (e“l (00, 0)
= u~ 1 (Kern ¢) = 2~ (m).

Satz 5.6: Es seien e’ : A — Bund ¢'' 1 B — C Epimorphismen.
Dann ist Cokern (¢! Kern(e''e')) ="

Beweis: Es sei Kern ¢'' ¢': A" — A. Dann ist Cokern (¢’ Kern
(¢"e")) =e3 (Keme' e')5 (0,0, 0)) =e€'3" (Cokern (Kern ¢'’ ")) =
=T (') = &3t (65 (¢"")) = ¢, letzteres nach Satz 3.8,.

Satz 5.7: Es sei ¢: A — B ein Epimorphismus, m: A" — A4
normal und Kern e < m. Dann ist m = Kern ((Cokern e m) e).

Beweis: Es sei Cokern em: B — B’ und Kern e¢: 4" — 4.
Aus Kern e < m folgt die Existenz eines Monormorphismus
v A" — A" mit m m' = Kern ¢. Es ist (Cokern e m) e m =
=04, p- Weiter sei w : 4 — X ein Morphismus mit w 7 = 04 .
Dann ist o4n y = wmm' = w Kern ¢, also, da ¢ = Cokern
(Kern ¢) ist, w = w' e und es ist w' em = wm = 0,4 x; also
existiert ein Morphismus @'’ mit @’ = w'’ Cokern e m; folglich
ist w = w'’ (Cokern e ) e; hieraus folgt nach Satz 4.104 die
Behauptung.

Satz 5.8: Es sei u: A — B ein Morphismus und u () normal.
Dann ist uw (m) = Kern (Cokern 1 m).

Beweis: Es ist z (m) = u# = Kern (Cokern ) = Kern
(Cokern u m), letzteres nach Satz 4.11,.

Satz 5.9: Es sei e: A — B' ein Epimorphismus, v: A — B
ein Morphismus und Kern e < Kern v. Dann existier: ein
Morphismus o' mitv = o' e.

Beweis: Es sei Kerne: 4 — 4 und z: 4 — 4. Nach Voraus-
setzung existiert ein Monomorphismus 7 mit Kern ¢ = (Kern v) 7.
Weiter ist ¢ =~ Cokern Kern ¢ = Cokern ((Kern v) 7) und
zKerne = g (Kemn v) m = v (Kern ) m = o1 4; also existiert
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ein Morphismus 2" mit z = 2’ ¢ und daher ist 77, ' e =
=714, g = v. Setzen wir nun v’ = v¢,0", so ist also v = ¢'e.

Satz 5.10: Esseie: A — Bein Epimorphismus und m: B' — B
normal. Dann ist e (e71 (m)) = m.

Beweis: Nach Satz 3.5 ist ¢ () = Kemn ((Cokern ) ¢),
nach Satz 5.4 also ¢7! () normal, nach (XII) also ¢ (e7* (m2))
normal. Nach Satz 5.8 und Satz 5.6 ist daher ¢ (¢71(m)) =
= ¢(Kern ((Cokern 72) ¢)) = Kern Cokern (e Kern ((Cokern ) ¢))
= Kern Cokemn m = m.

Satz 5.11: Es sei ¢: A — B ein Epimorphismus und @ der
durch e induzierte Monomorphismus des Vereins W, der normalen
kanonischen Monomorphismen m: X — A mit Kern e < m in
den Verein Ny der normalen kanonischen Monomorphismen
m:X — B, d. h. @(m)=c¢(m), wobei m ein normaler kanoni-
scher Monomorphismus mit Kern e < m ist. Dann ist ¢ ein Iso-
morphismus des Vereins Wy auf den Verein Ny,

Beweis: 1. Nach (XII), 1. ist ¢ eine Abbildung von 9, in 9.
2. Nach (XII), 2. und Satz 5.10 ist ¢ eine Abbildung auf. 3. ¢
ist eineindeutig; es seien nidmlich »’ und 7' aus 9N und es sei
e(m')y=e(m'),d. h.&m = emi. Nach Satz 5.7 und Satz 4.11,
ist dann 7’ = Kern ((Cokern ¢ ") ¢) = Kern ((Cokern e727) )
= Kern ((Cokern g7217) ¢) = Kern ((Cokern ewm'’)e) = m'.
4. DaB ¢ ein Isomorphismus ist, folgt nun unmittelbar aus den
Sitzen 2.8, 3.9 und 5.10.

Satz 5.12: Fiir jeden Morphismus w: A — B und fiir jeden
Monomorphismus m: A' — A ist w (u(m)) = mV Kern u.

Beweis: Esseie =7, ,um: A" — B, m' =ut(wm): A" — A.
Aus m < u' (u (m)) folgt: es existiert ein Monomorphismus
m' A — A" mit m' m" = m und es ist u(m) < w(u=(u(m))). Da
andererseits « (271 (w0 (m))) < () ist,mub 2 (= (2 (m))) = 2w (m)
sein, also % = um; folglich ist 7,,, um' = ¢ : A" — B'. Weiter
folgt darauswm &' m'' = um' m" =wum =um e, also &' m'" = ¢,
und daher ist ¢’ ("' V Kern ¢') = ¢’ (m'') = iz, nach (XII), 2.
also ' vV Kern ¢’ normal und nach Satz 5.11 gleich 7,.,. Weiter
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ist 271 (u (m)) = w2 (FTm) = m' = m' (i 4u) = m' (m''V Kerne') =
= m'm'Vvm' (Kemn ¢) = mVm' (Kemn wmie'), letzteres
nach Satz 4.11,. Nach den Sitzen 4.3 und 3.9 ist Kern » =
=11 (00, ) L u ' (wm)=m' und nach den Sitzen 3.12und 3.14
folgt hieraus m' =m Vv m' (Kernum')=mV m' (m'~* ("' (04, 5)))
= mV (m' A Kern ) = mV Kern .

§ 6. Der Verband der normalen kanonischen Monomorphismen

m: X - A

Satz 6.1: Fiir jede Familie (m;: A, — A);c ; normaler Mono-
morphismenist \ m; normal und Cokern )\ m;= N Cokern m;.
i€/ FASV4 JET

Beweis: Nach Satz 4.14 ist Kern \// Cokern m; =
JE
= A Kern Cokern m; = A m.; nach Satz 5.4 ist also A
€7 7 jer’ jer’
normal. Nach (XI) folgt weiter Cokern ./\]mj = Cokern (Kern
je

V' Cokern m;) = V Cokern ;.
i€J

FASHA
Satz 6.2: Die Vereinigung endlich vieler novmaler Monomor-
phismen m;: A; —~ A (j = 1, 2, . .., n) ist normal.t

Beweis: Es gentigt, dies flr zwei normale Monomorphismen
m' A" — Aund m' . A" — A zu zeigen. Es sei ¢/ = Cokern 7'.
Dann ist umgekehrt 7' =~ Kern ¢’. Nach Satz 5.12 ist m'' V m' =
=m'' VvV Kern ¢'=¢'"1(¢' (m'")). Nach Axiom (XII) folgt aber aus
der Normalitit von =", dal auch ¢! (¢’ (#'")) normal ist, also
auch #' vV Kern ¢'.

Satz 6.3: Es seien m': A — A und m" : A" — A Monomor-
Phismen, m' sei normal und m = m' A m''. Dann ist m'' 71 (m)
normal.

Beweis: 1. Es sei m: A — A und m, der Monomorphismus mit
m' my = m. Es ist m' (my) = miTm, = m, nach Satz 3.8
also my = w7V ("' (my)) = m''""t(m). 2. Es sei m,y der

1 Wir wissen nicht, ob dies auch fiir beliebig viele normale Monomorphismen
gilt. ‘
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Monomorphismus mit #' 7, = m und es sei ¢ = Cokern ' :
: A— A4, also, da 7' normal ist, 72" = Kern e. Dann ist ¢ 7'’ m, =
=em' my = 0, 7. Weiter sei w: B — A" ein Morphismus mit
em' w = op 7. Nach Satz 4.10 existiert ein w': B — A’ mit
m' w' = m'" w und nach Satz 2.9 ist mrw = wrw < m' und
mirw < m', also mrrw < m' A m''. Folglich existiert ein Mor-

phismus '’ mit 7277 2 = m w' und es ist m'’ my w'" i, , m' W=

=mw' i m w=mrwi., m' w=m"w;somitistw =
. 1 .

= myw' i, m_zo. Esistnach Satz 4.10 also m, = Kerne m",

nach Satz 5.4 folglich 7z, und damit wegen 1. auch 7''~1 () nor-
mal.

Satz 6.4: Es sei e: A — B ein Epimorphismus, m: A — A
ein Monomorphismus und m': B' — B ein normaler Mono-
morphismus. Dann ist e m ((e m)™' (m')) = e (m) \ m'.

Beweis: Es sei (em) ! (m') = m' und zm: B — B. Nach
Satz 3.14 ist dann em (m'") = em ((em)™t () = em A m/,
also ist m'' = (gm)=* (e A m'), nach Satz 6.3 also »'' normal.
Weiter istnun e m ((e m)™ (m')) =em i, ,, em ((i,,, em)™ (m'"),
und dies ist nach Satz 5.10 weiter = e#i (m') = em AN m' =
= e (m) \ m'.

Satz 6.5: Es sei e: A — B ein Epimorphismus, m: A — A
ein. Monomorphismus und m': B' — B ein normaler Monomor-
phismus. Dann ist ¢ (m N et (m')) = e (m) \Nwm'.

Beweis: Nach Satz 3.14 und Satz 6.4 ist e (m A e72 (m")) =
= e (m (m (7t (m")))) = em (e m)~1 (m")) = e (m) A .

Satz 6.6: Fiir jedes Objekt A ist der Verband der novmalen
kanonischen Monomorphismen m: X — A modular, d.h. fir
drei normale kanonische Monomorphismen #z,: A; — 4,
my:Ag—>A und mg: Ag— A mit my < mg ist (my V my) A mg =
= my V (my \ g).

Beweis: Nach Satz 6.1 und Satz 6.2 sind w2, V w29, (712, V #25) A 123
und w2, V (my A m3) normal. Weiter sei ¢ = Cokern 4, also
my = Kern e. Da auBerdem 2, < (s, V my) A mg ist, gilt:
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(my NV mg) N\ mg =

= ¢ (e (my V myp) \ mg)) nach Satz 5.12
= ¢ (e ((my V ms) A €71 (e (m3)))) nach Satz 5.12
= e (e (my V my) N e (my)) nach Satz 6.5 und (XII), 2.
= ¢ (e (my) N e (mg)) nach Satz 3.6 und Satz 4.10
= e71 (e (my A\ €72 (e (m3)))) nach Satz 6.5 und Satz 5.12
= o7 (¢ (my N\ m3)) nach Satz 5.12
= (my N mg) NV my nach Satz 5.12.

§ 7. Exakte Sequenzen und Isomorphiesitze

Es sei / ein (nicht notwendig endlicher) Abschnitt aus der
Menge der ganzen Zahlen und jedem j & / sei ein Morphismus
u;r A; — A; 4 zugeordnet. Dann nennen wir die Gesamtheit
dieser Morphismen eine Segwenz und schreiben dafiir etwa
(ot tyy o)

Eine Sequenz heille exakt bei A, wenn Bild #;_; = Kern #;
ist (/—1, & J). Eine Sequenz heiBle exak?, wenn sie uberall
exakt ist. Hieraus folgt insbesondere, daf3 fiir eine exakte Sequenz

Uptj—1 = 04,y 4;4y st (j-1,7€ /)

Satz T.1: Eine Sequenz (uy, 1y) tst dann und nur dann exakt,
wenn iy normal und s = Cokern 1, ist.

Beweis: 1. Die Sequenz (u4, #,) sei exakt. Nach Satz 3.4 ist
dann %; normal und nach Satz 5.3 ist #s = Cokern Kern %, =
= Cokern 7; = Cokern #,, letzteres ‘nach Satz 4.114. 2. Es
sei 7; normal und #z = Cokern #;. Nach Satz 4.11( ist dann
#; = Kern Cokern %, = Kern Cokern %; = Kern #z = Kern #,.

Satz 7.2: Es sei u: A — B ein Morphismus. Die Sequenz

(00,4, 2) Monomorphismaus
(1, 05 0) ist genau dann exakt, wenn u ein{ Epimorphismaus
(00, 10 %, 05, 0) Isomorphismus

ist.
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Beweis: 1. Ist (0p 4, %) exakt, so ist z = Cokern Kern z =
= Cokern o0y, 4 = 74, also % ein Monomorphismus. 2. Ist (%, 0 )
exakt, so ist #Z = Kem op o = 75, also % ein Epimorphismus.
Ist umgekehrt # ein Epimorphismus, so ist # = 73 = Kern o5 .
3. Die dritte Behauptung folgt auf Grund des 1. Korollars
zu Satz 1.15 und Satz 2.3 aus den beiden ersten Behauptungen.

Satz 1.3: Es seien n: A — B und v: B — C Morphismen.
Die Sequenz (u, v) ist dawn und nur dann exakt, wenn die
Sequenz (%, v) exakt ist.

Beweis: Es ist Kern z = Kern z nach Satz 4.114 und
u (i) = 4.

Fassen wir die Mengen Hom (X, ¥') als Objekte der am Ende
von § 4 definierten Kategorie M auf, mit 0y, y als Basiselement,
so induziert ein Morphismus #: 4 — B in M Morphismen
#,: Hom (X, A) - Hom (X, B), indem wir #y(v: X — 4) =
= nv:X — B setzen.

Satz 7.4: Es sezm : A—Bund u: B—C. Die Sequenz (0, 4,m,1)
ist dann und nur dann exakt, wenn die in M induzierte Sequenz
((00, 4)x) My, ty) exakt ist fiir alle Objekte X unserer Kategorie €.

Beweis: 1. Es sei die Sequenz (o,, 4, 72, #) exaktund v: X — B
ein Morphismus. Dann ist #y () = 0y . genau dann, wenn ein
Morphismus 2’ : X — A4 existiert mit v = » 2/, d. h. wenn ein
v' € Hom (X, 4) existiert mit m, (") = v, also ist die Sequenz
(my,1x) exakt. Genauso folgert man, daf3 die Sequenz ((0p, 4)x, #2x)
exakt ist. 2. Es sei die Sequenz ((0p, 1)y 7y, #y) exakt fir
alle Objekte X. Fiir jeden Morphismus w : X - A mit m w=o0, ,
ist dann my (w) = oy 4; also existiert ein @': X — O mit
w=(0p, 4)x (@), d. h. w=0, 42, also ist die Sequenz (o, 4 )
exakt und nach Satz 7.3 ist » ein Monomorphismus. Analog
folgert man, daf3 zu jedem Morphismus v: X — B mit wv =0y, ¢
ein Morphismus 2’ mit v = m 2’ existiert. Indem wir fir X
speziell 4 wihlen, erhalten wir noch #m = o0, , also ist nach
Satz 4.10 auch (m, u) eine exakte Sequenz.
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Satz 1.5: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen und Spalten

o @]
%0, 4, 0, B,
Ay——B
”my
ml mll
0 Ay By Gy
90, 4, 7y v,
vl vll
O——>A, B,
00, 4 g

Dann ist my ein Monomorphismus und my = Kern vy m'’.

Beweis: 1. Nach Satz 7.2 und Satz 1.2 ist »'' m; = m, m' ein
Monomorphismus, und nach Satz 1.4 ist daher »z; ein Monomor-
phismus. 2. Es ist v, m'' my = vymym' = 04 . Es sei nun
w:X — B, ein Morphismus mit vy 7' w = o0y ,. Nach den
Satzen 7.2, 7.1 und 4.10 existiert dann ein Morphismus ' mit
myw' = m'"wund es ist myv'w' = v myw' = 0" m" w = 0y p;
daraus folgt, da 73 ein Monomorphismus ist, '@’ = oy, 4, und
nach Satz 7.1 und Satz 4.10 existiert somit ein Morphismus
@' mit w' = m'w'. Nun ist m'" mw' = mym' w' = my w' =
= m'' w, also, da m'’ nach Satz 7.2 ein Monomorphismus ist,
w = m, w' und nach Satz 4.10 ist somit »2, =< Kern v, 7'".

Satz 1.5,: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen und Spalten

0 0
%4,,0 9B, 0
A< By
€1
el gll
0 Ay By C,
04, 0 ey A Uy
z/I z/Il
O< Ag< —B,
04, 0 €y

Dann ist e, ein Epimorphismus und e; = Cokern e v,.
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Beweis: Der Beweis verlduft unter Beachtung von Satz 7.1
und Satz 7.2 fast vollstindig dual zu dem Beweis von Satz 7.3.

Satz 7.6: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm mit
exakien Zeilen und Spalten:

(0] (0] (0]
20,4, 20,4, |%0, 4,
v
(0] Ay >Ay———>Ay 0
0, 4 m e 04, 0
"y ny gy
(0] By——r By——> By 0
20, B, m e 28, 0
€1 2 3
G C, (&
aclv o 2Cin0 acav o

Dann existieren eindeutiy bestimmie Movphismen m'" : C; — C,
und ¢'" . Cy — Cy derart, dafp m'" ¢y = ey m' und ¢'' ey = ege’’
ist. Die Sequenz (0g ¢, m'", €', o¢, o) #st exakt.!

Beweis: 1. Da ey m''my = eqmym' = 0, (, ist, folgt nach
Satz 7.1 und Satz 4.10; die Existenz eines Morphismus
m'" s Cy— Cymit m'"" ey = e, m'’, und " ist eindeutig bestimmt,
da ¢, nach Satz 7.2 ein Epimorphismus ist. Analog zeigt man
die Existenz und Eindeutigkeit von ¢'"’. 2. Nach den Sitzen 7.2
1.25 und 1.4, folgt aus €'’ ¢, = e5¢'’, daf} ¢'’ ein Epimorphismus
ist. 3. Nach Satz 7.5 ist »2; =~ Kern ¢, ''. Nach Satz 5.3 und
Satz 7.1 ist daher e1 = ¢z '’ folglich ist, wenn wir mit 7* das
Inverse von 7, bezeichnen, m'" e;= eym''="e,;mr1i, ,pni* i, cam''=

eu il L, ¥4, 61 = egmi i, .. 1* e, also m' =
= ey mi 1, ,»7*%; nach dem 1. Korollar zu Satz 1.1, und nach
Satz 1.4 istalso """ ein Monomorphismus. 4. Nach Satz 7.1 ist »’

normal und nach (XII), 2. folgt daher aus #'"" ¢, m i,

'’ i* =

I Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des 2. Isomorphiesatzes der Grup-
pentheorie.
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= ¢, (m'"), letzteres nach Satz 2.4, daB »""' normal ist. Da nach

Satz 7.5, und Satz 4.115 auBerdem ¢ =~ Cokern ¢, m'' =
= Cokern »'" ist, folgt aus Satz 7.1 zusammen mit Satz 2.3. und
Satz 7.2 die Exaktheit der Sequenz (0o, ¢, 7", &', o¢, o).

Satz 1.65: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen und Spalten:

0 0 0
A
%4,0, (%40 |%450
0 Ay——Ayg——d, 0
OAI' o 4 7 00, Aa
€ €y e3
0 By«——By«—I, 0
03,.0 A & m 00, By
my my my
¢y Cy Gy
A
Corcii| %oNc i IZoYe,

) 0 0

Dann existieren eindeutig bestimmiec Morphismen e''': Cy — Cy
und m''" : Cq — C, derart, dafp mye'"' = &' my und mym'"' =
= ! ; g e .

= m'" mgy ist. Die Sequenz (05 ¢, m'", "', oc, o) ist exakt.

Beweis: Der Beweis verldauft im wesentlichen dual zu dem von
Satz 7.6, wobei man anstelle von Satz 5.3 hier den Satz 5.8
zusammen mit (XII), 2. verwendet.

Anmerkung: Der Satz 7.65 entspricht dem Theorem 3.5 in
Buchsbaum, Trans. Amer. Math. Soc. 80 (1955), 1-34. Ohne
Beweis sei noch angefiihrt, daB sich auch das dortige Theorem
5.8 unter der zusitzlichen Voraussetzung der Normalitit von
dy, @ und @,, das Theorem 3.9 und die Korollare 5.10 und §.11
in unverinderter Form herleiten lassen.
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§8. Das direkte Produkt!

Satz 8.12: Es sei (¢;: B — A;);c ; das direkte Produkt der Fa-
milte (4;);c ;, wobei die Menge | wenigstens zwei verschiedene
Elemente enthdlt; j, € ] sei fest gewihlt und (e*: Bio—~A;) ;...
sei das direkte Produkt der Familie (A;);c; v, Dann gilt:

1. Es existieren eindeutig bestimmite Monomorphismen m;: A;— B
Mt €;My = 04, 4 Jalls k== 7, und e;m; = Tas
(Wir nennen diese Monomorphismen z; die zum direkten
Produkt zugehirigen Monomorphismen.3)
. 7 - !
2. Es sei ¢;, = 1l ;. Dann ist e, = Cokern m,,.
JEJ.iF o
3. Filr alle j € J ist m; normal.
. - j ot . . — . .
4. Es sei w;= el fiir jFj, und w; = ogj, g Dann st
m? = I w; ein Monomorphismus.
i€

Beweis: 1. Es ist m; = [l v, mit v, = 04,4, fir j = £ und
ey

v, = z’Aj, also existieren die Morphismen 7; und sind eindeutig
bestimmt. Nach Satz 3.3 sind die #; Monomorphismen. 2. Fiir
J = Jo ist eloel mo = e;m’ = e, also ¢ m? = izis, nach Satz
1.4 und Satz 1.4, also eJ'-o ein Epimorphismus und #7° ein Mono-
morphismus, womit 4. bereits bewiesen ist. Fiir j == 7, ist weiter
w: X — B ein Morphismus mit ¢ w = o, gio. Fiir j = j, ist dann
Gw = ele w = Ox, 4 und es ist ¢; m; ¢, w = ¢, w, also
w = m; e; W. Nach Satz 4.10 ist daher = Kern ej'.o, nach
(XI) also e]'-og Cokern #; und aullerdem nach Satz 5.4 der

Monomorphismus 7z; normal.

! .
My, = My = 0y 4 also ¢; m; = 04, Bfo- Es sei nun

1 Es bleibt offen, inwieweit die zu den Sitzen dieses Kapitels dualen Aus-
sagen richtig sind (vgl. die Bemerkung zu den Axiomen (XI) und (XII)
in § s).

2 Siehe Fulinote Seite 181.

3 Dual dazu erhilt man die zu einer direkten Summe zugehérigen Empi-
morphismen.
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Satz 8.2: Es sei (¢;: B — A;);_ o das direkte Produkt von
Ay und Ay Weiter seien my, my die zugehirigen Monomorphismen
und m = my N my. Dann ist Cokern m = oy .

Beweis: Fir jedes Objekt X ist (Z,: X — X) ein allgemeines
direktes Produkt von X. Nach dem Korollar zu Satz 3.4, und
nach Satz 8.1 ist daher ¢; = Cokern m,, ¢, = Cokern s, m; =
Kern ey, und m, =~ Kern ¢;. Es sei ¢; A ¢y = ¢: B— B. Dann
existieren Epimorphismen ¢; und ey mit ¢; ¢, = ¢5 ¢, = ¢ und
es ist ey = ey ey my = emy = ey €3 My = 04,5, SOMIt ist ¢ =
=1 e = 0g, 5. Nach den Sitzen 4.14, und 4.7, ist weiter
Cokern 2 = Cokern (mz; V m,) = Cokern m; A Cokern m, =

= g = oB,O'

Satz 8.3: Es sei (¢;: B — A;); ., ..., das direkte Produkt von
Ay oo, A und mq, ..., m, sez'en"dz'e zugehdrigen Monomorphis-

n

men. Dann ist N m; = ip.
i=1

Beweis: Fiir 2 =1 ist die Behauptung richtig. Wir nehmen an
sie sei fuir # < » bereits bewiesen. Es sei nun #» = » 4 1 und
(¢;: B'—~ A)),_y .., das direkte Produkt von 4,,..., 4,;.
Weiter seien sy, ..., m,_, die zugehdrigen Monomorphismen,
(¢f : B" — A]); ., das direkte Produkt von Aj = B’ und
Ay = A, und m, m; die zugehdrigen Monomorphismen. Wir

n

. . .o .
setzen [I v, = v, wobei v; = ¢;¢; ist fir j=1,..., —1 und
j/=1 n—1 2
! . .- .
v, = ey ; weiter setzen wir [l¢; = ¢’ und Il w; = w, wobei
=1 j=1
wy=¢ und w,=e¢, ist. Fir j=1,...,, z—1 ist dann

ev_lll_l/_ d ist _”_.1‘t
VW = ¢;epw = ¢;¢' = ¢;und es ist ¢, vw = ¢y w = ¢,; alsois
vw = iz und daher v ein Epimorphismus. Fiur 7, £4=1, ...,
3 . n ! ron 1 7 3 3
n—1 ist weiter e,vm, m; = eyey my m;und dies ist = Oaj,4p falls
. . . . . 1 I3 1 12 14
JFAund = L falls j = £ ist. AuBerdemist e, vm; m; = ey my m; =
N 12 / . . . .
=04, 4, Dabher ist m; = vm m; fiir j =1, ..., n—1; dhnlich
. "o -
zeigt man, daB m, = vm, ist. Nach Satz 3.6 folgt nun aus den
n n—1
. . 1’ ! 12
obigen Bezichungen, daB V m; = v (( V mj-) % 7722) —
n—1 j=1 j=1
17 d, 12 12} 144 >
= v(ml ( V mj) Vmy | = v(m, V my) ist, letzteres nach In-
ol

15 Minchen Ak, Sb. 1960
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duktionsannahme. Nach Satz 8.1 sind #2) und #2; normal,

nach Satz 6.2 ist also auch i V #2; normal. Nach Satz 8.2 ist
. ! .

somit 72" V my = Kern Cokern (my V my) = Kemn ogn o = iz,

n
letzteres nach Satz 4.15,. Also ist V m; = v(izn) = iz, da v
. . . . =1
ein Epimorphismus ist. 7

Satz 84: s sei (¢;: B— A);c, das direkte Produkt der
Familie (A4;);c ; weiter sei (w;: C— A;);c; eine Familie von
Morphismen und uw = 11 w;. Dann ist Kern u = N\ Kern u,.

iet FASVA

Beweis: Nach Satz 4.13 und Satz 3.15 ist z71(0p 5), =
”—1(]./6\]";'_1 (00, AJ.)) =J.é\j (ej 7‘)_1 (00, Aj) =, /E\f”j_1 (00, AJ.)-

Satz 8.5: Es sei (¢;: A~ A;);, .y, ., das direkte Produkt
der Familie (A;);_ ., .., .5 weiter seien m; die zugehirigen

Monomorphismen und m: A" — A ein Monomorphismus. Dann
”n
istm < N m;e; (m).
_ J 7
FASY

. . 1! !/
Beweis: Es sei ¢;(m) = m; : B, — A; (¢;: B— B));_1,.

can

mit den zugehorigen

das direkte Produkt von (B);.1,.. .
” n
. ! . ot
Monomorphismen 2, v = 1l 7, , e;m und »' = 1l m .
J F=1 5] J je=1 J
: [ B RN ) . .

Dann iste;m' v=m; ;v =m; i, em=emfirj=1,..., 7
Also ist m” v = m und nach Satz 2.9 folglich . < w2,

. P - "o _ oo L 1 !

Fir £ == j ist weiter e, m; m; = O, 4, = M € 7 =eym
. [ 12 i ! 14 .
und fir £ =j ist e¢;m;m; = m; e¢;m; = e;m; my;, also ist
n
1 H . -_— 14
m;m; = m'' m; Nach Satz 8.3 ist nun » = m”( Y% mj) =
” ” ”n i=1
I 12}

=V (m;) =N m;(m])= NV m;e;(m), letzteresnach Satz 2.5;

. . J J . 77 3

j=1 =1 # =1
folglichist m < " = V wm; e; ().

= a1 7

Satz 8.6: s sei (¢;: A — A;)
der Familie (A;)

das divekte Produkt

7=1,...,n
mit den zugehirigen Monomorphis-

7j=1,...,n
1 . .
men my; (€2 B — B;)._y ., sei das direkte Produkt der
Familie (B,); ., . ., mit den zugehirigen Monomorphismen
I . . . . .y
my; weiter sei (w;: A;— B;). .y ., etne Morphismenfamilie

n ”
und uw = 1l wu;e;. Dann ist Kern w = N m; (Kern u;).
7=1 j=1
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Beweis: Man zeigt zunichst unter Ausnutzung der Eigen-
schaften direkter Produkte, daB u m; = mj u;ist (j = 1, . . ., n).

”

Nach Satz 3.6 und Satz 2.5 folgt # ( V m; (Kern u)) V

(Kern #)) = ~V1 m;u; (Kern ;) =0, g, alsoist _\/1 m; (Kem j) <
j= j=

< Kern . Da andererseits #; ¢; (Kern %) = ¢; u (Kern #) = o, 5;

also ¢; (Kern «) < Kern #; ist, folgt nach Satz 8.5, daf3 Kern #

Sj \=/1 m; e; (Kern ) Sj\=/1 m; (Kern 1) ist.

Satz 8.7: Es sei (e;: B— A;);_. ... , das direkte Produkt
der Familie (A;);_, ..., mit den zugehdrigen Monomorphis-
men m;; (m]'.: A;— B'); 1, ..., set die divekte Summe der
Familie (A;);_,,. . ., mit den zugehirigen Epz’mm*pﬁz’smgn ej'..

”
. ! . . . !
Dannist 1 e; = e¢: B' — B ein Epimorphismus und e m; = m;

j=1
(G=1,...,n).
Beweis: Fiir j,£=1,...,n ist ¢e = ejl-mfé = ¢;m,, also
e my = m,und nach Satz 8.3 und Satz 3.6 ist somit z, :,-91 m; =
(,\—/1”2 ) = e (ig), letzteres nach Satz 3.5 und Satz 3.44.

Folglich ist & = 7, also ¢ ein Epimorphismus.

Satz 8.8: Ls sei(e;: B~ A;),_, .. ., das direkle Produkt der
Familie (A4;); ., ..., mit den zugehsrigen Monomorphismen m,;
weiter seien w,w': B— C zwei Morphismen mit wm; = w'm;

fir j=1,...,n Dann ist w = w'.

. . . . 7
Beweis: Mit den Bezeichnungen von Satz 8.7 ist wewm; =
! .
=wm; = w'm; = w'em;, also we = w'e und somit w = ',
denn nach Satz 8.7 ist ¢ ein Epimorphismus.

§ 9. Abelsche Objekte

Essei A, = Ay = A und (¢;: B — A4,);_ 4, das direkte Pro-
dukt von 4, und 4, mit den zugehdrigen Monomorphismen 7z,
und 7z,. Falls ein Morphismus V: B — 4 existiert mit V w; =
=V my = 74, so heiBBe A ein abelsches Objekt.

15*
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Nach Satz 1.4, ist der Morphismus V, falls er existiert, ein
Epimorphismus, und nach Satz 8.8 gibt es hchstens einen solchen
Morphismus.

Satz 9.1: Ist (A;);  ; eine Familie abelscher Objekte, so ist 11 A4;
abelsch. i

Beweis: Es sei (¢;: B—4); < ydas direkte Produkt der 4;,und »;
seien die zugehorigen Monomorphismen. Ferner sei By = By = B
und (e,: B’ — B),_, , das direkte Produkt von B; und B,
mit den zugehdrigen Monomorphismen 72y und #zy; weiter sei
A; = A} =A; und (g : A;-' — A7), ., das direkte Produkt
von A} und Af mit den zugehdorigen Monomorphismen my;
(J". B" — A4 )/Ej sei das direkte Produkt der A . Wir setzen

I - .
H 2; ¢,. Dann st el w,my, = e;e,my = & me;, also ist
r=1
w; my = Mf Da die A abelsch sind, existieren Morphismen
1
VJ t A — AJ, mit V,;m} = i,,. Weiter sei nun w = ]I w; und
i€y
tH . !
v=1I V;¢/. Dann ist ¢ vwmk— Vefwmy = V,w,mp =
J

€
— Vj;zfej= ¢; (&€ J, £ =1,2); folglich ist v w my = iz, d.h.
wir haben einen Morphismus V = v w gefunden mit V 7, = iy,
also ist B abelsch.

Satz 9.2: Es sei A abelsch und Ay = ... = A, =4,
(¢;: B—A;);_y .. ., sei das direkte Produkt der A; mit den
zugehorigen Monomorphismen my, . . ., m,. Dann existiert genau
ein Morphismus N : B—A mit N m; =14 fiirj=1,...,n

Beweis: Fiir » = 1,2 ist die Behauptung nach Voraussetzung
richtig. Sie sei fiir # < 7 (» > 2) bereits bewiesen. Es sei nun
r <n < 27 Weiter sei (¢;: B — A;); .4, ..., das direkte Pro-
dukt von A4, ..., A, mit den zugehérigen Monomorphismen
My, ..y WL J": B" — B, sei das direkte Produkt von
B, = B und B, = B’ mit den zugehérigen Monomorphismen
my' und . Nach Induktionsannahme existiert ein Morphismus
V': B' — A mit V'm, = i4; da B' nach Satz 9.1 abelsch ist, exi-
stiert ein Morphismus V'': B" — B' mit V'"'m} = ip, (£ = 1,2).

r

Es sei nun w; = Il ¢

,
! . I .
e und w, _,~£I1wf’ wobel w; = ¢, ; fiir
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1 <7 <n— und w'- =05 4 fur n—r <j <7 ist. Weiter sei
2

w = H w,;. Unter Ausnutzung der Eigenschaften direkter Pro-
i=1

dukte zeigt man, dall w m; = wy m]' ist fir 1 <7 <# und

w My = my m;_, fir » < j < n. Fir j < 7 folgert man nun aus

den obigen Beziehungen: V'V "w m; = V'V ""m} m; = V’m'

=i ,4; fir r < j < mfolgert man: V'V ""w m; = V V”m2 m_,=

= V'm;_, =i,; mit V = V'V"w erhilt man also ij =17,
(j =1, ..., n). Die Eindeutigkeit von V folgt aus Satz 8.8.

Satz 9.3: Ist m: A — B ein Monomorphismus und B abelsch,
so ist auch A abelsch.

Beweis: Es sei (ejl. :B'— B));_,, das direkte Produkt von
By = F und B, =F mit den zugehdrigen Monomorphismen
myund my; (e : A" —A)). ., o sei das direkte Produkt von 4, = 4
und 4, = A4 mit den zugehérigen Monomorphismen 72; und 7z .
Da B abelsch ist, existiert ein Morphismus V:B'—Bmit V m,=

. 1
= 7,(j =1, 2). Wir setzen nun w = H me . Dann ist wm; =

7=1
= m]-m und nach Satz 8.3 und Satz 3.6 folgt daraus V w =
= V(i) = Vwim! v my) = Vmy(m) vV NV my(m) = m. Es

sei nun ¢* das Inverse von 7,,. Mit V' = ¢*7¢, , Vw: 4" — 4 ist

P % "= "__ "n__
dann m,V m; =mi*i, , NVNwm; = wi, w”Vwmj =Vwm; =
= Vmym = m fir j =1, 2; also ist V'm,; = i, fir j =1, 2.

Satz 9.4: Ist e: A — B ein Epimorphismus und A abelsch, so
ist auch B abelsch.

Beweis: Es sei (ejl- : B — BJ'-)].= 1,2 das direkte Produkt von
B, =B und B, = B mit den zugehorigen Monomorphismen
myund my; (e] * A" — A));1 ¢ sei das direkte Produkt von 4; = A4
und 4, = A mit den zugehoérigen Monomorphismen 72, und 723
Dann existiert nach Voraussetzung ein Morphismus V: 4" — 4

2
mit Vor, =i, (j=1,2). Wir setzen ¢/ = [l ¢ ¢;' und man zeigt,

s=1
daB3 e’m}' = m]'-e ist. Nach Satz 8.6 und Satz 3.12 ist weiter

Kem e = my (Kem e) Vmy (Kerne) = m'll (Kern e V)V
my (Kern eV my) = m) (my~* (Kern eV)) V mg (my —1 (Kern e V))
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< Kern ¢V, letzteres nach Satz 3.10. AuBerdem iste¢’ ein Epi-
morphismus, denn nach den Sitzen 8.3, 3.6 und 2.4 ist ¢/ =
= e/ (my N my) = e (m)Ve (my) = mle N MTE =Ml N m] = ip.
Nach Satz 5.9 existiert daher ein Morphismus V' mit ¢V =
V'e'" und es ist V'm]'-e = V'e’m}' = eVmJ'-' = ¢, also V’mj'- =

= i (j = 1,2).

Satz 9.5: Ist m: X — A ein Monomorphismus und A abelsch,
so ist m normal.

Beweis: Es sei (e;- t A" — A;);_1, das direkte Produkt von
A, = A und 4, = A mit den zugehdrigen Monomorphismen 72}
und 7253 (e) : A" — A]'); .4, ¢ sei das direkte Produkt von 4;' = X

1 . - . 1
und 4, = 4 mit den zugehérigen Monomorphismen #»; und
”
1t . . 114 H
my . Weiter sei w; = m ¢], wy = ¢; und 1[I w,=w: A" — A,
F=1
. 143 ! 1 !
Dann ist w m; = mym und w my, = m,. Nach Voraussetzung

existiert ein Morphismus V: 4" — 4 mit ij'. = 74; infolge-
dessen ist Vaw my = Vmy = i 4, also Vw ein Epimorphismus.
Nun ist Vw my(i,) = Vmim(iy) = 7. Nach Satz 8.1 ist mz)
normal und nach (XII), 2. ist somit Vw(m, (iy)) = 7% = m
normal.

Es bezeichne % die Unterkategorie aller abelschen Objekte der
vorliegenden Kategorie €. Wir wollen in den folgenden Sitzen
zeigen, dal} wir so eine abelsche Kategorie % erhalten, d. h. eine
Kategorie, in der (I)=(XI) erfilit sind, auBerdem das zu (XI)
duale Axiom gilt und den Hom (4, B) sich eine (kommutative)
Gruppenstruktur aufprigen 1dBt, deren neutrales Element der
Morphismus o4 z ist und die mit der Komposition distributiv ver-
knupft ist.

A erfiillt nach Definition die Axiome (I)-(III).
Satz 9.6: Das Nullobjekt O von € ist abelsch.

Beweis: Wegen (VII) ist (05, 9.: O — O;);_1,» das direkte Pro-
' 0; .
dukt von O; = O und Oy = O mit den zugehdrigen Monomor-
phismen o, o und o, . Setzt man V = o, o, so ist Vo, o =
Iy

= 99,0 001.,0 = 0p,0 = ?p-
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Satz 9.7: Es seten A und B abelsche Objekte. Ein Morphismus
w: A —B ist dann und nur dann ein Monomorphismus in U,
wenn ev in € ein Monomorphismus ist.

Beweis: Falls # in € ein Monomorphismus ist, so auch in .
Es sei nun #z in % ein Monomorphismus und @ : X — A4 ein Mor-
phismus mit z 7 = 0y z, wobei X ein beliebiges Objekt von €
ist, und es sei w: X' — A. Wir fihren die folgenden Uberlegun-
gen in der Kategorie € durch. Aus # w = oy pfolgt # W = 04 5.
Nach Satz 9.3 ist X' abelsch, also ist nach Voraussetzung
W = oy 4 folglich w = oy, 4. Dies besagt aber nach Satz 4.10,
dal Kern # = 0, , ist. Nach Satz 7.2 ist daher # in € ein
Monomorphismus.

Satz 9.8: Es seien A und B abelsche Objekte. Ein Morphismus
w: A — Bist dann und nur dann in B ein Epimorphismus, wenn
er in € ein Epimorphismaus ist.

Beweis: Falls # in € ein Epimorphismus ist, so auch in %. Es
sei nun # ein Epimorphismus in % und w: B — X ein Morphis-
mus mit w % = 04 », wobei X ein beliebiges Objekt von € ist. Es
sei w: B—X'". Aus wu = o4 y folgt dann w % = 0,4 4»; nach
Satz 9.4 ist X" abelsch, also ist nach Voraussetzung w = 0z 4,
und nach Satz 4.104 ist daher Cokern % = 05 ». Nach Satz 9.5
ist weiter #Z normal, nach Satz 7.1 und Satz 7.2 ist also z in € ein
Epimorphismus.

Auf Grund der letzten drei Sitze ergibt sich, daf in ¥ auch
die Axiome (IV)—(VII) erfiillt sind.

Satz 9.9: Es sei (A;);c, eine Familie abelscher Objekte und
(m;: A; > A) ;e ; die direkte Summe dieser Familie. Weiter sei
e: A — A die Vereinigung aller kanonischen Epimorphismen
e: A—X, fiir die X abelsch ist. Dann ist A abelsch und die Mor-
phismenfamilie (em;: A; — A);c, ist in W eine allgemeine di-
rekte Summe der A

Beweis: Es sei (¢ : 4 — A}); g die Familie aller kanonischen
Epimorphismen ¢ : 4 — X, fiir die X abelschist; (¢j : B— A cx
sei das direkte Produkt der A, und es sei =kHKe;. Nach

€

Satz 3.5, ist dann e = #: 4 —A. Nach Satz 9.1 ist B abelsch. Es
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ist %27,: A — B ein Monomorphismus, also ist nach Satz 9.3 auch
A abelsch. Es sei weiter ¥ abelsch, (v;: 4; — Y, eine Mor-
phismenfamilie und v = 3 #;. Da Y abelsch istund 77,: 4'—V

€

ein Monomorphismus istJ, fglgt nach Satz 9.3, daBl 4’ abelsch ist;
folglich ist < und es existiert ein Epimorphismus ¢ mit
2 = ¢'u. Wir setzen Zm; = em; = u; und v7,¢' = v'. Dann ist
v'u; = vie' um;=vi,vm; = vm; = v;. Es sei weiter v’ : 4 >V
ein Morphismus mit v''%,; = v, fiir alle j € /. Dann ist v"'um; =
= vmy, also v''u = v = Uiy = Uie'u= v'u;folglich ist o' = "
Damit ist gezeigt, daB (em; = u;: A; —~ A); -, in U eine all-
gemeine direkte Summe der 4; ist.

Auf Grund des Satzes 9.1 und des Satzes 9.9 sind in ¥ auch die
Axiome (VIID)—(XI) erfiillt und wegen Satz 9.5 gilt in % auch
die zu (XI) duale Aussage.

Ist in U eine Morphismenfamilie (u;: A"—A);_; ... ,gegeben
und V der in Satz 9.2 gewonnene Morphismus, so definieren wir

ul-}-...—l—u,,:V.ﬁuj.
s=1

Wie bei S. MacLane, Bull. Amer. Math. Soc. 56 (1950), 485 bis
516, zeigt man auch hier, daf3 diese Definition den Hom (A4,5)
aus ¥ eine kommutative Halbgruppenstruktur aufprigt, die mit
der Komposition distributiv verkniipft ist und das neutrale Ele-
ment o, p besitzt.

Satz 9.10: Essei Ay = Ay = A abelschund (e;: B~ A;);_1,2
das direkte Produkt von Ay und Ay mit den zugehorigen Mono-
morphismen m;; weiter sei N : B — A der eindeutig bestimmte
Morphismus mit Nmy = Vg = i, Dann ist m; N KernV =
= my N Kern V = 0, 5.

Beweis: Wir setzen m; A Kern V = m: B’ — B. Dann exi-
stieren Monomorphismen #2;: B’ — A und »': B — B mit
mymy = (Kern V) ' = m. Nach Satz 4.10 folgt daraus m) =
= Vmm; =V (Kern V) m' = oy 4; also ist m = mym; =
= 0g, 5 = 00,  Op, 0> Nach Satz 1.4 und Satz 4.4 ist also B' = O
und somit 7 = 0, z. Analog zeigt man, daB m, A Kern V =
= 0p, p ist.
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Satz 9.11: M4t den Bezeichnungen wvon Satz .10 sei weiter
2

wy, =V, wy= ¢y, und i = .lej. Dann ist ¢ ein Isomorphismus.
i=

Beweis: 1. Es ist 7 ein Monomorphismus. Nach Satz 8.4 ist
nimlich Kern 7 = Kern V A Kern ¢, = Kern V A ;, letzteres
ist im Anfang des Beweises von Satz 8.2 enthalten. Nach Satz
9.10 ist daher Kern 7 = o, g, nach Satz 7.2 ist also 7 ein Mono-
morphismus. 2. Es ist 7 ein Epimorphismus. Es ist ndmlich
eymy = 1,4 = Vmy = ;7 my und eym; = e47 m,, also ist 7wy =
= miy; Weiter ist ey my = ey, = 74, nach Satz 1.4 ist also ey7 ein
Epimorphismus. Aus ey(m25(e5?)) = egmy(est) = €52 = 74, letzteres
da ¢, ein Epimorphismus ist, folgt m,(ey0) < 5" (e5(2)). Es sei
nun #%: B — C ein Morphismus mit %7 = 0p . Nach Satz 2.4
und Satz 2.8 ist wegen der obigen Beziehungen u(m,) =
= u(my (57)) < 1 (e5'(ey(2))). Nach Satz 5.12 folgt hieraus
u(mg) <u(ZV Kemney) =2 (EVim) =u(@dVim) =u(i)= o,
Nach Satz 4.7, ist also % my=0, ¢; da auBerdem wu 7, = 27 m, =
= 04,¢ ist, folgt nach Satz 8.8, dall # = 0,  ist. Nach Satz 4.10;4
ist somit Cokern 7 = 05 ,. Nach Satz 9.5 ist weiter # normal, nach
Satz 7.1 und Satz 7.2 also 7 ein Epimorphismus. 3. Nach Satz 2.3
ist also 7 ein Isomorphismus.

Ist nun 7* das Inverse des in Satz 9.11 gewonnenen Isomor-
phismus 7, so zeigt man fiir jeden Morphismus z: A’ — A4 aus ¥,
daBl 2 + (eqt*mo)u = 04 4 ist, d.h. die oben definierte Halb-
gruppenstruktur ist sogar eine Gruppenstruktur.

Damit ist gezeigt, da3 ¥ eine abelsche Unterkategorie der vor-
liegenden Kategorie € ist.

Wihlen wir speziell als Kategorie € die Kategorie & der Grup-
pen, so ist ¥ die abelsche Kategorie der kommutativen Gruppen.
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