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Einleitung 

Wenn sich drei materielle Punkte mit den Massen m1, m2, 

nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen (Gravita- 

tionskonstante k), erfüllen ihre Ortsvektoren die Differential- 

gleichungen 

München Ak. Sb. i960 
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d-ï-L 

~dt* 
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rfgr, 
df- 

d"X 2 

dt2 (i) 

Die drei Ortsvektoren kann man sich in einem rechtwinkligen 

kartesischen Koordinatensystem in ihre jeweiligen Komponenten 

zerlegt denken. So betrachtet ist (l) ein System von neun Diffe- 

rentialgleichungen für die drei mal drei Koordinaten der drei 

materiellen Punkte. Physikalisch gesehen kommen für die Zeit t 

nur reelle Werte in Betracht. Vom mathematischen Standpunkt 

aus ist es jedoch interessant, für t auch komplexe Werte zuzu- 

lassen und die durch (l) definierten Funktionen der komplexen 

Veränderlichen t zu untersuchen. In einer Arbeit über das Drei- 

körperproblem behauptet R. Vernie1, daß diese Funktionen 

im Endlichen nur algebraische Singularitäten in endlicher An- 

zahl haben. Der Punkt t = oo kann Häufungspunkt solcher 

singulären Punkte sein. Solche mehrdeutige Funktionen nennt 

R. Vernie algebromorph.2 Ein besonderer Fall der algebro- 

morphen Funktionen, nämlich die endlich vieldeutigen, sind die 

algebroiden Funktionen. Diejenigen algebroiden Funktionen, 

die auch im Punkt t = oo höchstens eine algebraische Singulari- 

tät besitzen, sind die algebraischen Funktionen. 

Die Behauptung von R. Vemic, nach der die allgemeine 

Lösung des Dreikörperproblems durch algebromorphe Funktio- 

nen der Zeit gegeben ist, widerspricht dem Ergebnis von C. L. 

Siegel3, daß in einer Umgebung eines Zeitpunktes, in dem alle 

drei Körper Zusammenstößen, Reihenentwicklungen nach Po- 

tenzen der Zeit auftreten, unter denen solche mit irrationalen 

1 R. Vernie, Diskussion der Sundmannschen Lösung des Dreikörperpro- 

blems, Zagreb 1954. 
2 Die Bezeichnung „algebromorph“ hat Gunnar af Hallström im anderen 

Sinne schon früher verwendet; vgl. Über die Automorphiefunktionen mero- 

morpher Funktionen, Acta Academiae Aboensis, Mathematica et Physica 

XVI. 4. 1949. 
3 C. L. Siegel, Der Dreierstoß, Ann. of Math., II. 42, 127-168 (1941). 
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Exponenten Vorkommen, die Stelle somit im allgemeinen wesent- 

lich singulär ist. 

Für das Zweikörperproblem trifft die Behauptung von R. Ver- 

nie zu. Die allgemeine Lösung dieses Problems besteht aus 

algebromorphen Funktionen der Zeit. Das Ziel der vorliegenden 

Arbeit ist es, dieses nachzuweisen und insbesondere die zuge- 

hörigen Riemannschen Flächen dieser mehrdeutigen Funktio- 

nen zu konstruieren. Dabei wird von der bekannten allgemeinen 

Lösung des Zweikörperproblems ausgegangen. 

Das Zweikörperproblem 

Die Bewegungsgleichungen für das Zweikörperproblem lauten 

d2 km2 (r2 — tt) 

dP 1 r2 — Vi [3 ’ 

d2r2   km1(x1 — r2) 
dt- — Bi-Cal3 ‘ 

(2) 

Die Vektoren rx, r2 sind auf den Schwerpunkt o der beiden 

materiellen Punkte bezogen, der als ruhend betrachtet werden 

kann. Die Bewegung erfolgt dann in einer festen Ebene. Aus (2) 

erhält man für rx — r2 = x die folgende Differentialgleichung 

d2 r _ k(ml + m2)x 

~dt2~ ~ ftp ’ w 

Das ist die Differentialgleichung für die Bewegung eines mate- 

riellen Punktes mit dem Ortsvektor r, der von der Masse (m1 -f- m2) 

mit dem festen Zentrum o angezogen wird. 

Aus rx—■ r2 = x und mr + ;«2 *2 = 0 folgt 

D = r und x9 — 

Es genügt demnach, r als Funktion von t zu kennen. Die durch 

(3) festgelegte Bahnkurve ist je nach den als reell angenommenen 
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Anfangswerten eine Ellipse, Hyperbel, Parabel oder Gerade. Die 

Realität der Anfangswerte möge im folgenden immer beibehal- 

ten werden, auch wenn die Zeit t als komplexe Veränderliche 

aufgefaßt wird. 

als Bahnkurve 

a — große Halbachse der Ellipse 

e = numerische Exzentrizität der Ellipse 

z = exzentrische Anomalie 

c = Konstante der Flächengeschwindig- 

keit 

a > o, o < e < 1, c ^ o. 

Für die Komponenten von r ergibt sich 

£ = a cos z— ae, 

r\ = a Y1 ■— ß2 sin z, also (4) 

]r| = r = a(i— e cos z). 

Der zeitliche Ablauf wird durch die Keplersche Gleichung 

ict 
1 y 1—e- 

— z— e sin z 

festgelegt, wobei die Zeitzählung im Perihel beginnt. 
"2. C t 

Mit der Abkürzung w = ^ ^ ^ lautet diese Gleichung 

w = z— e sin z. (5) 

Zu einem reellen w gehört nach (5) genau ein reelles z, das 

physikalisch die exzentrische Anomalie bedeutet. Im Komplexen 
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ist die durch (5) definierte Funktion z(w) mehrdeutig. In diesem 

Fall ist z Uniformisierende für die ebenfalls mehrdeutigen Funk- 

tionen £(zt») und 

Wir erweitern nun die gewöhnliche w-Ebene durch Überlage- 

rungsflächen, so daß einem Punkt dieser Riemannschen Fläche 

genau ein Punkt der ^-Ebene entspricht. Um die Riemannsche 

Fläche der vorliegenden Funktion z(w) zu konstruieren, unter- 

suchen wir zunächst die durch diese Funktion vermittelte Ab- 

bildung der zü-Ebene auf die ^-Ebene. Aus w(z) = z—e sin z 

folgt   

w (— z) = — w (z) und w(z) = w (z), (6) 

wenn der Querstrich den Übergang zum konjugiert komplexen 

Wert bedeutet. Nach (6) bleibt also eine Symmetrie bezüglich 

der reellen oder imaginären Achse erhalten. 

Im folgenden setzen wir w — u-{-iv und z = x-\-iy. 

Für die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte der 

Funktion z — z(w) muß die Beziehung 

-57- = i—e cos z = o (7) 

bestehen. Aus ihr entnimmt man die Kreuzungspunkte 

zk = ikn ± i SlriSof* y / (8) 

für die nach (4) r = o ist. 

Wegen | j. = . = e sin zk= i i Y1 — e2 =1= O sind diese 

Kreuzungspunkte einfach; ihnen entsprechen die einfachen 

V erzweigungspunkte 

wk = 2kn i i CEof* —g Y1— e2j. (9) 

Aus u -f- iv = x iy — e sin (x -f- iy) erhält man 

= *—e sin*£ofy und 

v = y—e cos* ©iny. 
(10) 

1 2Ir£of* -h bedeute den positiven Wert von SlrSof — . 
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Bilder der reellen Achse der ! (.-Ebene 

v — o ergibt 

y — e cos x Siny = o. (u) 

Eine erste Lösung dieser Gleichung ist y = o bei beliebigem x. 

Damit wird 

u — x — e sin#; d. h. u wächst monoton von — oo bis +oo, wenn 

x von —co nach +00 läuft. 

Die zweite Lösung von (11) hat man in 

cos # y 
e ©in y ’ 

y 4= o. (!2) 

Nach (6) gibt es zu einer durch (12) gegebenen Kurve auch die 

zu ihr symmetrische bezüglich der reellen bzw. imaginären Achse. 

Die Gleichung (12) geht in sich über, wenn # durch x 2 n er- 

setzt wird. Falls cos # <C o ist, erhält man keine y-Werte. Es ge- 

nügt demnach, die positiven y-Werte zu ermitteln, die den #- 

Werten des Intervalles o entsprechen. 

Schreibt man (12) in der Form 

 = <Stn y, so erkennt man leicht, daß y monoton mit x 
e cos x J y 

wächst. Ferner ist limy = +00, d. h. die Gerade # = —ist 
71 2 

Asymptote. - 

Bilder der imaginären Achse der ! (.-Ebene 

u = o ergibt 

#■—e sin# @ofy — o. (!3) 

Eine erste Lösung dieser Gleichung ist # = o bei beliebigem y. 

Damit wird 

v = y—e Siny und 
dv 

dy 
1 —e Gofy. 
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Hier kann man sich auf y )> o beschränken, verschwindet 

für y = y0 = 21r£of* Für o fLy <Cy0 folgt> o und für 

y^> y0 ist <7 O. v verschwindet für y = O und für y = yx > y0. 

Außerdem ist v(y0) >0, d. h. 

21tSof* y — Y1 —e2'>0] vgl. (9). 

Die zweite Lösung von (13) hat man in 

Gofy =—? , x^o. (14) 
■s e sin x K 

Wir können uns wieder auf x ^lo, y > o beschränken. Es ist 

lim GEofy == — oder limy = SlrCSof* — . 
x-*o J e x-*oy e 

Unter der obigen Einschränkung erhalten wir in (14) nury-Werte, 

wenn 

o 5^ x < n oder 2kn <f < (ik -f- i)n, wobei k = 1,2,... 

Die Geraden ^ = kn sind Asymptoten (y —»- 00). 

Ersetzt man in (14) * durch x + 2n, so erhält man 

(Eof y (x -f- 2n) = 
X + 2JT 

e sin x 
ßof y (x) + 

2 71 

e sin x 
> 5of y(x), 

d. h. y (x + 2n) > y (x). 

Durch Differenzieren folgt aus (14) 

d y ^, sin x — x cos x 
@tn y =   

dx - e sin*5 ;r 

(t g x — x) cos 

e sin2 x Os) 

Für a; = (4/é — 3) — ergibt sich nach (14) 

€of y = 
(4^ — 3) n 

— 1 also ®l„y = ]/[i 
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und damit nach (15) 

Karl Zuser 

dy   2 

dx — /[(4yè-3)jl]2-4£2 ' 

Die hier in Frage kommenden Nullstellen von tg :r — x lauten 

xk = (4k -fl)——■ ek, wobei 0.13 > £x > e2 . . . mit lim sk = o. 
2 k~> 00 

Aus (15) entnehmen wir 

<< o für 2kn x xk, 

x = xk und 

xk <C x <C (2 k -f 1) n. 

dy 
dx 

dy 

dx 

O für 

O für 

Verzweigungsschuitte in der ic-Ebene und entsprechende Kurven 

in der z-Ebene 

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wählen wir die 

Halbgeraden 

u = 2kn, v ^ SlrCEof* — ]/1 — e2 (k = o, ± 1, ±2, ...) bzw. 

u = 2k71, v ^ — 2ft(Eof* -j -f Y1 —e2. 

Die Verzweigungspunkte und die zugehörigen Verzweigungs- 

schnitte numerieren wir wie in Abb. 2 angegeben. Ein Kreu- 

zungspunkt in der ^-Ebene erhalte dieselbe Nummer wie sein 

entsprechender Verzweigungspunkt. Von den Bildern des iz-ten 

Verzweigungsschnittes greifen wir nur dasjenige heraus, das den 

n-ten Kreuzungspunkt enthält. Nach (6) genügt es, die den Ver- 

zweigungsschnitten 

u = 2k?i, v A SlïÊop 2 y 1— e2 (k = 1, 2, . . .) 

entsprechenden Kurven in der ^-Ebene zu finden. Man erhält zu- 

nächst 
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13 9 5 1 3 "f 11 

« 10 6 2 4 8 ia 

Abb. 2 

—e sin x (Eofy = 2kn\ die Lösung x = 2kn kommt hier je- 

doch nicht in Betracht, weil die Kurve sonst ein Bild der reellen 

Achse der w-Ebene schneiden würde. Dem Verzweigungsschnitt 

u = 2kn, v ^ SlrCEof* — — )/1—£2 entspricht also in der z- 

Ebene die Kurve 

ßof y — 
x — ikn 

e sin x ’ 
wobei (2 k—1) Ti < x <C (2 k + 1) n 

und y ^ SlrGof* ~ . 

(16) 

Mit x — 2kn = x geht (16) über in 

Sof y = - ^ ^ ~ , wobei — n <ix <C n und y ^ 2lt Sof* . 

Der Verlauf dieser Kurve wurde bereits in (14) untersucht. 
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Konstruktion der Riemannschen Fläche 

Wir fertigen die w-Ebene in unendlich vielen Exemplaren 

(Blättern) an, denen wir die Zahlen o, 1,2,... zuordnen; dabei 

soll jedes folgende Blatt unter dem vorhergehenden liegen. Das 

Blatt n (n = 1,2,...) wird längs des n-ten Verzweigungsschnit- 

tes an das Blatt o geheftet. Die anderen Verzweigungsschnitte 

sind für das Blatt n ohne Bedeutung. Die folgende Abb. 3 zeigt 

im Schema, wie das Aneinanderheften erfolgt. 

Oberes Ufer 

Oberes Ufer 

Blatt o 

X 
Blatt n 

Abb. 3 

Unteres Ufer 

Unteres Ufer 

Die Abb. 4 (siehe Tafel) stellt die ^-Ebene mit den Bildern der 

reellen (schwarz) und der imaginären (rot) Achse der w-Ebene 

dar. Außerdem sind die den Verzweigungsschnitten der ro-Ebene 

entsprechenden Kurven (blau, grün) eingezeichnet. Dem n-ten 

(n — 1,2,...) Blatt der w-Ebene entspricht der Teil der ^-Ebene, 

der durch die dem «-ten Verzweigungsschnitt entsprechende 

Kurve begrenzt wird und die reelle Achse der .a-Ebene nicht ent- 

hält. Dem Blatt o der w-Ebene ist der die reelle Achse enthal- 

tende Teil der ^-Ebene zugeordnet. 

Für die Zeichnung wählen wir e = —■. Es wird dann 

2tr£of* — « 1,32 und SlrCof* -i- — ]A — e1 » 0,45. 
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Aus (14) erhält man 

2 n 

~ 

4n 

6 
5* 
6 

<£ofy (x) 

ßofy (x + 2 7t) 

ßoj> (x + 4?r) 

Qofy (x + 6 n) 

2,02 

50,50 

98,98 

147,46 

2,09 

27,22 

52,36 

77,49 

2,42 

I6,95 

31,48 

46,01 

3,14 4,48 

15,71 19,37 

28,27 

40,84 

33,90 

48,43 

io,45 

35,58 

60,72 

85,85 

70,70 

119,18 

167,66 

y (•*) 

y (x + in) 

y(x + 4?t) 

y (x + 6n) 

i,33 

4,6I 

5,29 

5,69 

i,37 

4,00 

4,65 

5,04 

i,53 

3.52 

4,i4 

4.52 

1,81 

3,45 

4,03 

4,4o 

2,26 

3,66 

4,22 

4,57 

3,04 

4,26 

4,8o 

5,i5 

3,79 

4,95 

5,47 

5,82 

z = z(w) ist eine algebromorphe Funktion. Einem (endlichen) 

w-Wert entspricht in jedem der unendlich vielen Blätter ein w- 

Punkt; diesen unendlich vielen w-Punkten sind im allgemeinen 

unendlich viele voneinander verschiedene .s'-Werte zugeordnet. 

Nur wenn w einen Verzweigungspunkt kennzeichnet, fallen zwei 

dieser unendlich vielen s'-Werte zusammen. Die Größen f und »7 

sind nach (4) eindeutige Funktionen von z. Im folgenden wird 

gezeigt, daß einem zei-Wert zugehörige verschiedene ^r-Werte z1 

und z2 i
m allgemeinen auch verschiedene Werte von f bzw. r\ zur 

Folge haben. 

Nach Voraussetzung ist 

zx =b z2 
und w = zx— e sin zx = z2-— e sin z2 . 

Aus = £2 würde folgen cos zx = cos z2, d. h. zx = i z2 +2kn. 

zx 
= 2 2 + ikn führt sofort auf k = o (Widerspruch), 

zx = — z2 2 kn führt auf w — zkn— w oder w = kn 

(spezieller w-Wert). 

Aus rj1 = rj2 würde folgen sin zx = sin z2, d. h. hier auch 

zx = z2 (Widerspruch). 

6 München Ak. Sb. i960 
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Demnach sind auch £ — £ (w) und rj = r) (w) algebromorphe 

Funktionen. Sie besitzen dieselbe Riemannsche Fläche wie die 

Funktion z — z(w). 

Im Spezialfall e — o (Kreis als Bahnkurve) ist w = z, £(w) = 

= a cos w und rj(w) = a sin w. Die Funktionen £(w) und rj(w) 

sind hier also eindeutig. 

Hyperbel als Bahnkurve 

a = reelle Halbachse der Hyperbel 

e = numerische Exzentrizität der Hyperbel 

— = schraffierte Fläche 

c — Konstante der Flächengeschwindigkeit 

Abb. s 

Anstelle von (4) gilt jetzt 

£ = — a Sof z -j- ae, 

rj — a]/re2—l ©in z, also 

I r I = r — a{e (fof z— 1). 

(!7) 

Die Keplersche Gleichung lautet jetzt 

a- '2I 

wenn die Zeitzählung wieder im Perihel beginnt. 
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Es sei noch bemerkt, daß man die letzte Gleichung aus der ent- 

sprechenden für die Ellipse dadurch erhält, daß man in dieser 

Y1 — e2 durch i j/e2—l und z durch iz ersetzt. Dabei werden, 

abgesehen vom Vorzeichen, aus den Gleichungen (4) die Glei- 

chungen (17). 

Durch die Abkürzung w = 

Gleichung die Gestalt 

ict 

a-Ye*— 1 
erhält die Keplersche 

w = e ©in z — z. (18) 

Es ist jetzt die Riemannsche Fläche der durch (18) definierten 

mehrdeutigen Funktion z = z(w) zu konstruieren. Wir beschrei- 

ten dabei denselben Weg wie im vorigen Fall der Ellipse und 

lassen unerwähnt, was unverändert weitergilt. 

Für die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte der 

Funktion z = z(w) muß die Beziehung 

-JT = e <i*\z—\ =0 (19) 

bestehen. Daraus entnimmt man die Kreuzungspunkte 

zk = * arccos* ~ -f 2kn^ , (20) 

für die nach (17) r = o ist. 

Wegen = e ©in zk = ± & j/ß2 — 1 =j=o sind diese 

Kreuzungspunkte einfach; ihnen entsprechen die einfachen Ver- 

zweigungspunkte 

i ^ i ]/e2 — 1 ^ arc cos* -j 2 kn (21) 

Spaltet man in (18) in Real- und Imaginärteil auf, so wird 

u = e ©in :r cosy—# und 

v = e (to\x sin y—y. 
(22) 

1 arccos* -h bedeute den zwischen o und A liegenden Wert von arccos i. 
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Bilder der reellen Achse der ic-Ebene 

v = o ergibt 

e (fojW sin y—y = o. (23) 

Eine erste Lösung dieser Gleichung ist y = o bei beliebigem x. 

Damit wird 

u = e ©in 2T —x; d. h. u wächst monoton von —00 bis + 00, wenn 

2: von —00 nach -(-00 läuft. 

Die zweite Lösung von (23) hat man in 

<Sof x = —~— , y =)= o. (24) 

Wir können uns bei der Diskussion dieser Kurve auf x ^ o, 

y > o beschränken. Unter dieser Einschränkung erhält man aus 

(24) sicher keine nr-Werte, wenn 

(2k— \)JI <y <C 2kn, wobei k = 1, 2, . . . 

Für die Intervalle (2 k—• 2)71 <C y •< (2k — 1 )n erhält man nur 

jr-Werte, wenn zugleich 

^ sin y (vgl. Abb. 6). (25) 

Das kleinste k, für das bei vorgegebenem e die Ungleichung 

(25) für alley des Intervalles 

(2k — 2)n <7 y <f (2 k — GTT erfüllt ist, heiße k0. 
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Es ist kQ 2. Jedem e ist also genau ein k0(e) zugeordnet. Für 

spezielle e können sich die beiden Kurven 

f\(ÿ) = ~r unc^ /z(y) = sin y berühren. Es muß dann gelten 

= sin y und — = cosy; daraus folgt 

y = tg y, wobei aber nur diejenige Lösung zu berücksichtigen 

ist, die im Intervall (2k0— 2)TI <i y <i [zk0 — -|-j n liegt. 

Das zugehörige spezielle e erhält man aus -- = cosy. 

Es ist 

y = arccos* — + (2k0— 2) n und daher e sin y = ]/e2-— 1. 

Setzt man diese Werte in e sin y—y — o ein, so ergibt sich 

die folgende Gleichung für e: 

\'re2 — 1 — arccos*   (2k0— 2) n = o. (26) 

Ist (26) erfüllt, so entnimmt man aus (21) = o und 
W

7-i„ = o.   

Wir untersuchen noch die Funktion f (e) = ]/e2— 1 — arccos*^-. 

Es ist lim/(y) = o. Für genügend große e verhält sich f(e) wie 

<? —-y. Ferner ist f'(e) = |/ 1    und daher lim f'(e) = o. 

/(<?) ist somit eine monoton wachsende Funktion. 

Die Kurve (24) hat die Asymptoten y = kn(x—+oo). Ferner gilt 

x(y -j- 2jr) 7> x(y), wenn x(y) überhaupt vorhanden ist. 

Durch Differenzieren folgt aus (24) 

4±-einx = .^y-y)^y. 
ay e (27) 

Ist j> sin y und tgy—y = o, 

% =)= o. 

so verschwindet 
dx 
~dj wegen 

Für y = (4/è— 3) erhält man @of ^ ^ n , falls 

(4^ — 3)^ , 
2e 
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Aus (27) folgt damit 

d x   2 

dy Y[(4Æ — 3) n\2 — 4e2 

Bilder der imaginären Achse der «.’-Ebene 

u = o ergibt 

e ©in x cos y — x = o. (28) 

Eine erste Lösung dieser Gleichung ist x = o bei beliebigem y. 

Damit wird 

. d v 
v = e sin y—y und — = e cos y— 1. 

Die zweite Lösung von (28) hat man in 

cos 3/ = 
X 

e ©in v ’ 
x ^ o. (29) 

Zur Diskussion dieser Kurve genügt es, die Intervalle x o 

und arccos* — < y <C — zu betrachten. Nimmt x zu, so nimmt 
e  2 

auch y zu. Die Gerade y — — ist Asymptote. 

Verzweigungsschnitte in der to-Ebene und entsprechende Kurven 

in der z-Ebene 

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wählen wir die 

Halbgeraden 

» = i V^2 — 1 -p arccos* —— 2 kn, u ^ o (k = O, i 1, dr 2, ...). 

Den auf der imaginären Achse der ^-Ebene liegenden 

Kreuzungspunkten i arccos* , i |— arccos* ~ -f- 2 nj , 

i I arc cos* -j- + 2nj , ... ordnen wir der Reihe nach die natür- 

lichen Zahlen 1, 2, 3, . . . zu. Die aus den Kreuzungspunkten 

l, 2, 3, ... durch Spiegelung am Nullpunkt erhaltenen Kreuzungs- 

punkte versehen wir mit den Zahlen o, —1, —2, . . . Den einem 

Kreuzungspunkt entsprechenden Verzweigungspunkt und den 
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zugehörigen Verzweigungsschnitt bezeichnen wir mit der Zahl 

des betreffenden Kreuzungspunktes. 

Die folgende Abb. 7 zeigt die Verzweigungsschnitte in der 

eu-Ebene (für e — 10). 

Abb. 7 
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Von den Bildern des Verzweigungsschnittes n ist nur dasjenige 

von Interesse, das den Kreuzungspunkt n enthält. Wir unter- 

suchen zunächst die Kurve, die dem Verzweigungsschnitt l 

v — e2— 1 — arccos* — = A ; u ^ o entspricht. 

v = A besagt e (èof,r sin y—y = A. 

Da die gesuchte Kurve durch den Kreuzungspunkt x = o, 

y = arccos* -^-verlaufen muß, hat sie die Gleichung 

(Sof x = y + A , o <Cy<_7i. (30) 
e sin y J ' 

y 1 
Die Gerade g(y) = ——  berührt die Sinuslinie 

h(y) = sin y für y = arccos* — (vgl. Abb. 8). Dieser y-Wert 

liefert nämlich 

g{y) = und h{y) 
V e2 — 1 
  sowie 

e 

g\y) 
1 

e 
und h\y) = 

Im Kreuzungspunkt 1 schneidet die Kurve (30) die imaginäre 

Achse unter dem Winkel — ; dort wechselt also x das Vorzeichen. 
4 
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Die Geraden y = o und y = n sind Asymptoten der Kurve. Da- 

mit u = e ©in # cosy — x sowohl für # —-f-oo als auch für 

x —*—oo gegen + oo strebt, muß 

lim y(x) = o und lim y(x) = n sein. 
x-~ +oo s'-' X—-00 y ^ 

Nunmehr kann man statt (30) besser schreiben 

x — UlrCîoî* ■ — ^ für o<Cy < arccos* — 
e sin y — e 

und (31) 

= —SlrCEof* ^ ^ ■ für arccos* — < y < n. 
e siny e  

Dem Verzweigungsschnitt v = A 2 kn, u'TyL o entspricht 

die Kurve 

= y~~fs \nfkn ’ —zkn<y<—(2k—\)n. (32) 

Mit y -J- 2kn = y geht (32) über in 

€of ,r = y , o < y < n. 
e sin y J 

Die Kurve (32) erhält man also, wenn die Kurve (31) um die 

Strecke —2kn in Richtung der positiven imaginären Achse ver- 

schoben wird. 

Die dem Verzweigungsschnitt v = —A -f- 2kn, u^.o ent- 

sprechende Kurve erhält man, indem man die dem Verzwei- 

gungsschnitt v = A —2kn, u ^ o entsprechende an der reellen 

Achse spiegelt. 

Die den Verzweigungsschnitten entsprechenden Kurven wer- 

den durch eine Gerade festgelegt, welche die Sinuslinie der Abb. 8 

berührt, die zu diesem Intervall gehörigen Bilder der reellen 

Achse durch eine Gerade, welche die Sinuslinie schneidet oder 

nicht schneidet. Für ein bestimmtes y ist deshalb im ersten Fall 

j ar I für die dem Verzweigungsschnitt entsprechende Kurve größer 

als \x\ für das betreffende Bild der positiven reellen Achse. Im 

zweiten Fall ist es umgekehrt. 
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In dem Sonderfall, wo A — (2/è0—-2)n = o, ist wf= 

= w~[_k = o. Die durch die Kreuzungspunkte ^_1 und z~[_k 

verlaufenden Bilder der positiven reellen Achse der «/-Ebene 

sind dann zugleich Kurven, die Verzweigungsschnitten ent- 

sprechen. 

Konstruktion der Riemannschen Fläche 

Wir fertigen die «/-Ebene in unendlich vielen Exemplaren 

(Blättern) an, denen wir die Zahlen o, l, — l, 2, —2, . . . zuord- 

nen; dabei soll mit dem Blatt o beginnend ein Blatt mit einer 

größeren Nummer unter einem solchen mit kleinerer Nummer 

liegen. Das Blatt n wird längs des Verzweigungsschnittes (n -|- 1) 

an das Blatt (n + l) geheftet. Längs des Verzweigungsschnittes 

n hängt es mit dem Blatt (n— l) zusammen. Die anderen Ver- 

zweigungsschnitte sind für das Blatt n ohne Bedeutung. 

Die Abb. 9 (siehe Tafel) stellt die ^-Ebene mit den Bildern der 

reellen (schwarz) und der imaginären (rot) Achse der «/-Ebene 

dar. Außerdem sind die den Verzweigungsschnitten der «/-Ebene 

entsprechenden Kurven (grün, blau, bzw. gestrichelt) eingezeich- 

net. Dem Blatt n der «/-Ebene entspricht der Teil der ^-Ebene, 

der durch die den Verzweigungsschnitten n und (n -j- 1) ent- 

sprechenden Kurven begrenzt wird. 

Für die Zeichnung wählen wir e = 10. Es wird dann 

arc cos’ — « 1,47 und Ye2—1 arccos" = A 8,48. 

Aus (24) erhält man 

y 
2 n 

~ 

3 71 

6~ 
4 n 

6 
O 71 

6 
lire 

12 

Gof * (y) 

<Sof x (y + 23z) 

Gof x{y + 431) 

Gof x(y + 6 JI) 

0,10 

2; 52 

4,95 

7,38 

0,10 

1 >37 
2,62 

3,88 

0,12 

0,85 

i,57 

2,30 

0,16 

o,79 

1,41 
2,04 

0,24 

o,97 
1,69 

2,42 

0,52 

1,78 

3,03 

4,29 

i,ii 

3,53 

5,96 

8,39 

x{y) 

x(y + 2 n) 

x(y + 471) 

x (y + 6TT) 

* 

1,58 
2,28 

2,69 

* 

0,84 

1,62 

2,03 

* 

* 

1,02 

1,48 

* 

* 

0,88 

1,34 

1,12 

1,53 

* 

1,18 

1,77 

2,14 

0,44 

1,93 

2,47 
2,82 
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Es ist hier k0 = 3. Die Gleichung -X- = sin y hat die positiven 

Lösungen 

Vi « 2,85, « 7,06, ya « 8,42. 

Aus (31) erhält man 

2 71 

6 

3 71 

6 
4 71 

6 

orr 

6 

11 71 

12 

£o\x 3>38 l,8o 1,01 1,22 2,22 4,39 

1,89 I 1,19 0,44 -0,13 -0,65 -i,44 -2,16 

z = z(w) ist eine algebromorphe Funktion. Ganz ähnlich wie 

auf Seite 71 kann man nachweisen, daß auch die Funktionen 

I = £(w) und rj = rj(w) algebromorph sind. Sie besitzen die- 

selbe Riemannsche Fläche wie die Funktion z(w). 

Abb. 10 

Für die Komponenten von r ergibt sich 

7] = p tg — ; weiterhin ist 

M = r = 411 + tg2 -f) ■ 

(33) 

r 
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Wenn man mit der Zeitzählung wieder im Perihel beginnt, 

legt die Gleichung 

12 ct 
tg3 ~r + 3 tg ■ (34) 

den zeitlichen Ablauf fest. 
(ß 12 C t 

Mit den Abkürzungen z = tg — und w = —— lauten die 

letzten Gleichungen 

i *). 

V =pz, (35) 

r = — (l -f z2) und 

ZV=Z
3 + 3Z. (36) 

I = Ç(zt>) und rj = rj(w) erweisen sich jetzt als algebraische 

Funktionen. Es bestehen die Gleichungen 

8|3— 36 ^>|2 + 48 p2!; p3w2— 16/3 = o, 

rp “I“ 3P2V—p3vv = o. 

I und rj sind nach (35) eindeutige Funktionen von z. Die Funk- 

tionen f = i(w) und rj = rj(w) haben deshalb dieselbe Rie- 

mannsche Fläche wie die durch (36) definierte Funktion z = z(w). 

Bezüglich dieser Riemannschen Fläche sei auf W. F. Osgood1 

verwiesen. 

Von Interesse ist noch die Frage, ob man die Gleichungen (33) 

und (34) aus den Gleichungen (4) und (5) durch geeignete Grenz- 

übergänge gewinnen kann. Wir führen in diese Gleichungen zu- 

nächst den Parameter p = a( 1—e2) der Ellipse ein. Es wird 

dann 

P f \ r — —-—Tr (1 — e cos z). 
1 — e2 ' ' 

1 Lehrbuch der Funktionentheorie, 1. Bd., 2. Aufl. (1912), S. 368-376. 

Unsere Gleichung (36) erhält die dort befindliche Gestalt, wenn z durch -iw 
und w durch iz ersetzt wird. 
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Zwischen der exzentrischen Anomalie z und der wahren cp bei 

der Ellipse besteht die Beziehung 

Wir erhalten somit 

r = 
i+tg24 

1 —e  I = p  
1 -f e + (1 — e) tg2 

und daraus für e —* 1 die Gleichung r = |i + Genauso 

zeigt man, daß für e —*■ 1 die beiden restlichen Gleichungen von 

(4) in die entsprechenden von (33) übergehen. 

Wegen tg = j/"tg ~ und e —1 gilt z—> o, und zwar so, 

daß —■ gegen 
y 1 —e 

j/2 tg strebt, weil 

V1 + e 

Die Keplersche Gleichung für die Ellipse schreiben wir in der 

Form 

3C ]A2(l+f)2 t 

P 

3 (z—e sin z) 

V2 (1 —*)2 

e [~ 2 ~j3 _ -je r z 13 

2 2 |_ }/G — e\ }Z 2 1 —^ J 

Wegen e —*■ ï, z —* o und 

chung über in (34). 

z 

Ÿ1 —« 

l^2tg 2 geht diese Glei- 
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Gerade als Bahnkurve 

Abb. il 

Wegen x, =  ^  r und x0 = ■ ^  r ist hier die 
D m1 m2 m1 -f- m2 

Bewegung der beiden Massenpunkte bekannt, wenn man die 

Funktion r = r(t) kennt. 

Nach dem Energiesatz (Gesamtenergie = E) muß gelten 

m
i I dxx \

2
 I *2 / dx2 \2   kmxmz \ -n u u 

2 \dt)‘ 2 \dt) r ' ’ 

I dr \2   2k(m1-\-mi) . 2E{m1-\-m2) 

\ idt ) r ' mxmi 

Mit der Abkürzung A = 2 /è (??z x »z2)i>o lautet diese Glei- 

chung 

(~w) =A[v+ kmxm;\ ■ ^37) 

Wir haben nun die drei Fälle F $ o zu unterscheiden. 
E 1 

Im Fall E > o setzen wir —r  =  (a >> o) und erhal- 
km-ywiz 2« ' ' 

ten für (37) die Gestalt 

[irr) = 
A
 [T + • (38) 

Nunmehr schreiben wir r = ß(Sof z—1) und ermitteln die 

Größe z als Funktion der Zeit t. 

dz 

d t 
Es ist 

dr 

dt 

dr dz 

dz dt 
a ©in 5-, 
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d "K • 
Wenn wir die Ausdrücke für r und in (38) einsetzen, ergibt 

sich nach einigen einfachen Umformungen 

V 
V 

7^3- dt = (Sof 5T— 1) dz, 

—ïT t = ©in z—z\ 2 a? ’ 

d. h. 

(39) 

dabei ist die Zeitzählung so gewählt, daß dem Wert z = o der 

Wert t = o entspricht. 

Mit der Abkürzung w = Ÿ- ~ t lautet (39) 

w = ©in z — z. (40) 

Die Lösung der Differentialgleichung (38) wird also durch die 

beiden Gleichungen 

r = —1) und 

(41) 
w = ©in z — z dargestellt. 

Im Fall E = o hat (37) die Form —~m- Wenn dem 

Wert r — o die Zeit t = o entsprechen soll, erhält man daraus 

3 

r2 ?>VA . , 3 9 A ^  t oder r3 t2 = o. 

r = r(f) ist also eine (besonders einfache) algebraische Funktion, 
E 1 

Im Fall E <C o setzen wir —r = (a >■ o) und er- 
K 2 a v ' 

halten 

Ähnlich wie im ersten Fall kann man hier zeigen, daß die 

Lösung von (42) durch die Gleichungen 

r = a (1 — cos z) und 

w = z — sin z dargestellt wird. 
(43) 
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Ersetzt man in (43) z durch — iz und w durch iw sowie r durch 

— r, so erhält man (41) und kann sich demnach auf (43) be- 

schränken. 

Es ist also die Riemannsche Fläche der durch w = z — sin z 

definierten mehrdeutigen Funktion z — z (w) zu konstruieren. 

Wir verfahren genauso wie im Fall der Ellipse und können uns 

bei Ergebnissen, wo e nur durch 1 zu ersetzen ist, kurz fassen. 

Wir erhalten jetzt die Kreuzungspunkte 

zk = 2 kn, (44) 

für die nach (43) r = o ist. 

Wegen =° und fSr).-.* = cos ^ = 1 sind 

diese Kreuzungspunkte zweifach; ihnen entsprechen die zwei- 

fachen Verzweigungspunkte 

wk = 2kn. (45) 

Bilder der reellen Achse der to-Ebene 

v = o ergibt 

y — cos # ©in y = o. (46) 

Eine erste Lösung ist y = o bei beliebigem Damit wird 

u = * — sin x\ d. h. u wächst monoton von — 00 bis +00, wenn 

nr von — 00 nach -f- 00 läuft. 

Die zweite Lösung von (46) lautet 

cos * = ©Lj « y + °- (47) 

Es genügt, die positiven _y-Werte zu betrachten, die dem Inter- 

vall o <f x <j — entsprechen. Man erhält lim y(x) = o. Da z = o 

ein zweifacher Kreuzungspunkt ist, schneidet dort die Kurve die 

reelle Achse der Ä-Ebene unter dem Winkel —. Die Gerade x = — 
3 2 

ist Asymptote. 
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Bilder der imaginären Achse der Je-Ebene 

u = o ergibt 

a;— sin a: €0 fy = o. (48) 

Eine erste Lösung ist x ^ o bei beliebigem y. Damit wird 

v = y — ©in y; d. h. v fällt monoton von -j-00 nach — 00, wenn 

y von —00 nach -j-00 läuft. 

Die zweite Lösung von (48) lautet 

Gofjy = —, x o. (49) 

Man kann sich auf x O, y ^ o beschränken. 

Es ergeben sich dann nur JK-Werte, wenn o ^ x <i n oder 

ikn <f x <C (?k + i)n, wobei k = 1, 2, . . . 

Die Geraden x = kn sind Asymptoten. Es ist lim y(x) = o. 

Die Kurve schneidet im Punkt 2 = o die imaginäre Achse der 

^-Ebene unter dem Winkel — . 
3 

Yerzweigungsschnitte in der to-Ebene und entsprechende Kurven 

in der z-Ebene 

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wählen wir die 

Halbgeraden 

u = 2 kn, v o (k = o, i 1, dz 2, ...). 

7 München Ak. Sb. i960 
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Von den Bildern des Verzweigungsschnittes u = 7.kn, v ^LO 

greifen wir nur dasjenige heraus, das den Kreuzungspunkt 

z — ikn enthält. 

= 2kn besagt :r — sin (fofy = 2kn. (50) 

Wir erhalten zunächst x = 2k n und damit v = y — ©in y. 

x=2kn, —00 <Ly Ei o ist demnach eine passende Lösung 

von (50). 

Eine weitere passende Lösung von (50) besitzen wir in 

€of y = *, wobei (2 k — 1) 71 <C nr <C (2 k -f- 1) n und 

o <i y <j 00. 

Mit a:— 2 kn = x können wir dafür auch schreiben 

y = 21t (Eof* x _ , —n<_x<in. J sin x 

Die Geraden x = —n und x — n sind Asymptoten dieser Kurve. 

Konstruktion der Riemannschen Fläche 

Wir fertigen die zei-Ebene in unendlich vielen Exemplaren 

(Blättern) an, denen wir die Zahlen o, 1, ■—1, 2, —2, . . . zuord- 

nen; dabei soll mit dem Blatt o beginnend ein Blatt mit einer 

größeren Nummer unter einem solchen mit kleinerer Nummer 

liegen. Am zweifachen Verzweigungspunkt k hängen die drei 

Blätter (2k— 1), 2k und (2k -j- 1) zusammen (vgl. die folgende 

Abb. 13). 

-0 -6 -4. -2 0 2 4- 6 a 

-9 -T -5 -3 -1 1 3 5 7 9 

Abb. 13 

Die nächste Abb. 14 zeigt im Schema, wie z. B. die Blätter 1, 

2, 3 aneinandergeheftet sind. 
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Blatt 1, oberes Ufer 

Blatt 2, oberes Ufer 

Blatt 3, oberes Ufer 

Abb. 14 

unteres Ufer 

unteres Ufer 

unteres Ufer 

Für das Blatt k sind nur diejenigen Verzweigungsschnitte von 

Bedeutung, die in der Abb. 13 von der Nummer k ausgehen. 

Die Abb. 15 (siehe Tafel) stellt die ^-Ebene mit den Bildern 

der reellen (schwarz) und der imaginären (rot) Achse der w- 

Ebene dar. Außerdem sind die den Verzweigungsschnitten der 

«/-Ebene entsprechenden Kurven (grün, blau, blau gestrichelt) 

eingezeichnet. Die Kurven, die den von der Nummer k in Abb. 13 

ausgehenden Verzweigungsschnitten entsprechen, grenzen den 

Teil der ^-Ebene ab, der dem Blatt k der w-Ebene zugeordnet ist. 

Aus (47) erhalten wir die Wertepaare : 

Aus (49) erhält man 

?* 
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z — z(w) ist eine algebromorphe Funktion. Genauso wie auf 

Seite 71 weist man nach, daß auch die Funktion r = r(w) alge- 

bromorph ist. Sie besitzt dieselbe Riemannsche Fläche wie die 

eben untersuchte Funktion z — z (w). 

Untersuchung der Randstelle über w = 00 

Bei den im Fall der Ellipse, Flyperbel und Geraden auftreten- 

den algebromorphen Funktionen häufen sich die algebrai- 

schen Verzweigungspunkte im Punkt w = 00. Nach F. Iversen1 

sind die transzendenten Verzweigungspunkte der Umkehrungs- 

funktion einer meromorphen Funktion f(z) die Zielwerte2 von 

f(z). In unserem Fall ist die erwähnte Funktion sogar ganz, näm- 

lich f(z) = w(z) = z — e sin z. Es ist 

\w \ = \ z — e sin z 

V*2 + r 

^ I e V©in2 

e V<3in"y + sin2 x 

V x2 + y2 

y -p smz x V x2 +y
2
\ 

1 

Daraus ersieht man, daß für beschränktes ^ mit | y \ auch [ w \ 

gegen 00 strebt. Ist dagegen ;r nicht beschränkt, so durchläuft | ar | 

sicher die Werte nn (n n0 > o), für die | Re (w) | = nn. Wenn 

es also zu einem solchen Weg überhaupt einen Zielwert gibt, so 

kann dieser nur 00 sein. Die Funktion w(z) = z — e sin z hat somit 

den einzigen Zielwert 00. Die Umkehrungsfunktion z = z(w) be- 

sitzt w — 00 als einzigen transzendenten Verzweigungspunkt. 

Dem Äußeren eines Kreises | w | = R (mit auch noch so 

großem R) entspricht in der ^-Ebene ein nicht-beschränktes Ge- 

biet von unendlich hohem Zusammenhang. Nach der Einteilung 

von F. Iversen ist die Stelle w = 00 direkt kritisch zweiter Art. 

In den folgenden Abb. 16, 17 bzw. 18 sind einige Höhenlinien 

I z — e sin z \ = const., | e ©trt z — z\ = const, bzw. | z — sin^| = 

const, skizziert. 

1 F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méro- 

morphes. Diss., Helsingfors 1914. 
2 Siehez. B. J. Lense, Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik, 

3. Aufl. (1952), S. 45. 
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3 — e sin 2 | = const. = | wa |, \wi\, |w2(; vgl. (9). 



92 Karl Zuser 

Abb. 17 

I e ©in z — z| = const. = A, A + in, A +4n. 
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I z — sin z I = const. = ln, 47t. 



TAFEL I 

Abb. 4 



TAFEL II 

Abb. () 



TAFEL III 

Abb. 15 


