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Einleitung

Wenn sich drei materielle Punkte mit den Massen 2, 24, 725
nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen (Gravita-
tionskonstante £), erfiillen ihre Ortsvektoren die Differential-
gleichungen

Minchen Ak, Sb. 1960
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atry Ry (ry—1y) =k kg (rg—1y)

iz T 1= [t3—r[*

dy kg (ry—ty) kg (¥ —1ty)

arr T rg—1,° T [t,—ta2 W
dvy kg (vy—1y) + kg (¥yg—1tg)

et ol [ro—1yf°

Die drei Ortsvektoren kann man sich in einem rechtwinkligen
kartesischen Koordinatensystem in ihre jeweiligen Komponenten
zerlegt denken. So betrachtet ist (1) ein System von neun Diffe-
rentialgleichungen fiir die drei mal drei Koordinaten der drei
materiellen Punkte. Physikalisch gesehen kommen fiir die Zeit #
nur reelle Werte in Betracht. Vom mathematischen Standpunkt
aus ist es jedoch interessant, fuir # auch komplexe Werte zuzu-
lassen und die durch (1) definierten Funktionen der komplexen
Veranderlichen # zu untersuchen. In ciner Arbeit {iber das Drei-
koérperproblem behauptet R. Vernié¢!, da diese Funktionen
im Endlichen nur algebraische Singularititen in endlicher An-
zahl haben. Der Punkt # = oo kann Hiufungspunkt solcher
singuliren Punkte sein. Solche mehrdeutige Funktionen nennt
R. Vernié algebromorph.? Ein besonderer Fall der algebro-
morphen Funktionen, ndmlich die endlich vieldeutigen, sind die
algebroiden Funktionen. Diejenigen algebroiden Funktionen,
die auch im Punkt # = co hochstens eine algebraische Singulari-
tat besitzen, sind die algebraischen Funktionen.

Die Bchauptung von R. Vernié, nach der die allgemeine
Lésung des Dreikérperproblems durch algebromorphe Funktio-
nen der Zeit gegeben ist, widerspricht dem Ergebnis von C. L.
Siegel’, daf} in einer Umgebung eines Zeitpunktes, in dem alle
drei Korper zusammenstoen, Reihenentwickiungen nach Po-
tenzen der Zeit auftreten, unter denen solche mit irrationalen

1 R. Vernié, Diskussion der Sundmannschen Losung des Dreikérperpro-
blems, Zagreb 1954.

2 Die Bezeichnung ,,algebromorph‘ hat Gunnar af Hallstrém im anderen
Sinne schon frither verwendet; vgl. Uber die Automorphiefunktionen mero-
morpher Funktionen, Acta Academiae Aboensis, Mathematica et Physica
XVI. 4. 1949.

3 C. L. Siegel, Der DreierstoB, Ann. of Math., II. 42, 127-168 (1941).
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Exponenten vorkommen, die Stelle somit im allgemeinen wesent-
lich singulér ist,

Fiir das Zweikorperproblem trifft die Behauptung von R. Ver-
nié¢ zu. Die allgemeine Losung dieses Problems besteht aus
algebromorphen Funktionen der Zeit. Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist es, dieses nachzuweisen und insbesondere die zuge-
horigen Riemannschen Flichen dieser mehrdeutigen Funktio-
nen zu konstruieren. Dabei wird von der bekannten allgemeinen
Losung des Zweikorperproblems ausgegangen.

Das Zweikorperproblem

Die Bewegungsgleichungen fur das Zweikérperproblem lauten

diey  kmy(ty—r))
derr T n—nE
' (2)
dPry kg (1,1
et )

Die Vektoren t;, ry sind auf den Schwerpunkt o der beiden
materiellen Punkte bezogen, der als ruhend betrachtet werden
kann. Die Bewegung erfolgt dann in einer festen Ebene. Aus (2)
erhdlt man fur r;—r, = r die folgende Differentialgleichung

d*r k- my) e (3)

= E

Das ist die Differentialgleichung fur die Bewegung eines mate-
riellen Punktes mit dem Ortsvektor v, der von der Masse (w2, -+ 725)
mit dem festen Zentrum o angezogen wird.

Aus 1,— 1y = r und m,r; + myry = o folgt

7,

= nd == U T
1 g+ 7y =t i iy 4 iy

Es gentigt demnach, r als Funktion von ¢ zu kennen. Die durch
(3) festgelegte Bahnkurve ist je nach den als reell angenommenen
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Anfangswerten eine Ellipse, Hyperbel, Parabel oder Gerade. Die
Realitdt der Anfangswerte moége im folgenden immer beibehal-
ten werden, auch wenn die Zeit # als komplexe Veridnderliche
aufgefal3t wird.

Ellipse als Bahnkurve

>

a = groBe Halbachse der Ellipse
e = numerische Exzentrizitit der Ellipse

2z = exzentrische Anomalie

#
= q § ¢ = Konstante der Flichengeschwindig-
i / keit
a>0, o< e< 1, c=o0.
Abb. 1

Fiir die Komponenten von ¢ ergibt sich

& = acosz—ae,
n = a)/1—e*sinz, also (4)
lt] = » = a(1—¢ cos 2).

Der zeitliche Ablauf wird durch die Keplersche Gleichung

— 20— s ¢ sin
@yize T esmE
festgelegt, wobei die Zeitzihlung im Perihel beginnt.

. - 2¢i . .
Mit der Abkiirzung w = = lautet diese Gleichung

w = g—e sin z. (5)

Zu einem reellen w gehért nach (5) genau ein reelles z, das
physikalisch die exzentrische Anomalie bedeutet. Im Komplexen



Die Riemannsche Flache des Zweikérperproblems 65

ist die durch (5) definierte Funktion 2(w) mehrdeutig. In diesem
Fall ist 2 Uniformisierende fiir die ebenfalls mehrdeutigen Funk-
tionen £(w) und 5 (w).

Wir erweitern nun die gewdhnliche w-Ebene durch Uberlage-
rungsflichen, so dal} einem Punkt dieser Riemannschen Fliche
genau ein Punkt der z-Ebene entspricht. Um die Riemannsche
Flache der vorliegenden Funktion z(w) zu konstruieren, unter-
suchen wir zunichst die durch diese Funktion vermittelte Ab-
bildung der w-Ebcne auf die z-Ebene. Aus w(s) = z—e¢ sin z
folgt

w(—2) = —w(2) und w(3) = w(2), (6)

wenn der Querstrich den Ubergang zum konjugiert komplexen
Wert bedeutet. Nach (6) bleibt also eine Symmetrie beziiglich
der reellen oder imaginiren Achse erhalten.

Im folgenden setzen wir w = 2z + 7o und z = x + iy.

Fir die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte der
Funktion z = z(w) muf} die Bezichung

dw
dz

=1—¢ C0SZ=0 (7)

bestehen. Aus ihr entnimmt man die Kreuzungspunkte

2, = 2hm -+ ¢ YrCof* =’ (8)

e ¥
flir die nach (4) » = o ist.
d*w . 12 . :
Wegen (—2—22— ._, = e sinz,= +7) 1—¢* = 0 sind diese
Y
Kreuzungspunkte einfach; ihnen entsprechen die einfachen
Verzweigungspunkte

w, = 2kn 41 (QIrGo]'* LT —~62) . O

Aus w4 7v = x+ 7y — e sin(x + 7y) erhidlt man

2 = x—e¢ sinx Cof y und
(10)

v = y—e¢ cosx Siny.

o 1
1 Ar Cof* % bedeute den positiven Wert von e Cof —- .
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Bilder der reellen Achse der w-Ebene

v = 0 ergibt

y—e cos x Ciny = o. (11)

Eine erste Losung dieser Gleichung ist ¥ = o bei beliebigem x.
Damit wird

u = x—e sinx; d.h. # wichst monoton von —oo bis 4-co, wenn
x von —co nach 4-co lauft.
Die zweite Lésung von (11) hat man in

I 4
COS & = i y=+=o. (12)

Nach (6) gibt es zu einer durch (12) gegebenen Kurve auch die
zu ihr symmetrische beztiglich der reellen bzw. imaginiren Achse.
Die Gleichung (12) geht in sich {ber, wenn x durch x + 27 er-
setzt wird. Falls cos x < o ist, erhilt man keine y-Werte. Es ge-
niigt demnach, die positiven y-Werte zu ermitteln, die den 2-

Werten des Intervalles o < x <C % entsprechen.

Schreibt man (12) in der Form

_J
£Ccosx

wichst. Ferner ist limy = 400, d. h. die Gerade x = —721 ist
T
Asymptote. T

= Ciny, so erkennt man leicht, daf3 y monoton mit x

Bilder der imaginiren Achse der w-Ebene
27 = o ergibt
x—esinx Cofy = o. (13)

Eine erste Losung dieser Gleichung ist x = o bel beliebigem y.
Damit wird

v = y—e Siny und Z—; = 1—¢ Cof y.
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Hier kann man sich auf y = o beschrinken. Z—; verschwindet

flir y =y, = ‘lIrGof* L Fiir o <y <y folgt >o und fur

Y>> v, ist % <o. v verschwmdet fiir y = o und fury =y, > Vg
AuBerdem ist v (y,) >0, d. h.

9r Cof* % —Vi—e>o0; vgl (9).

Die zweite Losung von (13) hat man in

x

Cofy = ——, x==o0. (14)

Wir kénnen uns wieder auf x = 0, ¥ > o beschrinken. Es ist
: L ; — YprGof* L
il_{r& Cof y = — oder ll_{r&y = UeCof* —.

Unter der obigen Einschriankung erhalten wir in (14) nur y-Werte,
wenn

o0 Zx<m oder 24n x < (2k-+ 1)m, wobei £ =1,2,...

Die Geraden x = 4= sind Asymptoten (y — co).
Ersetzt man in (14) x durch z -+ 2x, so erhilt man

Gof y (x4 2m) = 120 = Gof y (%) + - > Col ¥ (),
d.h. y(x+427) >y ().
Durch Differenzieren folgt aus (14)
dy ., sin x — x cos x (tgx—x) cos x
ar oy = e sin® x = esintx (13)

Firx = (44—3) -‘;t- ergibt sich nach (14)

Cof y = (4'é—3ln_, also ®my——]/[ 4'{3_3)“]

2¢
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und damit nach (13)

a9
dir = Viak=par—is

Die hier in Frage kommenden Nullstellen von tg x+ —x lauten
x, =44+ 1) g— €,, wobel 0.13 > ¢e; > &,... mitklim g, = 0.
2 - 00

Aus (15) entnehmen wir

d .
d—}; <o fir 247 <x<x,,

dy . o
7 =0 fir x = x, und

%>o fiir x,<ax<<(2&4+1)m

Verzweigungsschnitte in der w-Ebene und entsprechende Kurven
in der z-Ebene

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wihlen wir dic
Halbgeraden

w=z2kn, v= Ui = —Y1—c2(k=o0, +£1,%2,...) baw.

u=2km, v<— ArCof* % + Vi—er

Die Verzweigungspunkte und die zugehérigen Verzweigungs-
schnitte numerieren wir wie in Abb. 2 angegeben. Ein Kreu-
zungspunkt in der z-Ebene erhalte dieselbe Nummer wie sein
entsprechender Verzweigungspunkt. Von den Bildern des #-ten
Verzweigungsschnittes greifen wir nur dasjenige heraus, das den
n-ten Kreuzungspunkt enthilt. Nach (6) geniigt es, die den Ver-
zweigungsschnitten

w=zkm, v > WCoP* = —)1—2 (A=1,2,...)

entsprechenden Kurven in der z-Ebene zu finden. Man erhalt zu-
néchst
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Fony

14 10 6 2 L 8 12

Abb. 2

x—e sinx Cof y = 24n; die Losung x = 24z kommt hier je-
doch nicht in Betracht, weil die Kurve sonst ein Bild der reellen
Achse der w-Ebene schneiden wiirde. Dem Verzweigungsschnitt

u = 2km, v = YrCof* %—— ]/1 — &% entspricht also in der z-
Ebene die Kurve

Cofy = %—;—i—f—:, wobei (24— 1w <<x<<(2k-+1)m

(16)
und y = UrCof* —.

Mit x — 24n = x geht (16) liber in

Cofy = , wobel —az < x <& und y = QIt@of*—:—.

esinx =)

Der Verlauf dieser Kurve wurde bereits in (14) untersucht.
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Konstruktion der Riemannschen Fliche

Wir fertigen die w-Ebene in unendlich vielen Exemplaren
(Bldttern) an, denen wir die Zahlen o, 1, 2, ... zuordnen; dabei
soll jedes folgende Blatt unter dem vorhergchenden liegen. Das
Blatt 7 (# = 1, 2, . . .) wird lings des n-ten Verzweigungsschnit-
tes an das Blatt o geheftet. Die anderen Verzweigungsschnitte
sind {fir das Blatt #» ohne Bedeutung. Die folgende Abb. 3 zeigt
im Schema, wie das Aneinanderheften erfolgt.

Blatt o
Oberes Ufer Unteres Ufer
Oberes Ufer ———><—— Unteres Ufer
Blatt »
Abb. 3

Die Abb. 4 (siehe Tafel) stellt die z-Ebene mit den Bildern der
reellen (schwarz) und der imagindren (rot) Achse der w-Ebene
dar. AuBlerdem sind die den Verzweigungsschnitten der w-Ebene
entsprechenden Kurven (blau, griin) eingezeichnet. Dem #-ten
(n = 1, 2, ...) Blatt der w-Ebene entspricht der Teil der z-Ebene,
der durch die dem #n-ten Verzweigungsschnitt entsprechende
Kurve begrenzt wird und die reelle Achse der z-Ebene nicht ent-
halt. Dem Blatt o der w-Ebene ist der die reelle Achse enthal-
tende Teil der z-Ebene zugeordnet.

Fir die Zeichnung wihlen wir ¢ = % Es wird dann

Ae Cof* % =~ 1,32 und ArCof* %—— Vi—e? =~ 0,43.

Aus (12) ergeben sich die Wertepaare:

x o ! 0,2 ( 0,4 0,6 ’ 0,8 1,0
¥ r—;;;“ 2,21 ' 2,32 2,50 { 2,77 3,15
x 1,1 'r 1,2 *i 1,3 1,4 i 455

y 3,40 I 3,71 ’ 4,12 | ii,/l ' 5,79
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Aus (14) erhilt man

A = e i 37 Az 57 o
* 12 \ [ ' 6 : 6 \ 6 ; 6 12
Cof y (x) 2,02 2,09 l 2,42 f 3,14 1 4,48 ' 10,45 l 22,22
| |

Cofy (v +2m) | 50,50 | 27,22 | 16,95 | 15,71 ’ 19,37 | 35,58! 70,70

Cofy (x + 47 | 98,98 ‘ 52,36 | 31,48 | 28,27 ' 33,90 \ 60,72 | 119,18

|
Cofy (x + 6m) 147,46 | 77,49 | 46,01 | 40,84 | 48,43 | 85,85 | 167,66

|
y(x) 1,33 ll 1,37 \ 1,53 | 1,81 ‘ 2,26 l 3,04 3,79
y (@ + 2a) 4,61 | 400 } 3,52 ‘, 3.45 | 3,60 ! 4,26 | 4,95
y(x + 47) 529 | 4,065 | 4,14 | 4,03 [ 4,22 | 4,80 5,47
y(x + 6m) 5,69 ! 504 | 4,52 ! 440 | 457 | 515 | 5,82

z = z(w) ist eine algebromorphe Funktion. Einem (endlichen)
w-Wert entspricht in jedem der unendlich vielen Bldtter ein zo-
Punkt; diesen unendlich vielen w-Punkten sind im allgemeinen
unendlich viele voneinander verschiedene z-Werte zugeordnet.
Nur wenn w einen Verzweigungspunkt kennzeichnet, fallen zwei
dieser unendlich vielen z-Werte zusammen. Die Gréen & und g
sind nach (4) eindeutige Funktionen von z. Im folgenden wird
gezeigt, dal einem w-Wert zugehorige verschiedene z-Werte 2,
und z, im allgemeinen auch verschiedene Werte von & bzw.n zur
Folge haben.
Nach Voraussetzung ist

z1F 2z, und w = zy—esinz; = z,—e sin z,.
Aus &, = &, wiirde folgen cos z; = cos 25, d. h. 2y = + 2, +24n.

2, = 24+ 24z flhrt sofort auf £ = o (Widerspruch),

2, = —2zy + 2k fihrtauf w = 2kn—w oder w = &=n
(spezieller w-Wert).

Aus 7, = 5, wirde folgen sin z; = sin z,, d.h. hier auch
2y = 25 (Widerspruch).

6  Miinchen Ak.Sb, 1960
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Demnach sind auch § = & (w) und 5 = 5 (w) algebromorphe
Funktionen. Sie besitzen dieselbe Riemannsche Fliche wie die
Funktion z = z(w).

Im Spezialfall ¢ = o (Kreis als Bahnkurve) ist w = 2, £(w) =
= g cos w und 7(w) = a sin w. Die Funktionen &(z) und 7 (w)
sind hier also eindeutig.

Hyperbel als Bahnkurve

a = reelle Halbachse der Hyperbel

¢ = numerische Exzentrizitit der Hyperbel

- %z- = schraffierte Fliche

§ ¢ = Konstante der Flichengeschwindigkeit

>0, >1, c=0.

Abb. 5

Anstelle von (4) gilt jetzt

E=—aCofztae,
n=ale—1 Sinz also (17)
|t| =7 = a(e Cofz—1).

Die Keplersche Gleichung lautet jetzt

2¢t

—_— e = ¢ Ginz—z
@) ef—1 ’

wenn die Zeitzihlung wieder im Perihel beginnt.
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Es sei noch bemerkt, daf3 man die letzte Gleichung aus der ent-
sprechenden fiir die Ellipse dadurch erhilt, da man in dieser
]/1—-e2 durch 7 ]/e2—1 und z durch 7z ersetzt. Dabei werden,
abgesehen vom Vorzeichen, aus den Gleichungen (4) die Glei-
chungen (17).

Durch die Abkiirzung w = — 282 erhalt die Keplersche

. . @ty et—1
Gleichung die Gestalt

w=e¢ Sinz—z. (18)

Es ist jetzt die Riemannsche Flache der durch (18) definierten
mehrdeutigen Funktion z = z(w) zu konstruieren. Wir beschrei-
ten dabei denselben Weg wie im vorigen Fall der Ellipse und
lassen unerwihnt, was unverindert weitergilt.

Fir die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte der
Funktion z = z(w) muB} die Beziehung

dw

—dz—=e60f3—1=o (19)

bestehen. Daraus entnimmt man die Kreuzungspunkte
. 11
z, =1 (i arccos* — + zfén) , (20)

fiir die nach (17) » = o ist.

2w . N e . .
Wegen (_dz—z)z=zk —=¢Cinzg, =+ 7V e—1 == o sind diese

Kreuzungspunkte einfach; ihnen entsprechen die einfachen Ver-
zweigungspunkte

w, = z'(i Ve*—1 F arccos* -:——z,én). (21)
Spaltet man in (18) in Real- und Imaginirteil auf, so wird

#w=¢ Cinx cos y—x und

: (22)
v=r¢ Cfxsiny—y.

1 . . 1
1 arccos* - bedeute den zwischen o und . liegenden Wert von arccos -

6*
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Bilder der reellen Achse der w-Ebene
v = 0 ergibt
¢ Cofx sin y—y = o. (23)

Eine erste Losung dieser Gleichung ist ¥ = o bei beliebigem x.
Damit wird

% = ¢ Ginx —x; d. h. z wichst monoton von —o0 bis 4 co, wenn
x von — o0 nach -+ oo lauft.
Die zweite Losung von (23) hat man in

Gof x = —7—, y=o. (24)

e siny

Wir kénnen uns bei der Diskussion dieser Kurve auf x 2> o,
¥ > o beschrinken. Unter dieser Einschrinkung erhilt man aus
(24) sicher keine x-Werte, wenn

(2B—1)m <y <2km wobel £ =1,2,..,.

Fiir die Intervalle (22— 2)st < y < (24— 1)z erhilt man nur
x-Werte, wenn zugleich

yT = siny (vgl. Abb. 6). (25)

{1 OFEAC))
Sy

[ wm 3\/w EN !

Abb. 6

Das kleinste £, fur das bei vorgegebenem e die Ungleichung
(23) fur alle ¥ des Intervalles

(24— 2)n <y < (24— 17 erfiillt ist, heile £,.
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Es ist £; = 2. Jedem e ist also genau ein £4(e) zugeordnet. Fir
spezielle ¢ kdnnen sich die beiden Kurven

fily) = % und f,(y) = sin y berithren. Es mul3 dann gelten

—}é = sin ¥ und % = cos ¥; daraus folgt

¥ = tg ¥, wobei aber nur diejenige Losung zu beriicksichtigen
ist, die im Intervall (24,—2)7w <y < (Z'éo"‘%) 7 liegt.

. . . 1
Das zugehdrige spezielle e erhilt man aus — = cos y.

Es ist

vy = arccos® f + (2ky—2) 7 und daher ¢ siny = }e2—1.

Setzt man diese Werte in esin y —y = 0 ein, so ergibt sich
die folgende Gleichung fiir e:

r

) e* — 1 — arccos* %— (2kg—2)m = oO. (26)

Ist (26) erfillt, so entnimmt man aus (21) wj_; = o und
W4 = O.
Wir untersuchen noch die Funktion f (¢) = }/ ¢*~ 1 — arc cos*%.

Es ist li_{l}f(e”) = o. Fiir geniigend groBe ¢ verhilt sich f(e) wie

e—%. Ferner ist f/(¢) = 1/ 1 —712— und daher }i_l:l’llf/(e) = o.
f(e) ist somit eine monoton wachsende Funktion.
Die Kurve (24) hat die Asymptoten y = £n(x—00). Ferner gilt
x(y -+ 27) > x(¥), wenn x(y) tiberhaupt vorhanden ist.
Durch Differenzieren folgt aus (24)

j—; Sinx = itﬁye_;gg;w . (27)
Ist —”Z— > siny und tg y—y = 0, so verschwindet %r— wegen
x == o.
Fir y = (44 —3) —-7;— erhidlt man Cof x =

(4£—-3)7
2¢

(4k—3)n falls

2e !

> 1.
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Aus (27) folgt damit

dx 2

dy T V(ak—3)mlt—4e

Bilder der imaginiiren Achse der w-Ebene

2 = 0 ergibt
e Sinx cos y—x = 0. (28)

Eine erste Losung dieser Gleichung ist ¥ = o bei beliebigem .,
Damit wird

v = e¢siny— und —d—y—ecosv——-l
y—y dy ) .

Die zweite Losung von (28) hat man in

x
COSy = —zm—, X=EO. (29)

Zur Diskussion dieser Kurve geniigt es, die Intervalle x = o
und arccos* —:— Ly <L —;5 zu betrachten. Nimmt x zu, so nimmt

auch y zu. Die Gerade y = % ist Asymptote.

Verzweigungsschnitte in der w-Ebene und entsprechende Kurven
in der z-Ebene

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wihlen wir die
Halbgeraden

v=+V—1F arccos*%—z,én, u20(k=o0,41,42,...).

Den auf der imaginiren Achse der z-Ebene liegenden
. 1 . 1
Kreuzungspunkten 7 arccos* - Z (— arccos* - + 2 n),
" 1 . . . -
7 (arccos* o - 276) , ... ordnen wir der Reihe nach die natiir-

lichen Zahlen 1, 2,3, ... zu. Die aus den Kreuzungspunkten
1,2, 3, ... durch Spiegelung am Nullpunkt erhaltenen Kreuzungs-
punkte versehen wir mit den Zahlen 0, —1, —2, ... Den einem
Kreuzungspunkt entsprechenden Verzweigungspunkt und den
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zugehdrigen Verzweigungsschnitt bezeichnen wir mit der Zahl
des betreffenden Kreuzungspunktes.

Die folgende Abb. 7 zeigt die Verzweigungsschnitte in der
w-Ebene (fiir ¢ = 10).

el e

B e e

22—
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Von den Bildern des Verzweigungsschnittes z ist nur dasjenige
von Interesse, das den Kreuzungspunkt 2 enthilt. Wir unter-
suchen zunichst die Kurve, die dem Verzweigungsschnitt 1

V e2—1 — arccos* % = A; u > o0 entspricht.

v = 4 besagt ¢ Cofx siny—y = 4.

Da die gesuchte Kurve durch den Kreuzungspunkt x» = o,

¥ = arccos¥* % verlaufen muB, hat sie die Gleichung
A
Gofz = 212 o<y <a (30)

Die Gerade g(y) = 2 +4

bertthrt die Sinuslinie

£(y) = siny fir y = arccos* % (vgl. Abb. 8). Dieser y-Wert

liefert namlich

1/52—1

gy) = ———— und A(y) = sowie

1/52—1'
I4
A

&=~ und A (y) = .

NGO, R

TRUTT N TR

Abb. 8

Im Kreuzungspunkt 1 schneidet die Kurve (30) die imaginire

Achse unter dem Winkel % ; dort wechselt also x das Vorzeichen.
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Die Geraden y = o und y = = sind Asymptoten der Kurve. Da-
mit # = ¢ Binx cos y—=x sowohl fir x — 400 als auch fir
x — —00 gegen - 00 strebt, mul}

Iu}r}w y(#x)=o0 und lim y(x)==x sein.

Nunmehr kann man statt (30) besser schreiben

x = UrCof* %:Tff fir o <<y < arccos* %
und (31)
x = —Ur Cof* +ny fiir arccos* — <y < .

Dem Verzweigungsschnitt v = A + 24x, % = o0 entspricht
die Kurve

Gofx = i e i i

esiny

, —2kn <y < —(2k—1)7m. (32)
Mit ¥ + 24w = ¥ geht (32) tiber in

Cofr = 274 s F<a

esiny

Die Kurve (32) erhilt man also, wenn die Kurve (31) um die
Strecke —2 4z in Richtung der positiven imaginiren Achse ver-
schoben wird.

Die dem Verzweigungsschnitt v = —A + 2%, » = 0 ent-
sprechende Kurve erhilt man, indem man die dem Verzwei-
gungsschnitt v = 4 —24xa, # 2 o entsprechende an der reellen
Achse spiegelt.

Die den Verzweigungsschnitten entsprechenden Kurven wer-
den durch eine Gerade festgelegt, welche die Sinuslinie der Abb. 8
beriihrt, die zu diesem Intervall gehorigen Bilder der reellen
Achse durch eine Gerade, welche die Sinuslinie schneidet oder
nicht schneidet. Fiir ein bestimmtes y ist deshalb im ersten Fall
| x| fiir die dem Verzweigungsschnitt entsprechende Kurve groBer
als |x| fiir das betreffende Bild der positiven reellen Achse. Im
zweiten Fall ist es umgekehrt.
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In dem Sonderfall, wo 4 —(24y—2)m = o, ist w;_, =
= wy_; = o. Die durch die Kreuzungspunkte zj_; und z7_,
verlaufenden Bilder der positiven reellen Achse der ww-Ebene
sind dann zugleich Kurven, die Verzweigungsschnitten ent-
sprechen.

Konstruktion der Riemannschen Fliche

Wir fertigen die <w-Ebene in unendlich vielen Exemplaren
(Blattern) an, denen wir die Zahlen o, 1, —1, 2, —2, ... zuord-
nen; dabei soll mit dem Blatt o beginnend ein Blatt mit einer
grofleren Nummer unter einem solchen mit kleinerer Nummer
liegen. Das Blatt # wird lings des Verzweigungsschnittes (z -+ 1)
an das Blatt (# 4- 1) geheftet. Langs des Verzweigungsschnittes
7 hingt es mit dem Blatt (# — 1) zusammen. Die anderen Ver-
zweigungsschnitte sind fiir das Blatt # ohne Bedeutung.

Die Abb. g (siche Tafel) stellt die z-Ebene mit den Bildern der
reellen (schwarz) und der imaginéren (rot) Achse der w-Ebene
dar. AuBlerdem sind die den Verzweigungsschnitten der w-Ebene
entsprechenden Kurven (grin, blau, bzw. gestrichelt) eingezeich-
net. Dem Blatt »# der z-Ebene entspricht der Teil der z-Ebene,
der durch die den Verzweigungsschnitten z und (% - 1) ent-
sprechenden Kurven begrenzt wird.

Fiir die Zeichnung wihlen wir ¢ = 10. Es wird dann

1 1
arccos* — =~ 1, und J e2—1 —arccos* — = A4 =~ §,48.
e e bl

Aus (24) erhilt man

4 n 2n I 3z | 4= | 4= 1in

Y s B ’ I e B B 7

Cof x (y) 0,10 | 0,10 0,12 | 0,16 o,24i 0,52| 1,11
Cofx (y + 27) 2,52 ' 1,37 k 0,85 | 0,79 | 0,97 | 1,78 | 3,53
Cofx(y + 47) 4,95 | 2,62 | 1,57 | 141 1,60 | 303 | 5096
Cofx (y + 67) 7,38 | 3,88 ! 2,30 ( 2,04 | 2,42 | 4,29 ’ 8,39
x(y) * | * * * * * , 0,44
x(y + 2n) 1,58 084 | * * * 1,18 | 1,93
z(y + 47) 228 | 1,62 | 1,02 | 0,88 | 1,02 | 1,77 | 2,47
x(y + 67) 2,69 | 2,03 | 1,48 ! 1,34 | 1,53 I 2,14 | 2,82
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Es ist hier £y = 3. Die Gleichung Tyo— = sin ¥ hat die positiven
Lésungen

N = 2,85, ¥y = 7,00, y3 =~ 8,42.

Aus (31) erhilt man

n 11 2 37 47 5n 11x

¥ 12 i I A ‘ 6 6 12

Cof x 3,38 ] 1,8 | 1,10 | 1,01 ' 1,22 l 2,22 | 4,39
x 1,89 | 1,19 | 0,44 |~0,13 i—o,()s |—1,44 -2,16

z = z(w) ist eine algebromorphe Funktion. Ganz dhnlich wie
auf Seite 71 kann man nachweisen, dall auch die Funktionen
& = §(w) und n = n(w) algebromorph sind. Sie besitzen die-
selbe Riemannsche Fliche wie die Funktion z(w).

?
Parabel als Bahnkurve
A
p = Parameter der Parabel %

¢ = wahre Anomalie ) §

¢ = Konstante der Flichengeschwindigkeit

p>0 c=o.

Abb. 10
Far die Komponenten von t ergibt sich
— 2 [ 42 ¥
5 - 7 (1 tgz 2)!
n=ptg % ; weiterhin ist (33)

2

[r[=r=£(1—§—tg2%).
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Wenn man mit der Zeitzihlung wieder im Perihel beginnt,
legt die Gleichung

202
=t T 3T (34)
den zeitlichen Ablauf fest.
Mit den Abkiirzungen z = tg ? und w = —1—;?— lauten die
letzten Gleichungen
E = f;— (1 _22))
N =2z, (35)
v =%(1+z2) und
w= 2%+ 3z. (36)

&= &(w) und 5 = n(w) erweisen sich jetzt als algebraische
Funktionen. Es bestehen die Gleichungen

883 — 36p&% -+ 48p%E + plw?— 16p% = o,
n® 4 3p*n—pPw = o.

& und 7 sind nach (35) eindeutige Funktionen von z. Die Funk-
tionen & = &(w) und 7 = n(w) haben deshalb dieselbe Rie-
mannsche Flache wie die durch (36) definierte Funktion ¢ = z(w).
Beziiglich dieser Riemannschen Fliche sei auf W. F. Osgood?
verwiesen.

Von Interesse ist noch die Frage, ob man die Gleichungen (33)
und (34) aus den Gleichungen (4) und (5) durch geeignete Grenz-
Uberginge gewinnen kann. Wir fihren in diese Gleichungen zu-
nichst den Parameter p = a (1 —e?) der Ellipse ein. Es wird
dann

7y o= Tf? (1—e cos z).

1 Lehrbuch der Funktionentheorie, 1. Bd., 2. Aufl. (1912), S.368-376.
Unsere Gleichung (36) erhilt die dort befindliche Gestalt, wenn z durch — 7w
und w durch 7z ersetzt wird.
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Zwischen der exzentrischen Anomalie z und der wahren ¢ bel
der Ellipse besteht die Bezichung

oz 1/1—e ®
g5 = |/1+e g
Wir erhalten somit
—to? 2 2 2
¥o= pz 1-—-81—&-—?— =2 L
=0 1 41g2 Lo (1—e) tg?

und daraus fiir ¢ — 1 die Gleichung » = 4 (1 + tg? —Zi) Genauso

zeigt man, daB} fiir ¢ — 1 die beiden restlichen Gleichungen von
(4) in die entsprechenden von (33) libergehen.

Wegen tg - Z = l/j e 2 und ¢ —1 gilt z — 0, und zwar so,
daB

gegen /2 tg - £ strebt, weil

Vi

z

3 tg 5 +
Vice ~Vite wa

Die Keplersche Gleichung fiir die Ellipse schreiben wir in der
Form

3¢ Y201 —i—z.’)g ! 3(z—esing)
7 Yz (1—e)?
o o3 z + 4 z 3 3e z 3 [ 22
o 1/2‘[]/1_:’] 2]/2 []/1—6] )/2 l:]/i—e] ‘m—]
Wegen ¢ — 1, z — 0 und ———= — ]/E_tg2 geht diese Glei-
Vi—e 2

chung iber in (34).
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Gerade als Bahnkurve

r
m e m
2 r — 1
© © o
XZ. X‘l
Abb. 11
7 . . . .
Wegen x; = —>— » und x, = -— ——>— » ist hier die
A & g+ 7y

Bewegung der beiden Massenpunkte bekannt, wenn man die
Funktion » = »(¢) kennt.
Nach dem Energiesatz (Gesamtenergie = £) muf} gelten

my [ dxy\2 my [ dx,\2 /éml my

2 (dt') + z‘(dt') - + £, d.h.
( dr\2 _ z2k(my+my) 4 2£ 2F(7771+7n2)

dt - 7 w1y 12y

Mit der Abkirzung A = 24 (m, + m,) > o lautet diese Glei-
chung

dri2 1 E
() = [+ | (37)
Wir haben nun die drei Fille # = o zu unterschelden
Im Fall E > o setzen wir 7 F — = —— (a>>0) und erhal-
1y 1y 2a
ten flir (37) die Gestalt
dr \2 1 1
(dt) = 4|5+, (3%)

Nunmehr schreiben wir » = @ (Cof z—1) und ermitteln die
GroBe z als Funktion der Zeit ¢.
Es ist dr __ dr dz_a(ziz

4t T dz df T dz‘) Cin 2.
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Wenn wir die Ausdriicke fiir » und —— in (38) einsetzen, ergibt

sich nach einigen einfachen Umformungen

dt = (Cofz—1)dz, d.h.

243

(39)

Aa t = @inz—z;

2a
dabei ist die Zeitzdhlung so gewihlt, dal dem Wert z = o der
Wert # = o entspricht.

Mit der Abkiirzung w =

w = Ginz—z. (40)

Die Lésung der Differentialgleichung (38) wird also durch die
beiden Gleichungen

r = a(Cofz—1) und
(41)

w = &Ginz—z dargestellt.

Im Fall £ = o hat (37) die Form (—‘Z--)z =é. Wenn dem

Wert » = o die Zeit ¢ = o entsprechen soll, erhilt man daraus

2 A
5 3V

A
=5t oder 38— 22

2 = o.
7 = 7 (¢) ist also eine (besonders einfache) algebraische Funktion.

Im Fall £ < o setzen wir - = — —21; (¢ > 0) und er-

kEmym
halten i

bl =4 @)

Ahnlich wie im ersten Fall kann man hier zeigen, daf die
Losung von (42) durch die Gleichungen

r =a(1—cosz) und

(43)
w = z—sin z dargestellt wird.
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Ersetzt man in (43) ¢ durch — 7z und w durch 7w sowie » durch
—7, so erhilt man (41) und kann sich demnach auf (43) be-
schrianken.

Es ist also die Riemannsche Fliache der durch w = z —sinz
definierten mehrdeutigen Funktion z = z (@) zu konstruieren.
Wir verfahren genauso wie im Fall der Ellipse und kénnen uns
bei Ergebnissen, wo e nur durch 1 zu ersetzen ist, kurz fassen.

Wir erhalten jetzt die Kreuzungspunkte

7, = 2Am, (44)

fiir die nach (43) » = o ist.

d*w
Wegen (dz‘—’ )z=zk =0 und (

diese Kreuzungspunkte zweifach; ihnen entsprechen die zwei-
fachen Verzweigungspunkte

2w .
R P = CO0s g, = 1 sind
~ Y 4

wy = 2k7. (45)

Bilder der reellen Achse der w-Ebene

v = 0 ergibt

y—cosx Siny = o. (46)

Eine erste Losung ist y == 0 bei beliebigem x. Damit wird
7 = x—sin x; d. h. # wichst monoton von — co bis 4o, wenn
x von — 00 nach -+co lauft.

Die zweite Losung von (46) lautet

C05x=—@—§/17, y=o. (47)

Es geniigt, die positiven y-Werte zu betrachten, die dem Inter-
vall o << x < % entsprechen. Man erhilt ]i_r}’(l) y(x)=o0. Da z=0
ein zweifacher Kreuzungspunkt ist, schneidet dort die Kurve die

reelle Achse der z-Ebene unter dem Winkel —7;— Die Gerade x = %
ist Asymptote.
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Bilder der imaginiren Achse der w-Ebene

2% = 0 ergibt
x—sinx Cofy = o, (48)

Eine erste Losung ist x == o bei beliebigem y. Damit wird
v = y— @iny; d. h. v fillt monoton von - co nach — co, wenn
v von —co nach -+ oo lduft.

Die zweite Losung von (48) lautet

Cofy = , x FEo (49)

sin &

Man kann sich auf x 2 0, ¥ = o beschrinken.
Es ergeben sich dann nur y-Werte, wenn o < x <z oder
2kn < x < (24 -+ 1)m, wobei £ =1, 2, ...
Die Geraden x = £n sind Asymptoten. Es ist lir\% y(x) = o.
Die Kurve schneidet im Punkt z = o die imaginire Achse der

z-Ebene unter dem Winkeli;-.

Verzweigungsschnitte in der 2-Ebene und entsprechende Kurven
in der z-Ebene

Als Verzweigungsschnitte in der w-Ebene wihlen wir die
Halbgeraden

w = 2km, v 20 (k=0 41, 42, ...).

p. oY
-

P S ———wrrxrrrrrrrrrrrrr

-6% —b

7 Miinchen Ak. Sb. 1960
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Von den Bildern des Verzweigungsschnittes % = 24x, v = 0
greifen wir nur dasjenige heraus, das den Kreuzungspunkt
z = 247 enthilt.

% = 2/kn besagt x—sinx Cofy = 247 (50)
Wir erhalten zunichst x = 247 und damit v = y— &in y.
x=2kn, —c0 <y Z 0 ist demnach eine passende Losung
von (50).

Eine weitere passende Losung von (50) besitzen wir in

x—2&7
sin x

Cofy = , wobel (22—1)m <x < (24 1)m und

0=y = oo.

Mit x— 24m = x konnen wir dafiir auch schreiben

y = e Cof* —a<zx<m.

sin ¥’

Die Geraden ¥ = —x und ¥ = 7 sind Asymptoten dieser Kurve.

Konstruktion der Riemannschen Fliche

Wir fertigen die w-Ebene in unendlich vielen Exemplaren
(Blittern) an, denen wir die Zahlen o, 1, —1, 2, —2, ... zuord-
nen; dabei soll mit dem Blatt o beginnend ein Blatt mit einer
gréfleren Nummer unter einem solchen mit kleinerer Nummer
liegen. Am zweifachen Verzweigungspunkt £ hingen die drei
Blatter (24— 1), 24 und (24 4+ 1) zusammen (vgl. die folgende
Abb. 13).

Abb. 13

Die nichste Abb. 14 zeigt im Schema, wie z. B. die Blétter 1,
2, 3 aneinandergeheftet sind.
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Blatt 1, oberes Ufer unteres Ufer
Blatt 2, oberes Ufer —-———-:/ E i—~———- unteres Ufer
S N R

Blatt 3, oberes Ufer — unteres Ufer

Abb. 14

39

Fiir das Blatt £ sind nur diejenigen Verzweigungsschnitte von
Bedeutung, die in der Abb. 13 von der Nummer £ ausgehen.

Die Abb. 135 (sieche Tafel) stellt die z-Ebene mit den Bildern
der reellen (schwarz) und der imaginiren (rot) Achse der -
Ebene dar. Auflerdem sind die den Verzweigungsschnitten der
w-Ebene entsprechenden Kurven (griin, blau, blau gestrichelt)
eingezeichnet. Die Kurven, die den von der Nummer £in Abb. 13
ausgehenden Verzweigungsschnitten entsprechen, grenzen den
Teil der z-Ebene ab, der dem Blatt £ der w-Ebene zugeordnet ist,

Aus (47) erhalten wir die Wertepaare:

1 o 0,2 0,4 0,6 | 0,8 1,0
¥ o 035 | 071 | 1,09 1,53 2,04
x 14 1,2 1,3 ‘ 1,4 1,5

IR — I
¥ 2,35 2,71 317 | 381 | 494

: Sl leinsrlE
| |

Cof y (1) 1,01 ! 1,05} 1,21 E 1,57 | 2,42 | 5,23 |11,11
Coly (x + 27) 25,25 %3,61 8,48 | 7,86 | 9,69 17,79 |35,35
Cofy (x + 471) 49,49 {26,18 15,74 | 14,14 16,95 130,36 59,59
Cof y (x + 67) 73,72 5‘38,75 23,01 120,42 24,22 |42,93 83,83
¥ (%) o,m,/i 0,31 0,64; 1,02 | 1,53 | 2,34 | 3,10
¥ (x + 27) 3,92] 330 | 2,83 | 2,75 | 2,96 | 3,57 | 4726
¥y (@ + 47) 4,593 3,96 | 3,45 | 3,34 | 3,52 | 4,11 | 4,78
¥ (x + 6m) 499 | 435 | 3.,83]J 3,71 | 3,88 | 445 | 5,12

*



90 Karl Zuser

gz = g(w) ist ecine algebromorphe Funktion. Genauso wie auf
Seite 71 weist man nach, dal auch die Funktion » = »(w) alge-
bromorph ist. Sie besitzt dieselbe Riemannsche Fliche wie die
eben untersuchte Funktion z = z (w).

Untersuchung der Randstelle iiber w = oo

Bei den im Fall der Ellipse, Hyperbel und Geraden auftreten-
den algebromorphen Funktionen hiufen sich die algebrai-
schen Verzweigungspunkte im Punkt 7o = co. Nach F. Iversen?
sind die transzendenten Verzweigungspunkte der Umkehrungs-
funktion einer meromorphen Funktion f(z) die Zielwerte? von
f(2). In unserem Fall ist die erwihnte Funktion sogar ganz, nim-
lich f(2) = w(2) = z—e sin z. Es ist

lw| = |z—esinz] = |eV&in2y Lsintx — Va4 92
= I e I/Giuzy -+ sin?x
J— 2 _1_ 42 | —
=Vattst s
Daraus ersicht man, daB fiir beschranktes x mit | ¥| auch ||
gegen oo strebt. Ist dagegen x nicht beschrinkt, so durchliuft | x|
sicher die Werte n (n > 1y > 0), fiir die | Re (w) | = nzw. Wenn
es also zu einem solchen Weg {iberhaupt einen Zielwert gibt, so
kann dieser nur oo sein. Die Funktion w(2) = z —e sin z hat somit
den einzigen Zielwert co. Die Umkehrungsfunktion z = z(w) be-
sitzt @ = 00 als einzigen transzendenten Verzweigungspunkt.
Dem AuBeren eines Kreises || = R (mit auch noch so
groBem R) entspricht in der z-Ebene ein nicht-beschrinktes Ge-
biet von unendlich hohem Zusammenhang. Nach der Einteilung
von F. Iversen ist die Stelle w = oo direkt kritisch zweiter Art.
In den folgenden Abb. 16, 17 bzw. 18 sind einige H6henlinien
|z—esin z| = const., |e Gin s —z| = const. bzw. |z—sinz| =
const. skizziert.

— 1

1. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méro-
morphes. Diss., Helsingfors 1914.

2 Sichez. B.J. Lense, Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik,
3. Aufl. (1952), S. 45.
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Abb. 16

z—esinz| = const. = [wy|, |wy|, [ws]; vel (©).
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Abb. 18

z—sinz| = const. = 27, 4.
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