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§ 1. Vermutetes und Bewiesenes

Kiirzlich habe ich bei linearen Differentialgleichungen

ar x ar— 1 x

1.1 PGS P ()=
( ) dm {— Pl \t/ dZ"—l + i "(L‘) x o,

wenn die Koeffizienten 2, (#) Polynome, die Integrale x also ganze
Funktionen f(#) sind, die funktionentheoretische Wachstumsord-
nung o und den zugehdrigen Typus y untersucht,® das heif}t,

! Uber lineare Differenzengleichungen und eine Anwendung auf lineare
Differentialgleichungen mit Polynomkoeffizienten. Mathemat. Zeitschrift 72,
16-24 (1959).

Miinchen Ak. Sb. 1960
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wenn das Maximum von |f(¢) | fir |#] < 7 mit M/ (») bezeichnet
wird, die Grenzwerte
— loglog M () —  log M(7)
% = lim —g—loggr—(: y=1im —

o
r— oo r—+ 00

Ich habe mich dabei eines bekannten Zusammenhanges zwischen
a und y mit der Koeffizientenordnung ¢ und dem zugehdrigen
Typus ¢ bedient, worunter, wenn f(¢) = 2 D, ¢ ist, die Grenz-
werte

_ log | Dyt
¢=Hm “logyy

¥ = 00

: o=Tm V|D,|@)

v — 00

zu verstehen sind, und habe dann g und ¢ aus der von der Dif-
ferentialgleichung gelieferten linearen Rekursionsformel fiir die
Taylorkoeffizienten D, gewonnen. Der erwdhnte Zusammenhang
ist enthalten in den Formeln

1
“= yo = o*

Ein verwandtes, aber doch grundverschiedenes Problem liegt
vor, wenn man ¢ nicht als komplexe Variable betrachtet, sondern
sich auf reelle Werte beschriankt und nach dem infinitdren Ver-
halten der Integrale fiir #— oo fragt. Hat die Differentialgleichung
etwa die beiden Integrale x; = exp (#) und x, = exp (—#), so
ist im funktionentheoretischen Wachstum kein Unterschied; fur
beide ist @« = 1 und 9 = 1. Aber im positiv Reellen ist doch
xy > %,. Und hat man gar die beiden Integrale x; = exp (#) und
xy = exp (—2%), so hat x, funktionentheoretisch die Wachstums-
ordnung 2, aber x; nur die Wachstumsordnung 1, so daBl man
schreiben kann: x, > x;. Aber fur reelle positive ¢ ist doch ge-
wil x; > x5, Mir scheint nun das reelle Problem mindestens
ebenso wichtig wie das funktionentheoretische. Denn durch solche
Differentialgleichungen wird doch meistens ein Bewegungszu-
stand beschrieben, wobei # die Zeit bedeutet. Da wird sich dann
kaum jemand fiir imaginire Zeiten interessieren.

Deshalb will ich mich jetzt dem reellen Problem zuwenden;
die vorkommenden Konstanten und Funktionen des reellen #
diirfen aber auch komplexwertig sein. Dabei wird es nicht nétig
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sein, die Koeffizienten P,(#) als Polynome vorauszusetzen. Es
geniigt,
(1.2) Pt)=a,t™ + o (%)

vorauszusetzen, unter o(¢) das bekannte Ordnungssymbol fiir —co
verstanden. Und es brauchen auch die Exponenten £, keine
ganzen Zahlen zu sein, sie diirfen beliebige reelle (auch negative)
Zahlen sein. Falls ein P,(#) identisch o ist, soll dabei @, = o,
k, = —o0 gesetzt werden. Meine frithere Methode ist hier natiir-
lich nicht verwendbar. Es gibt ja keine Taylor-Koeffizienten
und daher kein ¢ und kein o.

Wir markieren jetzt in einem rechtwinkligen X¥Y-Koordinaten-
system die z# -}- 1 Punkte Py, P, ..., P, und zwar 2, mit den
Koordinaten x = v, ¥ = 4, 4 », wobei 4, = o sein soll, und fiih-
ren von Py nach 2, einen nach der positiven Y-Seite konvexen
Newton-Puiseux’schen (spiter abgekiirzt NP-) Streckenzug,
der eindeutig durch die Forderung bestimmt ist, daB3 jede Ecke
einer der Punkte P2, ist, wihrend die ubrigen dieser Punkte
nicht auf der konvexen Seite liegen diirfen (siche die Figur).2 Die
Eckpunkte seien

P =P, P

L P

‘e

- e« = P,.

Der Richtungskoeffizient der Strecke P:Pq+ y

2 Im Fall von Polynomkoeffizienten ist das iibrigens nach Weglassen der
evtl. vorhandenen Strecken mit nichtpositiven Richtungskoeffizienten derselbe
NP-Streckenzug, der auch in meiner zitierten Arbeit vorkommt, nur um 9o°
gedreht,
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(kel-}-l "f' 3/1-]—1) - (ke)~ + 51) — ’éez_*_l ——kel

€i+1— €3 €141 €1

werde mit p; bezeichnet, wobei dann

P0>P1 >P2> e >Pg—1
ist und auBerdem

(1.3) b, +v—rvp < 'ézl + e —ep

mit Gleichheitszeichen insbesondere fiir v =¢; und v = ¢,
und mit Kleinerzeichen fiir » < ¢, und fiir v > ¢, ;.

Nun habe ich, wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung
(1.1) die Form (1.2) haben, nach Konstruktion des NP-Strecken-
zuges die folgende

Vermutung., Wenn der Richtungskoeffizient p, der Strecke
P, P. positiv ist, wenn der reelle Teil von a, nicht gleich o
1 A 0!
ist und wenn die Gleichung

(1.4) Sa7 =0 (ay = 1),

wobei der Summationsindex v iiber diejenigen Werte v liuft, fiir
welche in (1.3) das Gleichheitszeichen gilt, eine Wurzel o hat,
deren reeller Teil von dem jeder anderen Wurszel verschieden ist,
so hat die Differentialgleichung (1.1) ein Integral, fiir welches

. 1 1 dx ot ”
lg?o—;ﬁzj; T also logx = A + o (#7%)
ist.

Da nun die Gleichung (1.4) vom Grad #—¢; ist und die
(n — ¢;.,,)-fache Wurzel o hat und da dann die ¢;,; —¢; an-

deren Wurzeln im Normalfall® lauter verschiedene reelle Teile

3 Ich mochte hier einmal als Normalfall das wirklich Normale, das Alltag-
liche bezeichnen und nicht, wie sonst in der Mathematik vielfach iiblich (z. B.
Normalteiler), das Exzeptionelle. Man versteht ja auch unter einem Normal-
verbraucher nicht gerade einen Mann mit einem exzeptionell groien, sondern
mit einem (meist recht) mittelmaBigen Portemonnaie,
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haben, kommt man so zu ¢, ; — ¢; Integralen, die man leicht
als linear unabhéngig erkennt. Denn bezeichnet man sie, nach
der GroBe der reellen Teile von ¢ geordnet, mit x,, x,, x5, ...,

so ist ja lim = 0.
=00 yiq

Wenn nun alle Strecken des NP-Streckenzuges einen positiven

Richtungskoeffizienten haben, so ergeben sich im ganzen im

Normalfall ¢,—¢;, also genau 7 Integrale, die sich offenbar

Xy

auch wieder so anordnen lassen, da3 lim = o ist, wodurch

Ty 41
sie sich als linear unabhingig erweisen. Damit hat man dann

auch das allgemeine Integral.

Die Vermutung kann ich leider noch nicht vollstindig bewei-
sen. In den folgenden Paragraphen werden aber einzeine Teile
bewiesen: Zunidchst die Aussage lber die erste Strecke des NP-
Streckenzuges; diese 148t sich so formulieren:

Satz 1. Wenn die Zahl

7 kv
Max ~—— =
v=1 v

positiv ist und wenn v den grifiten Index bezeichnet, fiir den
b v = rp ist, wenn ferner die Gleichung

Z avgr_v =0 (aO = 1)!

wo sich die Summe iiber diejenigen Werte v erstreckt, fiir welche
kv =vp ist, eine Wurzel p hat, deven reeller Teil von dem
Jeder andeven Wurzel verschieden ist, dann hat die Differential-
gleichung (1.1), deven Koeffizienten P,(t) die Gestalt (1.2)
haben, ein Integral, fiir welches
#
,li.r?o ;Til— -;T %— =9, also logx= % + 0 ()

ist.

Das gibt im Normalfall » linear unabhingige Integrale. Wenn

. . byt n Eyvtvo
insbesondere » = 7 ist, wenn also "n = Vv fur » =
=1, 2,...,, #—1 ist, hat man damit schon # linear unabhingige

Integrale, und damit auch das allgemeine Integral.
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Weiter kann ich die Vermutung, wenn ¢; = 1 ist, auch fiir die
zweite NP-Strecke beweisen. Sie 14Bt sich so formulieren:

Satz 2. Wenn k, < vk fiirv=2,3,..., n ist und wenn die
Zall
y=9 y—1

positiv, aber kleiner als ky + 1 ist, wenn ferner der relle Teil von
ay nicht gleich o ist, wenn schlieflich v den grifiten Index be-
zeichnet, fiir den (k,+r)—(ky+1) = (r—1)p ist, und

wenn die Gleichung
2 a4, =o,
v

wo sich die Summe tiber dicjenigen Werte v( 2> 1) erstreckt, fiir
welche (b, +v) — (ke + 1) = (v——1) p ist, eine Wurzel p hat,
deren veeller Teil von dem jeder anderen Wurzel verschieden ist,
dann hat die Differentialgleichung (1.1), deren Koeffizienten
P,(t) die Gestalt (1.2) haben, ein Integral, fiir welches

1 1 dx
# x 4y

lim =9, also logx= 97” + o (#)
st

Das gibt also im Normalfall, da die Gleichung vom Grad » — 1
ist, » — 1 und zusammen mit dem einen durch Satz 1 garantier-
ten sogar schon # linear unabhingige Integrale. Insbesondere
flir » = #» hat man also schon wieder # linear unabhingige Inte-
grale und damit das allgemeine Integral.

Bei Satz 1 ist der erste, bei Satz 2 auch der zweite Richtungs-
koeffizient des NP-Streckenzuges positiv, die spiteren dirfen
auch o oder negativ sein. In § 5 werden wir noch kurz auf den
Fall eingehen, daB die Richtungskoeffizienten schon vom ersten
oder zweiten an < o sind.

§ 2. Beweis von Satz 1

Wir setzen jetzt, unter p irgendeine positive Zahl verstehend,

(2.1) #=1, t=1,
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so daB die Bezichung 7 — oo soviel besagt wie ¢ — co. Es ist

dx dx x
it e T 1-1/p
dt dt ? dr pt !

und allgemeiner findet man durch SchluB3 von v auf » + 1

ax @E Ly s & 1x ”
dr = i ra + 4 dr1 v
a2 x y dx  _
+ Cv,? —ﬁ:g— vip + + v, v—1 _;t‘— T 1’/17,

wobei es auf die Konstanten ¢, , nicht weiter ankommen wird.
Setzt man nun diese Ausdriicke in die Differentialgleichung
(1.1) ein, so geht sie nach Division durch p” 7"~ {iber in:

a1l x

d.[n—l

22) 4@ i+t O@r=o,

und nachdem die 2,(#) das in (1.2) angegebene Ausschen haben,
ergibt sich fiir die @,(7) das folgende Aussehen:

<2'3) (‘c) o 4 o(’r“’ +v)/p—w> + 0(11(,,
wobei

y—1
(2.4) K, = Max Futr v

u=0 ?

ist. Wenn wir jetzt unter den Voraussetzungen von Satz 1 unter
p die dort eingefiihrte positive Zahl p verstehen, so ist

B+ v
. < p v=1,2,...,n),
oder also
by <y,
5 =

wobei insbesondere fur » = » und Ubrigens auch fur » = o das
Gleichheitszeichen gilt, fiir ¥ > » aber das Kleinerzeichen. Fir
1< ist dann weiter
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by + 1

S p<y,
woraus nach (2.4) sofort X, <Z o folgt. Aus (2.3) ergibt sich somit
i

lim Q,(t) = | 2
' o flr 4, v <wp, also insbesondere fiir v > ».

fur &, +v = vp

Wendet man daher den von mir kiirzlich bewiesenen Satz? auf
die Differentialgleichung (2.2) an, so hingen die Integrale von
der Gleichung

(2.5) 2T =0 (ag = 1)

ab, wobei die Summe {iber diejenigen Indizes v zu erstrecken
ist, fur welche 4, v = vp ist. Zu jeder Wurzel o’ dieser Glei-
chung, deren reeller Teil von dem jeder anderen Wurzel ver-
schieden ist, gibt es nach dem erwidhnten Satz cin Integral, fiir

welches

lim —;—5—: =/, also logx = o'v+40(v)

ist. Der Wurzel ¢’ der Gleichung (2.5) entspricht aber eine Wurzel
o = po’ der in Satz 1 stehenden Gleichung

(2.6) 2a, 7 =o,

womit der Satz 1 bewiesen ist.

§ 3. Beweis eines Hilfssatzes

Ehe wir den Beweis von Satz 2 angreifen kénnen, missen wir
einen Hilfssatz vorausschicken, der auch unabhingig von der
Anwendung, die wir dann von ihm machen werden, wohl nicht
ohne Interesse sein diirfte.

¢ Uber lineare Differentialgleichungen mit reeller unabhingig Variabler.
Sitz.-Ber. der Bayer. Akad. der Wissenschaften, Math.-naturw. Klasse 1960,
Seite 2.
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Hilfssatz. Bei der Differentialgleichung

ll v

5
GO +F(f)’§av == +Z«pv() Pk

seien die a, Konstanten, wihrend die Funktionen F(t) und ¢,(t)
den Bedingungen

F(£) > o, tlirg F(t) =00

(3'2) . Py (t)
lim =
t~o0  [(8)

r=1,2,...,n)

geniigen. Wenn dann der reelle Teil R (a,) von o verschieden ist
und wenn die Wurzeln 0y, 04, ..., 0,y der Gleichung

n
Z’ av Zn-v =0

r=1

die Bedingung R(p,) + R(o,) fiir v= 2,3, ..., n— 1 erfiillen,
$0 hat die Differentialgleichung ein Integral, fiiv welches

lim — -~ = o0,, also logx = p,¢+ 0(2)

ist.

Im Normalfall, d. h., wenn alle Wurzeln g, lauter verschiedene
reelle Teile haben, kann jedes p, die Rolle von ¢, iibernehmen,
und man erhilt so, den # — 1 verschiedenen Wurzeln entspre-
chend, genau 7 — 1 Integrale, die offenbar linear unabhingig
sind. Es fehlt noch ein 7' Integral, bei dem die spezielle Form
von F(#) zur Geltung kommt. Ist z. B. F(f) = ¢, wo £>> 0, so
kann man den Satz 1 anwenden, wobei p = £+ 1 ist. Er liefert
ein Integral, bei dem

—al k1

logx == -4 o(fk“'l\

ist.
Zum Beweis des Hilfssatzes fihren wir die Operatoren
4  Minchen Ak, Sb. 1960
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D, = (A=1,2,...,2—1)

Zr %
ein.’ Dann ist

dx
Dyx = wr A

dix d
Dy Dyx = }7_(91+92)d_§+ 01027,

und schlieBlich

1 dn—lx dn—?x
Dn—an—2 Dngx = 71' (dl-d—tn—_z‘—*— 612 d;ﬂ—_‘z— + LI + dn x).

Durch Umkehrung ergeben sich hieraus Formeln der Gestalt

dv x
(3.3) 7!,,—=7,,0x+y,,’1D1x—|-y,,'gDlex
3.3

+ et DDy Dy (v=1,2, .., n—1),

wobei die y, , Konstanten sind und speziell offenbar y, , = 1. Die
Differentialgleichung (3.1) 14Bt sich dann in die Form setzen

atx A
g @r TAFODa D Dixt (O

+yODyx Ao+, (D, D, ... Dy x=o,

wobei die y,(#) sich linear aus den ¢,(#) zusammensetzen, so dafl
auch

(3-5) }L’;‘, tﬁ;((;)) =0 (v=o0,1,...,2—1)

ist. Wir fithren jetzt #z—1 unbekannte Funktionen #q, #,, ...,
#,_, ein, indem wir setzen:

5 Man vergleiche zu diesem ganzen Paragraphen die in FuBnote 4 zitierte
Arbeit.
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[ Dix=uyx,
Dy (w1 x) = uyx,
(36
L D, (%) = 2,5 .
Dann ist
Dix=uwux,
. DyDix = uyx,
3.7)
\ D,.D,,... Dix=un,,x,

und die Formel (3.3) speziell fiir ¥ = n—1 geht, wenn fiir
Yum,, KUrzer y, geschrieben wird, tiber in

arly
(3-8) e = Wo t vrius Fvaus+ - F Vo ) %,
dr

wobel speziell y,_, = 1 ist. 7
Nach der ersten Gleichung (3.6) ist 7;— — 0,2 = uq %, also

dx
(39 7 (01 %) x.

Sodann ist nach den spiteren Gleichungen (3.6)

D, (n,2) =12, x (r=1,2,...,m—2)
oder also

(1, x) i e
—Qgr T enth ¥ =t x (V=12 ...,1n—2),

und wenn man links ausdifferenziert,

dx d,
s + x =@ = (i1 + Qg1 %) X

Wenn man hier fiir %’:— den Wert aus (3.9) einsetzt und dann

durch x dividiert, ergibt sich

du,
adt

(3.10) =(Oq1—0 U+t —u, 1y (v=1,2,...,n—2).

*

4
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Wenn man jetzt die Formel (3.8) differenziert und dabei fur %-

und die —E— mit » < #z—2 die Werte aus (3.9) und (3.10) ein-

setzt, ergibt sich, da y,_; = 1 ist, nach leichter Rechnung

ar x n—2 dit,q
e Z Vv (Qv+1 u, + Zﬂv—%l) + Uy (Ql + %1> + X,
dt = dt

wobei #, = 1 zu setzen ist. Hiermit nimmt nun unsere Differen-
tialgleichung (3.4) nach Division durch x die Gestalt an:

+ alF(Z> Uyy = _Z Vo <Qu+1u + uv-}-l)

(3'11) n—1

— i,y (01t u) —2 9, (D, (wobei uy=1).
y=0

dun 1

Die Differentialgleichung (3.1) oder, was ja dasselbe ist, (3.4)
ist daher gleichbedeutend mit dem System der einen Gleichung
(3.11) und der 2 — 2 Gleichungen (3.10) fur die # —1 Hilfs-
unbekannten #,, #,, ..., #,_; und dann noch der Gleichung (3.9)
fiir die eigentliche Unbekannte x. Wenn es uns nun gelingt, fiir
das System (3.10) und (3.11) eine Ldsung nachzuweisen, bei der
(3.12) limu, = o firy = 1,2, ..., n—1,

=00

also insbesondere }im #, = 0 ist, so folgt aus Gleichung (3.9):

x = exp (Qlt - I %4 dt).
Daher ist x dauernd von o verschieden, und es ist

i 1 dx
two0 X di

= 01-

Damit wird also der Hilfssatz bewiesen sein. Ubrigens ergibt sich
sogar weiter (vgl. die in FuBBnote 4 zitierte Arbeit)

1 d'x

um —
two0 X gt

=g (r=1,2,...,n—1),

was wir aber nicht bend&tigen.
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Die gewiinschte Losung des Systems (3.10), (3.11) suchen wir
jetzt durch sukzessive Approximationen zu gewinnen, indem wir
setzen:

dity 341
= = (01— 0D %y 1 T Uy 0 — 2,3 %0, (v=1,2,...,n-2),
dun—l, At+1 Vo 3
dz + a; (f) Up 1,241 = —2 Vo (Qv-i—l %y 3 + %v+1,/1) -
v=0
n—1

— %12 (o1 + #1,2) — Z{;% Q) Uy, 5 (wobel 2, ; = 1),

ausgehend von dem Anfangsfunktionensystem z; o= 2%, 4=
= ...=1, 4 4=0.
Dieses Gleichungssystem fiir die Funktionen #, ,,; hat, wenn

‘[ F(¢)dt = G(¢) gesetzt wird, das Integral

3.1 o =1t [y i, 1y ) 0TV
3.13 v, A+ 1 v4-1,4 v, A 1,

(v=1,2,...,m—2),
(3.14) Uy jrs = e GO J‘ D, (%) g G dt,

wobei
n—2

(3.15) ¢1(¢> = § Yy (0011 %, 5+ 7lv+1,;.> — U,q,2 (o1 + 3, D=
n—1
- ;; Y, (I") %y 2

und wobei wir als untere Integralgrenze in (3.13) und (3.14) im
Fall R(o; — 0,..;) > 0 bzw. R(a;) > o eine (hinreichend groBe)
endliche Zahl, im Fall ®(p,— 0,,,) < 0 bzw. R(a,) <0 aber co
wihlen wollen. Wenn nun tlim #,,=o0 fir v=1,2,...,2—1
ist, was fur 4 = o0 gewil} zutrifft, so ist auch }ng Uy 341 =0

(nach der Hépitalschen Regel wie in der in FuBnote 4 zitierten
Arbeit Seite 6, 7). Somit ist fiir alle A

(3.16) lim#z, , =o0 (v=1,2, ..., n—1).
o0 !

Nun sei ¢ eine positive Zahl, die nur den spater notwendig
werdenden Forderungen zu gentigen braucht:
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(3'17> 282< I§R<Ql_gv+l)l (’V= 1)2)'“1”_2))
(3.18) e < 1.

Fir # > ¢y, wo ¢, hinreichend groB, ist dann fir » = o, 1, ...,
n—1

Yy @41 ’ iz_"_ _'}’_v__ g2n
R(ay) F(2) i 477 | Ria) F(2) 4n’
3190
e+ L)) ’ &
| R (a) F ) 47 | R@)F@) | qn’
Wenn nun weiter fiir ein gewisses 4
(3.20) Lo, | < & (r=1,2,..,n—1)

ist, was fr 4 = o gewi} zutrifft und {brigens wegen 2, ; = 1
auch fur » = o gilt, so folgt zunachst flir v = 1,2, ..., #—2 aus
(3.13)

82v+2 + g2v g2

< &Y (nach (3.17)).

ol S e |

Aber auch fir v = nz—1 gilt diese Abschitzung. Denn aus
(3.15), (3.19), (3.20) und (3.18) folgt sofort
@, (t) | g2n g2n g2n &2n

&r 2 (n—1)
(al)f(t):< SRS ¢

und sodann aus (3.14)

- @, (2)
< | ~RE@cw f 2 1py pRap) G (1)
| 2,01 | £ e ‘men R(a) G () e dt |
< D, (9) ' 2(n-1)
>~ MaX } al) F t) <

Somit gilt allgemein fir alle 4 die Formel (3.20).

Wenn man jetzt in (3.13) und (3.14) 4 durch 4 — 1 ersetzt, kann-
man leicht auch Abschitzungen fir die Differenz %, ;. —#, ;
gewinnen, und zwar findet man:
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(3.21) |2y 241 — 2,5 | << M &AL

wo M eine positive Konstante ist. Die Rechnung ist fir » =
= 1,2, ...,#— 2 genau die gleiche wie in der in FuBinote 4 zitierten
Arbeit Seite 8, fir v = z—1 ist sie, wenn man wie soeben bei der
Abschitzung von #,_; ;.4 verfihrt, ebenso einfach.

Aus (3.21) erschlie3t man jetzt sofort die Existenz der Grenz-

werte
g s =

und es ist
2441 294242 M oytat1
R R G e R A

L4Bt man hier # bei festem 4 gegen oo streben, so kommt mit
Riicksicht auf (3.16)

_— 2M
: 2v4+i+1
e | <=5 e

und weil 4 dabei beliebig grof3 sein darf, ergibt sich

lim %, = o.
¢t —+00

Nun kann man auch in (3.13) und (3.14) den Grenziibergang
A — oo durchfithren und erhélt

u, = e(ev+1—01)1J‘ (%+1—”v”1) ety 1)? 7y

y=1,2,...,n—2),

2, =60 [ D& enCY dy,

n
wobei

n=1

n—2
@ (t) = '_';; yv (Qv+1 %v + uv+1) —un—-l (Ql + %1> - _20 1/)1! (Z) uv

ist. Durch Differentiation ergeben sich hieraus gerade die For-
meln (3.10) und (3.11), so daBl die Funktionen %, #,, ..., %,
wirklich allen Forderungen gentigen.
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§ 4. Beweis von Satz 2

Wir fiihren jetzt wie in § 2 die Differentialgleichung (1.1) durch
die Substitution

(4.1) =1

wieder Uber in

(42) ,,_1 st Qn (T) x =0,
wobei wieder

4.3 0, = T(k ey o (% +v)lﬁ—v> 4+ 0 (%),
(4.4) K, = Max 28y

p=0

ist. Wenn wir jetzt unter den Voraussetzungen von Satz 2 unter
p die dort eingefithrte positive Zahl p verstehen, so ist

(&, +vi_(1k1 1) <5 v=2,3,...,%)

oder also

_,é,,—l—v < A1

j— ’

wobei insbesondere fiir » = » (und {brigens auch fir » = 1)
das Gleichheitszeichen gilt, fiir » > » aber das Kleinerzeichen.
Fir u < v ist dann weiter

TSt —1 <2

by + by +1 ki1
4

daher nach (4.4)

K, < k1+1—1.
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Da p in Satz 2 kleiner als £, -4 1 vorausgesetzt ist, so ist die
Zahl

positiv und aus (4.3) folgt, daB

i Q, () Gy
lim —~ =0 oder —-
TH00 T p"
ist, und zwar
. Ayt Ay . ..
o fur + —y < —1;;——1, also insbesondere fiir » > 7,
@ .. R Ayt . N
~ fiir Y, = —1+—~—1, also insbesondere fiir » = 1
? ? ?

und v = 7.

Damit kann man auf die Differentialgleichung (4.2) den Hilfs-
satz mit F(7) = 7 anwenden und erhilt dann, wenn man
von der unabhingig Variablen © mittels (4.1) wieder zu # zu-
riickkehrt, genau den Satz 2.

§ 5. Eine weitere Substitution

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, daBl der NP-Streckenzug
keine Strecke mit einem positiven Richtungskoeffizienten hat.
Das tritt ein, wenn

£ +r < o firv=1,2...,%n
ist. In diesem Fall existieren die Grenzwerte

@, fur &, +v = o,

I 2P0 =\ i bty < o,

Wir machen jetzt die Substitution

log £ = .
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Dann ist

dx 1 dx d*x 1 (dzx d{)

dt — 7 dv’ ar T FE\de T dr

und allgemein

a'x 1 (d"x a1y d.r)

ar ~ 7 \aw TG T G )

wobei die ¢, , aus den Rekursionsformeln

Cop1,1 = 61 — Y,

Cyr1,2 = Cp2 — VCy 1y

Cyr1,v-1 = Cyy-1 — VEy yo2)

Cv—i—l,v ==V,
zu berechnen sind. Die Differentialgleichung (1.1) transformiert
sich jetzt in

arx a1l g
dr” Ry (T) —= d"-l o+ R, (Dx = 0,

wobei die Grenzwerte

lim R, () = (rv=1,2,..,%n)

T +00

existieren. Nach der in FuBnote 4 zitierten Arbeit kommt es dann
auf die Gleichung

"+ b+ b, =0

an. Zu jeder ihrer Wurzeln g, deren reeller Teil von dem jeder
anderen Wurzel verschieden ist, gibt es ein Integral x, bei dem

lim L 4% =9, also logx = o7+ 0(7)

to0 X dT
ist. Das ergibt dann ein Integral der Gleichung (1.1), fir welches

log x = plog £+ o (log #)
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Auf gleiche Art 148t sich auch der Fall behandeln, dal3 ¢; = 1
ist und der Richtungskoeffizient fur die erste Strecke des NP-
Streckenzugs positiv, fiir die anderen aber nichtpositiv ist. Das
tritt ein fiir

£+ 1> o0,
b, v < byt v=12,3,...,n).

Hier liefert zunichst der Satz 1 mit p = £; -+ 1 ein Integral,
bei dem
A T L +1
lOg X = _—'éﬁ_‘|‘—1— + o (l‘b )
ist. Sodann flihrt die Substitution log # = 7 die Differential-
gleichung (1.1) iiber in

dn-—v x
d Tﬂ—l’

2 35,92

aT” =9

wobei die Grenzwerte

lim S, (z) = ¢,

T—00

existieren und speziell ¢y = @, ist. Auf diese Gleichung 148t sich
nun der Hilfssatz des § 3 mit 7 (v) = ¢%*97 anwenden. Er liefert,
wenn R(a,) =F o ist, zu jeder Wurzel ¢ der Gleichung

”
2 c, Zn—v = o,
v=1

deren reeller Teil von dem jeder anderen Wurzel verschieden ist,
ein Integral, fiir welches

logx = g7+ o(7)
ist, also

logx = g logt + o (log?).



