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§ 1. Ziel der Arbeit

Wir betrachten die Differentialgleichung

(1)
ar x a1z
drm T e

a1 x
+eortar=pl) o+ T 07,

wobei ¢ reell ist. Die Funktionen ¢,(¢) sollen fiir # = 7, stetig
sein und sollen der Bedingung

(2) tlirn @, () =0 v=1,2,..., n)

gentigen; sie dirfen, ebenso wie die Konstanten «,, komplex-
wertig sein. Gesucht werden Eigenschaften einer Loésung x fur
¢ —00. Ich habe mich mit dieser schon 1885 von Poincaré be-

1 Minchen Ak, Sb. 1960
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handelten Frage! im Jahr 1913 beschiftigt, bin aber heute in
der Lage, die damaligen Resultate auf einem einfacheren Weg
zu gewinnen und zugleich etwas mehr zu beweisen, nimlich den

Satz. Sind 0y, 03, . . ., 0, die Wurzeln der Gleichung o* -+
4+ a0 + -+ a, = 0 und ist etwa R(o,) + R(o,) fiir A =
= 2,3, ..., %, S0 hat die Gleichung (1) mit der Nebenbedingung

(2) ein Integral x, bei welchem

y d&x

m —
t—moo X dF

= 0

Siir v=1,2,...,n ist

Wenn nun weiter von den reellen Teilen der p; keine zwei ein-
ander gleich sind, so wird es hiernach jedem g, entsprechend ein
Integral x; geben, bei welchem

. 1 d'x . A=1,2,...,n
lim — ——= = g}
oo X3 dl Yy =1,2,..., 7
ist. Diese # Integrale x; bilden dann ein Fundamentalsystem;
.1 dx .
denn aus lim — L= p; folgt ja

t—oo X dY
e[m(e;,)—flf < 1x/1| < e[m(ez)-i-ell,

so daB3 die x, fiir #— 00 von verschiedener GréBenordnung und
folglich linear unabhingig sind.

Frither konnte ich den obigen Satz nur beweisen, wenn die
schirfere Voraussetzung (o) > R(p,) fir A=2,3, ..., 2 ge-
macht war. Wenn dann von den reellen Teilen der g, keine zwei
einander gleich sind, also etwa R(p;) > R(g,) > -+ - > R(p,), so
hatte ich zunichst nur das Integral x;. Um die anderen zu ge-
winnen, war eine Graderniedrigung und eine miihsame Induk-
tion erforderlich, wihrend jetzt alles auf einmal geht.

1 Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences
finies. American journal of mathematics, vol. 7 (1885).

2 Uber lineare Differentialgleichungen, bei denen die unabhingig Variable
reell ist, I und II. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 142 und
143.
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§ 2. Erste Halfte des Beweises
Wir fithren die Operatoren

(3) Dy =—7—& A=1,2,...,m)

ein. Dann ist®

dx
'Dlx = W_le)

d* d
Dy Dy x = 'E;—<91+92\)d—;;'+9192xx

< a3 , d2
2 D3D2D1x=d_;_(91+92"1‘93)7g‘

d.
+ (0105 F 0103 + 0203) d_j_ngzgaxr

SchlieBlich wird

dnx a1y
() D,D,y...DyDix = ~ + a =y + - Foa,x.
2 ax
Das System (4), (5) 1a8t sich nach dj , lj;;:—, R TN aufldsen:

©
dv
d_—yvoxlylexl/vQD2 1x+'..+yvv‘Dva—1"‘Dlx
r=1,...,%n).
Auf die Koeffizienten y,, wird es auller auf y,, nicht genau an-
kommen; v, , findet man am einfachsten nicht durch algebraische

Auflosung, sondern indem man fiir x die spezielle Funktion ¢%*
in (6) einsetzt; fir diese ist D, x = o, so daf3 aus (6) folgt:

vo,01f 011
g1 e = Y, €.

3 Die Operatoren 2y sind vertauschbar; die im Text gewithlte Anordnung
1st zweckmiBig.

*
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Man hat also

(7) Yvo = Qll,.'

Nach (5) und (6) 14Bt sich die Gleichung (1) auch so schreiben:
8) D,D, ,...Dix =

=y @) x+p(@®)Dyx+-o 9, (D, 1D, ... %,

wo die y,(#) sich linear aus den ¢,(¢) zusammensetzen, so daf}
gewil

(9) ,lir£ p,(t) =0 (v=o0,1,...,2—1).
ist. Wir fithren nun 7 unbekannte Funktionen #,, #,, ..., %, ein,

indem wir setzen:%

Dix = wuyx,

Dy (g x) = uy %,

(10)

D, (t,,2)=un,x.
Dann ist

Dy x = uy x,

Dy Dy x = uy x,
(11) Dy Dy Dy x = uyx,

und unsere Differentialgleichung (8) geht nach Division durch »
tiber in

(12) #, = (&) +y1(H) sy + -+ P, (&) 2,4

4 Das kann man nicht, wenn x einmal verschwinden sollte. Aber wir wihlen
irgendeinen Wert ¢, fiir den das uns interessierende Integral x nicht verschwin-
det. Dann bleibt x in einem ganzen Intervall von o verschieden. Man kann
also in diesem Intervall durch x dividieren und die Funktionen #,, #,, ..., %,
durch (10) definieren. Die weitere Rechnung wird dann ganz von selbst zu der
Erkenntnis fithren, dal das Intervall sich bis ins Unendliche erstreckt.
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Die erste Gleichung des Systems (10) besagt

d
(13) L =(tm)z,
und die anderen lassen sich wegen

d(u, x)
0= D»+1(”v )ty X = — a7 0vy1(2, %) — 2, 1%
dx du,
%, a2 +x PT _gu+1uvx_%v+1x

= u,(01+ %)% +x O 1 Uy XU, g X

nach Division durch x so schreiben:

du,
(14) —r+(O—o ), = n—uu (V=1,2,...,7—1),
di

wobetl die fiir ¥ = 2 —1 auftretende Funktion 7, vermittels (12)
sich durch %y, #,, ..., 2%, ausdriickt,

Wenn wir nun fiir das System (12), (14) eine Lésung #,, . .., %,
nachweisen kénnen, fiir welche lim #, = o ist, so folgt aus(13)
durch Integration e

r = eQ;f—i—Iu;dt’
also ist x dauernd von o verschieden, und es ist

lim 1 dx
00 x dt _91.

AuBerdem ist dann nach (11) auch

=00

llm—DD .Dlx=}imu,=o (v=1,2,...,7),

also nach (6), da y,, = ¢} ist, auch

1 d'z

m— — ”
o X d

=0} (v=1,2,...,%).

Damit wird dann also unser Satz bewiesen sein.
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§ 3. Zweite Hiilfte des Beweises

Es handelt sich jetzt nur noch um den Nachweis, daf3 das Sy-
stem (14), bei dem #, durch (12) definiert ist, eine Ldsung hat,

bei der lim #, = o fiir v =1,2, ..., #z—1 und dann nach (12)
fandes]

von selbst auch fiir » = 7 ist. Wir suchen eine solche durch suk-
zessive Approximationen zu gewinnen, indem wir setzen:

duy 241
(18) —ar + (01— 041) %041 = Upi1, 23—, 3 L2W

(r=1,2,...,2—1),
(16) ﬂn,l - "Po(t) + wl(t) %l,l + e + wn—].(t) un—l,l’

ausgehend von einem geeigneten® System #, ¢, bei dem lim#, (=
= o ist. e

Die Differentialgleichung (15) fiir die Funktion #, , ., hat das
Integral®

QD wan = g(em_g'){f (i1, a4, 21,5) €470 d2t
v=1,2,...,2—1),

wobei wir als untere Integralgrenze im Fall R(p; —p,,,) > o eine
(hinreichend grofle) endliche Zahl, im Fall R(p; — 0,,,) < 0 aber
oo wahlen wollen. Wenn nun lim #, ; = o ist, was fiir = o nach

{#~+00
Voraussetzung gewill zutrifft so folgt aus (17), daB auch
lim %, ;,; = o ist. Denn es ist ja

fagdes]

]v' gerae) ¢ : J‘ (”»'-Ll./‘-”" "'"v,lul,i)‘ gl 7y

T lttpsr, a— 1y 2000,2) €020 8 42 [ (uynq 1—10, 200, 2) €01 2
- 1 3(91-95»-1(»1) £ I ) gm (91_9y+1) ¢

b

5 Was damit gemeint ist, wird gleich gesagt werden, im Anschluf} an die
Formel (23).

§ Es ist keineswegs so, daBl die Formel {17) mit der angegebenen unteren
Integralgrenze aus (15) folgt; das wire nur so, wenn wir zu dem Integral noch
eine willkiirliche Konstante hinzufiigen wiirden. Entscheidend ist aber, daB,
umgekehrt, (13) aus (17) folgt. Ubrigens gilt ja dhnliches, was aber nicht immer
beachtet wird, bei jedem Rechenverfahren zur Aufldsung selbst der simpelsten
Gleichung.
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und bei dem letzten Bruch kann der Limes fiir # — 0o sofort nach
der Hopitalschen Regel bestimmt werden? und erweist sich als o.
Fiir R (0, — 0,41) << 0 haben nidmlich Zdhler und Nenner den
Limes o, fiir ® (¢, — 9,,,) > o hat der Nenner den Limes oo. So-
mit st }n& #, 341 = 0 zundchst fiir v=1,2, ..., #—1, und dann
nach (16) mit 2+ 1 an Stelle von 4 auch fiir ¥ = ». Wir haben

also fiir alle 4

(18) lim #,, = o (I=11, 2,0 5, )

t—+00

Nun sei ¢ eine positive Zahl, die nur den spiter notwendig
werdenden Ungleichungen zu gentiigen braucht:

(19) 26 < |9t(91'—'0v+1)l (’V: 1,2, '“1”'—1)!
(20) 36 = lm(91_9v+1)| v=12,...,2—1),
(21) e < 1.
Fiir ¢ = ¢,, wo £, hinreichend groB, ist dann

£2(n)
(22) P () < —; (y=o0,1,...,2—1).
Wenn nun weiter fiir ein gewisses A etwa
(23) |20,2] << €8 |og 2] << &4 ..., |4y 2| < ECD

ist, was fiir 2 = o gewiB zutrifft, da wir die #, , ,,geeignet’ wih-
len durften, so ist nach (16) auch

82" 82<”—1) 52
22! ) B A1 ¢ S IR 7
(237 |L,,,,1|< n 7 & PR &
und aus (17) folgt fir v =1, 2, ..., z—1

R0, —0,:,) ¢
|u,,1+1| < Reviment (2 FD L g2 %) e o =
[9t(er —evt1)l
— —“28; . 82”_
(R (o1 —@v41) |

7 In meiner oben zitierten Arbeit findet sich bei einer Zhnlichen Uberlegung
ein Fehler, indem ich den Nenner des Bruches nicht mit Absolutstrichen ver-
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Also ergibt sich, da der letzte Bruch wegen (19) kleiner als 1 ist,
2 (="
Lo, 100 <%, | 25,244 < ey oo [ty 24 | <O,

und dann wie oben bei (23") auch | %, ;| < &*”. Die Formeln (23),
(23") gelten also fiir alle 4.

Aus (17) folgt jetzt, indem man A durch A— 1 ersetzt und die
entstechende Formel von (17) abzieht,

(24)
Uy a1l " Uy 2 = e(e”h_g‘)t I (@,,. 2 E(Ql—g"ﬂ)t dt (’V = 1,2,..., 27— 1),
wobel

D, 3 = tyyr,a— Uy 3 41,5 Upi1, 20 + Uy oy U201 =
= Upp1,2— uv+l,l—1_<”v,}.—‘ %,;.-O Uy, 3 My, 21 (%1, ;.—‘%1,1—1) -
Nun ist gewil3 fir 4 = 1

2yt —

(23) Iu,)z—u,.’z_ll < Mt v=1,2,...,%),

wenn man nur M grofl genug wihlt. Wenn diese Ungleichungen
aber fiir einen gewissen Index 4 gelten, so ist unter Beriicksich-
tigung von (23)

| @, 2| << M2CHIFE L Jfetrid. 62 - 27 Ye2th = 3 MPrHEt
und aus (24) folgt zunachst firv =1,2, ..., 72—1

R (0r~0ps+1) ¢
— R (oy+1-01) ¢ 2y+241 ‘ ~
Uy aq1— Uy, | < e Ot 3Me —— =
|42 il [ R(e1—0s42) |

3s 2pratl
- MePrratt,

T (0e1—0v+1) |

also, da der letzte Bruch wegen (20) kleiner als 1 ist,

2y4-A+1
|2y, 300 — 3] < M (v=1,2,...,0—1).

sah; dann gilt die Hopitalsche Regel nicht. Ich habe diesen Fehler, der das
Resultat nicht beeinfluBt, bereits friither einmal bei einer passenden Gelegen-
heit berichtigt (Mathemat. Zeitschrift 31, Seite 766).
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Aus (16) und (22) folgt dann analog zu einer schon zweimal
durchgefiihrten Rechnung, daB diese Abschitzung auch fir
v = z gilt. Somit gelten die Ungleichungen (25) auch mit 4 4 1
an Stelle von 4 und folglich fur alle 4.

Aus (235) ergibt sich nun wegen & <{ 1 die fiir # = ¢, gleich-
mialige Existenz der Grenzwerte

(26) AIim u, = U, (= 1,2, ., %),
— 00

und aus (16) folgt

(27 w, = o) + D)y + o+ Yy () 4,
Weiter folgt aus (25)
(28)

Jo,— u, ;| < M2l Jre?riiie 4 L = _il_s GBI AL

LaBt man hier # bei festem A gegen oo streben, so kommt mit
Riicksicht auf (18)

lim |2, | < 2M zviait (v=1,2,...,n),
100 1—é
und da hier 4 beliebig grof} sein darf, ist

(29) lim %, = o P =132, »usti)

00

Nun kann man auch in (17) den Grenziibergang 4 — oo durch-
fithren, was wegen der Abschitzung (28) ohne weiteres unter dem
Integralzeichen erlaubt ist, und man erhilt

(30)

= o0 — (01—0y4,) ¢ —
u, = ¢ (typq—t,2y) €9 gy (v=1,2,...,n—1),
und hieraus durch Differentiation

du,
d? + (gl_Qv-)-l) Uy = U,y 1— U, Uy ('V =1,2,...,n— 1).

Mit den Funktionen #, haben wir also eine Losung des Glei-
chungssystems (14) gewonnen, die alle Bedingungen erfiillt.
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§4. Eine zusiitzliche Bemerkung

Ebenso wie wir oben von (15) zu (17) ibergingen, kann man
auch gleich von (14) zur Ingralgleichung (30) tibergehen. Und
nun kann ich mir vorstellen, daB} sich die zu den verschiedenen
#-Werten gehdrenden Vektoren #y, . . ., #,_;, die fiir #— co gegen
den Nullvektor konvergieren, als Punkte eines ,,Raumes* ¥ mit
allerhand schonen Eigenschaften auffassen lassen. Und ich kann
mir weiter vorstellen, dafl man die rechte Seite von (30) als eine
Abbildung des Raumes ¥ in einen andern Raum % ansehen kann,
wobei sich durch Anwendung der Hépitalschen Regel (wie im
Text) die Beziehung ¥ C U nachweisen 1i8t. Und nun gibt es
vielleicht einen Iixpunktsatz, der besagt, dal wenigstens ein
Punkt existiert, der mit seinem Bild zusammenfillt. Das bedeutet
dann eine Losung der Gleichung (30) und damit eine Lésung von
(14), wie sie verlangt war.

Da ich aber in derlei Dingen nicht sehr versiert bin, wiirde es
mir beim Umfang der heutigen Literatur wohl schwer fallen, nach
einem passenden Fixpunktsatz zu fahnden, und wenn ich schlies3-
lich einen entdeckt hitte, der vielleicht in Frage kommen kénnte,
so miiite ich gewil3 viel Zeit und Miihe opfern, um seinen Inhalt
ganz zu erfassen und seinen Beweis durchzuarbeiten und dann
noch genau nachzupriifen, ob alle offenen und versteckten Voraus-
setzungen des Satzes in meinem Fall auch wirklich erfiillt sind.
Man sell sich nimlich nie auf einen Satz berufen, dessen Inhalt
man nicht sich vollig klargemacht und aufs genaueste kontrol-
liert hat.® Deshalb habe ich es der Kiirze halber vorgezogen, mir
den ad-hoc-Beweis des § 3 zurechtzulegen.

¥ Sogar die unbekiimmerte Benutzung einer Logarithmentafel, die man ja
nie selbst auf Rechen- und Druckfehler gepriift hat, ist schon Siinde, und ich
habe auch schon von Fillen gehdrt, wo Siinder dabei zu Schaden kamen.



