
BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

M ATHE M ATI S CH - NATUR WIS S E N S CH AFTLICHEKLASSE 

SITZUNGSBERICHTE 

JAHRGANG 

1958 

MÜNCHEN 1958 

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

In Kommission bei der C.H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung München 



5i 

Koeffizientenbedingungen 

in Potenzreihen für konforme Abbildungen 

des Erdellipsoides in die Ebene 

Von Karl Rinner in München 

Vorgelegt von Herrn Max Kneißl am 4. Juli 1958 

Übersicht 

Seite 

1. Allgemeine Form der Potenzreihen  52 

2. Koeffizientenbedingungen aus den Cauchy-Riemannschen Gleichun- 

gen   58 

3. Koeffizientenbedingungen aus den Laplaceschen Gleichungen ... 64 

4. Umkehrung der Potenzreihen  66 

5. Sonderfälle  69 

Literatur  70 

Potenzreihen für konforme Abbildungen des Erdellipsoides 

haben für die Geodäsie große Bedeutung, weil sie eine einfache, 

mechanisch auszuführende Berechnung von ebenen Koordina- 

ten aus geographischen (und umgekehrt) erlauben. 

Zwischen den Koeffizienten derartiger Potenzreihen besteht 

eine Reihe von allgemeinen Bedingungen, welche die zahlen- 

mäßige Berechnung wesentlich erleichtern können und auf 

welche für den speziellen Fall von Abbildungen mit Symmetrie- 

eigenschaften zu einem Meridian bereits in [1] aufmerksam ge- 

macht wurde. Die im allgemeinen Abbildungsfall geltenden Be- 

dingungen werden nachfolgend abgeleitet und für den Gebrauch 

übersichtlich zusammengestellt. 
München Ak. Sb. 1958 
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1. Allgemeine Form der Potenzreihen 

Wie üblich, bezeichnen cp, A die geographischen Koordinaten, 

q die isometrische Breite auf dem Ellipsoid und X, Y ebene 

rechtwinklige Koordinaten. 

Jede analytische Funktion 

X + iY= F(q + iX) 

der isometrischen Parameter (q, X) vermittelt dann bekanntlich eine 

konforme Abbildung des Ellipsoides in die Ebene. Wir entwik- 

keln F in der Umgebung eines Bezugspunktes Pg(yjg, A0) in die 

Taylorsche Reihe 

X+iY=F0 + Z 
1 

v ! 
dFl 

dig+iXf, (Aq +1 

Aq = q — q0, l = A — A0 

und führen Koordinaten x, y ein, welche vom Abbild des Be- 

zugspunktes X0 -J- i Y0 = F0 an zählen. 

x -f- iy = Z av(A q + Hy 
v= l 

1 dvF(A q + il) _ l dv(x+iy) , . 
a" ~ TT d(Aq + iiy _ VT d{Aq + iiy' ^ ^ 

Die Koeffizienten av sind im allgemeinen komplexe Größen, 

av = (i 4- ia„ (l b) 

und werden nur in Sonderfällen, wie für die sehr häufig verwen- 

deten Abbildungen, welche symmetrisch zu einem geradlinig 

abgebildctcn Meridian erfolgen, reell. 

Werden in (l) die Potenzen ausgeführt und reeller und ima- 

ginärer Teil getrennt, so erhalten wir die allgemeine Form der 

Abbildungsgleichung nach Potenzen von A q, /, die bis zu den 

Gliedern fünfter Ordnung angeschrieben werden sollen. 
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X = OnAq + 

+ «21 (A ?2 — ^2) + 

+ «31 (A q3—3Aql2) + 
+ «41 (A ■— 6 A q2l2 + /4) + 

+ a51(Aq5—10A q3l2 + 5 Aqlx) 

y = a12A q 

+ «22 (A q2 — /2) 

+ «32 {Aq2
—T,Aql

2
) 

+ a42(A qx ■— 6 A q2l2 -j- /4) 

+ a-o2(Aq5— ioAq3l2 + 

«12^ (2 3-) 

^22 <1 ^ 

— a32(?,Aq2l — l3) — 

— «42 (4 ^ <731—4^ q P) — 
— a52($ A q*l—10 A q2l3 — l5) 

+ «i4 + (2 b) 
-p r?2i 2 Zl q l ~}~ 

+ «3l(3 Aq2l—l3) + 

+ aa(yAq3l— 4 Aql3) + 

+ «5i(5^ÿ4^— \oAq2l3— /5) + 

Nun ersetzen wir darin den isometrischen Breitenunterschied 

A q durch den zugehörigen Breitenunterschied f = (f — (p0 mit 

Hilfe der bekannten Reihe [2] 

1 

«2 

cos cp0 

1 
2 cos rp0 

1 

6 cos <p0 

1 

24 cos <p0 

1 

120 cos <p0 

Aq = Z Cvf" 
V=1 

0 — vl + Vo — Vo) 

f0(! + Vo — 3Vo) 

(1 2 tü Ar Vö — 3 Vo Ar 61'0 

Ar (5 + 6^o — vl) 

(5 +28t% + 24 4) 

(3 a) 

(3 b) 

/0 = tg cp0, ?/Q = e12 cos2 9?0, e12 = Exzentrizität, 

und erhalten damit die in der geodätischen Praxis übliche Form 

der Abbildungsgleichungen nach Potenzen von/, /: 

x = Z 0'4i/'^ 4 a) 

y=Zdk\filk . 4a) 

Die Koeffizienten fz'/è), welche in der gewählten Bezeichnung die 

Ordnung der Potenzen von/, / und des Produktes (/' /*) erkennen 
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lassen, können nach Einsetzen von (3) in (2) durch die «,,, ar 

und c„ ausgedrückt werden. In der folgenden Darstellung be- 

schränken wir uns wieder auf die Koeffizienten der Glieder von 

der Ordnung (2 -f- k) 5k 5. 

(00) =0 (4b) 

(lO)i = «44(^4 

(01) i = «42 

(20)1 = «44 G -)- «24 cx 

Ç11 == 2 2?22 41 

(02) 1 — «24 

(30) 1 = «41G ~k 2 «24 G G “h «31G 

\2 1 j -- (2 2^22^2 “h 3«32G) 

(
12

)I 
=
 3 «31G 

(°3)l = «32 

(4°)l = «U G + 2«2lGG + a2XC\ + 3 «31 
C\ G + «41«î 

(31) 1 = (2ô22f3 "h 6^32 G G “k 4 «42 G) 

(
22

)I = —3 «31G + 6 ««G 

C13 G = 4 «42 G 
(°4)l = «41 

(S®)! — «11G H- 2 «21G G "k 2 «21G G “k 3 «31G G “k 3 «31G G ~k 

+ 4 «414 + «51 c\ 

(4O1 == (2«22G + d«32GG + 3 «32G ~k t2 «42G G ~k 5 «52^1) 

(32)i = —3«3iG— 12 «41G G + 

(23)i = 4 «42 G + 10 «52 G 

(14)1= 5 «si G 

(°5)l = «52 

(00) 2 = 0 (5 b) 

(10)2 = «42 G 

(01) 2 = «44 

(20)2 = «12 G “k «22 G 

0 O2 = 2 «21G 
(02) 2 — " (%2o 
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(30)2 = «12 «3 “I" 2 «22 T ^2 “H «32^1 

(21)2 = 2 ^21^2 “I- 3 «31A 

( 1 2)2 = 3 «32 
C1 

(03)2 = «31 

(zj-0^2 — «12^4 4~ 2 «22 T «2 4~ «22^2 4~ 3 «32^1^2 4- «42U 

(3O2 = 2 «21f 3 + 6 «31^2 + 4 «41^1 

(22)2 = — (3 «32^2 + 6 «42 «l) 

(13)2 = — 4 «41'l 

(04)2 = «42 

(30)2 = «12^5 4“ 2 «22^1^4 4“ 2 «22^2^3 4“ 3 a32c\c3 4" 3 a32t'\C2 4” 

4- 4 «42^1^2 4“ «52 A 

(4O2 = 2 «21 ^4 4“ 6 «ai^!^ 4" 3 «31C2 4“ 12 «41 <4^2 + 3 «51 «1 

(32)2 = 3 «32 CZ 1 2 «42C1«2 4“ 1 O «52 *4 

(23)2 = — (4 «41 ^2 4- IO «51 «1) 

(14)2 = 5 «52 «1 

(05)2 r «51 

Für die umgekehrte Aufgabe der Abbildung der Ebene auf 

das Ellipsoid erhalten wir entsprechend (1 a) 

Aq -\- il — ÿ bv(x -\- iy)v (6a) 
>'=i 

, _ ■ «"(dy + il) 
v v ! d(x + iy)v 

und hieraus wegen 

bv = bv, 4- iKt (6b) 

nach Ausführen der Potenzen und Trennen von reellem und 

imaginärem Teil, ein (2) entsprechendes System, das aus diesem 

hervorgeht, wenn Aq, l durch x, y und an, «,, durch bv , b,,n er- 

setzt werden. Die erhaltene Reihe für Aq führen wir in die be- 

kannte Umkehrreihe von (3) ein: 
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f = IL dv A qv 

di = cos <p0 (i + Tjl) 

d2 = — 4 cos2 Vo^o C1 + 4Vu + 3Vo) 

(7 a) 

(7 b) 

Nach Ausfuhren dieser Operationen folgen Reihen 

f = Z D x' yk 

l = Z \ik\ x' yk, 

(8 a) 

(9 a) 

deren Koeffizienten sich aus den b , bVï und dv darstellen lassen. 

[00] x = O 
[io]i = b^dx 

[01] i = ^12 d\ 

[1 1= — 2b22d1 — 2bnb12d2 

[02] i = ^21^1 4“ ^12^2 

[3°]l = ^31^1 4“ 2^11^21^2 4“ ^11^3 

[21 ]i = * 3 b22 d-± 2 (2 b-^i b22 -f- b±2 ^21) d2 3^11 ^12 ^3 

[l2]i= 3^31^1 2 0^11 ^21 4~ 2 ^12^22)^2 4" 3^11^12^3 

[03] i — b^d-^ ~~I- 2 ^21 d2 ' b^i)d2 

[4°]l = ^41^1 4“ (^21 4” 2 ^11 ^3l) ^2 “T 3^11^21^3 4“ ^11^4 
[3 1 ]i = 4 ^42 ^1 2 (2 ^21 ^22 4“ 3 ^11 ^32 4“ ^12 ^3l) ^2 6 (^U ^22 4" 

4“ &12 ^2l) ^3 4^11 ^12 ^4 

[22]l = 6^4i^i 2 (^21 ’ 2 ^22 4“ 3 ^11^31 3 ^12^3l)^2 4“ 

4- 3 ( ^11 ^21 4~ 4 ^11 ^12 ^22 4" ^ j 2 ^2l) ^3 4“ ^^11^12 ^4 

[ 1 3]i — 4 ^42 ^1 4“ 2 (2 ^21 ^22 4“ 3 ^12 ^31 4“ ^11 ^32) ^2 4~ 6 ^12 (^11 ^21 * 

^12 ^22) ^3 4 ^11 ^12 ^4 

[20]i — ^21^1 4“ ^11^2 
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[0-4-]i == ^41^1 ~f" C^2i ^^12^32)^2 3^12^21^3 ^12^4 

[S°]l = ^51 «1 + 2(Mll + $21 $31)4 + 3 $11 ($11 $31 + $2l)4 + 

4“ 4$ll$2l4 4~ $?i4 

[41 ]l = 5 $52 d1 2 (4 $11 $42 “I- 3 $21 $32 4~ 2 $22 $31 4“ $12 $4l) 4 

3(3$11$32 “I” 2$11$12$31 4“ 4$11$21$22 “I” $12$2l)4 

4 (2 $11 $22 “1“ 3 $11 $12 $2l) 4 5$11 $12 4 

[3 2]l = 1 ° $51 4 4 (3 $11 $41 2 $12 $42 4“ 2 $21 $31 3 $22 $33) 4 4" 

+ 3 (—3^11^31 + 6^11^12^32 + $?2$si + 2bu62
21 + 4 bnb\2 — 

4 $i°$2i $22) dg “p 4 ( $44 boi 4~ 6 $44 by> b22 4~ 3 $11 $42 bo\) d^ —{— 

+ 10^4^5 

[23]l — 1 O $52 d-^ -|- 4 (2 $11 $42 4~ 3 $12 $41 4“ 2 $21 $32 4“ 3$22$3l)4 4" 

+ 3 ($11 $32 + 6^11^12^32 $ï2$32 + 4 $11 $21 $22 + 2 $12 $21  

4 $19 $22) d2 -)“ 4 («3 $11 $19 $21 ' 6 4l ^] 2 ^22 4 2 $2l) 
d\ 

-\ob\xb\2dh 

[H]I 
=
 5 $514 4~ 2 (4i$ii 4$i2$42 4“ 3 $21 $31 2b22b32) 

3 (2 $11 $12 $32 + 3$12$31 $11$21 4” 4$12$21$22)4 

’ 4(3 $11 $12 $21 2 ^12 $22) 
d\ 4“ 5 $11 $12 

[°5]l = $52 4 • 2 (42$41 4“ $21 $32) 4“ 3 $12($12$32 $2l) 4 4- 

4~ 4$ 124i d\ $(24 

[00] 2 = o 

[ 1 0]2 = by2 
[01] 2 = 4.1 

[2O]2 = b22 

[ 1 1 ]2 
== 2 4i 

[02] 2 = — b22 

[30]2 — $32 

[
2 l ] 2 = 3 $31 

[12l2 = —3632 

[°3]2 = — $31 

6 München Ak. Sb. 1958 

[40)2 == $42 (9 b) 

[3 Ü2 = 4$41 

[22]2 =  6 $4, 

[ 1 3]2 = 4 $41 

[04]3 = $4, 

[5o]a 
= $52 

[41 ]3 
= 5 $51 

[32]2 = — 10 $52 

l23]2 = — io$5i 

[14]2= 5 $52 

[°5]2 = $51 
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Die Koeffizienten (ik) und [ik\ müssen eine Reihe von Bedingun- 

gen erfüllen, welche aus den für konforme Abbildungen gelten- 

den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen den Laplace- 

schen Gleichungen, oder aus den Regeln über die Reihenumkeh- 

rung folgen. 

2. Koeffizientenbedingungen aus den Cauchy-Riemannsclien 

Gleichungen 

Die Gleichungen (4a) (5 a) müssen die Cauchy-Riemannschen 

Gleichungen 

8 x 

8/ 

dy_ 

81 df 
- — o 

Sx dAq 

~Sl df 

Sy 

8/ 
= o 

(10a) 

(na) 

erfüllen. Werden darin die Ableitungen 

8 x 

8/ 

Sy 

8/ 

_ V 
— z. 

_ v 
— Zw 

*' (^)i /'■' 

i (ik\ /‘_1 

dAq 

~dT 

Ik, -ff = Z k{ik\fi*-' 

= ZvcJ'-' (12) 

eingeführt, so müssen sämtliche Koeffizienten der entstehenden Po- 

tenzreihen identisch verschwinden. Aus jeder der Gleichungen (10) 

folgen daher p — — n(n -j- t) Bedingungsgleichungen zwischen 

den (ik), \ik\, wobei n die höchste Ordnung i -f- k ffn bezeich- 

net. Für n = 5 erhalten wir beispielsweise die nachfolgenden 

2mal 15 Gleichungen (10b) und 11(b) 

(io)j — cx (01)2 = 0 (10b) 

2 (20)! Cy( 11)2 •— 2r2(oi)2 = o 

3 (3°)i 8i(2i)2 2r2(i i)2 3 83(01)2 = o 

4(4o)i — G(3 1)2— 2 r2(2i)2 — 30(11)2 — 4^4(01)2 = o 

5 (50)1 — G(4O2 — 2r2(3i)2 — 3r3(2i)2 — 4G(II)2 — 5r5(oi)2 = o 
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(11) l— 2fi(02)2 = O 

2 (2l)j 2^(12)2 — 4^2(02)2 = O 

3 (30i — 2^1(22)2 4^2(12)2 6*3(02)2 = o 

4 (40i — 2 <4 (32)2 — 4*2(22)2 — 6^3(12)2 — 8 £-4(02)2 = o 

(12) 1—3^1(03)2 = o 

2 (22)4 — 3 <4 (13)2 — 6^2(03)2 = o 

3 (32)1 -— 3 <^1(23)2 — ör2(i 3)2 — 9<4(03)2 = ° 

<4 3)i — 4^1(04)2 = 0 

2 (23)1 — 4^(14)2 — 8 £-2 (04)2 = O 

(14)1—5*4(02)2 = 0 

(10)2 + <4(01)4 = o (11b) 

2(20)2 + ^4(11)4+ 2f2(Ol)i = O 

3(30)2+^l(2l)i + 2 £2( 1 Ol + 3+(°l)l = O 

4 (40)2 + *1(31)1 + 2 £2(21)1 + 3<a(i 1)1 + 4*4 (°0i = o 

5 (50)2 + *4(40i + 2*2(31)1 + 3 *4(21)1 + 4*4(1 Ol + 5^5(01)1 = 0 

(4 1)2 + 2*i (02)4 = o 

2 (2I)2 + 2*4(12)1 + 4*2(02)4 = o 

3 (31)2 + 2*4(22)4 + 4*2(12)1 + 6*3(02)1 = o 

4(41)2+ 2*1(32)4 + 4^2(22)1 + 6*3(12)1 + 8*4(02)1 = 0 

(12) 2+ 3^1(03)1 = 0 
2 (22)2 + 3fi(i3)i + 6*2(03)1 = o 

3 (32)2 + 3 <+23)1 + 6*2(13)1 + 9 <4 (03)1 = o 

(13) 2 +4<4(04)i = 0 
2 (23)2 + 4<4(i4)i + 8*2(04)1 = o 

(14) 2+ 5*4(05)1 = O 

Da in jeder der Reihen (10) und (l 1) stets k — — n (« + 3) 

Koeffizienten auftreten, kann nur über 2 n der Koeffizienten frei 

verfügt werden. Daher bestehen für die 2 (n + 1) Koeffizienten 

der Glieder n-ter Ordnung immer 2 n Bedingungen, so daß in 

jeder Ordnung 2 Koeffizienten frei wählbar sind. 

Potenzreihen für konforme Abbildungen des Ellipsoids in die 

Ebene sind daher bestimmt, wenn von jeder Ordnung zwei Koeffi- 
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zicnten vorliegen. Voraussetzung hierfür ist jedoch die Kenntnis 

der Breite <p0 des Bezugspunktes, weil nur in diesem Fall die ci be- 

stimmt sind. 

Aus den Gleichungen (loa), (11 a) folgt durch Elimination von 
d A q 

df Sx Sx , Sy Sy Sx Sx Sy 

~Sf~ ' ~~ST + +7" 
O, (13a) 

und hieraus ergeben sich nach Einführen von (12) und Null- 

setzen der Koeffizienten von n (n 1) Bcdingungsglei- 

chungen, in welchen die n Größen ct nicht mehr auftreten. Diese 

Gleichungen sind Linearkombinationen von (10 b) und (11 b), und 

wir wollen hiervon nur die für « 3 bestehenden anführen. 

(10)1(01)1 + (io)2(oi)2 = o (13b) 

(10)1(11)1 + (10)2(11)2 + 2 ((20)1(01)1 + (20)2(01)2) = o 

(01)1(11)1 + (01)2(11)3 + 2 ((10)1(02)1 + (10)2(02)2) = o 

(10) 1(21)1 + (10)2(21)2 + 2 ((20)1(11)1 +(2O)2(U)2) + 

+ 3 ((30)1(01)1 + (30)2(01)2) = o 

(11) 1 + (11 )\ + 2 ((21)1(01)1 + (21)2(01)2) + 

+ 2 ((10)1(12)1 + (10)2(12)2) + 

+ 4 ((20)1(02)1 + (20)2(02)2) = o 

(12) 1 (°0i + (12)2(01)2 + 2 ((11)1(02)1+ (11)2(02)2) + 

+ 3 ((01)1(03)1 + (10)2(03)2) = o. 

Gleichungen, welche (10b) und (11 b) entsprechen, erhalten wir, 

auch, wenn in (4 a) und (5 a) der Breitenunterschied/ mit Hilfe von 

(7) durch Aq ersetzt wird. Bezeichnen wir die Koeffizienten der 

sich ergebenden Reihen mit (ik~)g , (z+)?„, 

* = Z7 (*•*)* fl* (14) 

y = £ q{lk , 

so folgen entweder aus den Cauchy-Riemannschen Differential- 

gleichungen, oder auch unmittelbar durch Vergleich aus den 

Gleichungen (2 a) und (2 b) die Bedingungen 

{k + 1) (i, k + i)?i + (i + l) (i + 1, k)H = 0 (15 a) 

(2 + 1) (i + 1, k)qi — {k + 1) (2, k + i)?2 = o . (16a) 
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Die Koeffizienten (ik). sind nach dem System (17) durch die 

(ik) und die in (7 b) angeführten Werte dv bestimmt, wobei sich 

die (iü)q oder (ik) ergeben, wenn die (ik\ oder (ik\ verwen- 

det werden. 

(io)? = (io)^1 (17) 

(20) ? = (io)t/2 + {26) d\ 

(3°)? = (10 )dz + 2(20 )d1d2 + (30 )d\ 

(4°)? = (IO)ü?4 + (20) (2dydz + dl) + 3 (30) dl d2 + (40) d\ 

(5°)g = C10)^5 + 2(20)(dxdx d2d^) + 3 (^<S)(d\dz + d\d^) -f- 

+ 4(4°)‘^I
ö2 “h (5°) ^ 1 

(01) f = (01) 

(n)f = (n K 
(21) ,= (H)4 + (21)4 

(31) ? = (11)4+ 2(21)^44- (31)^ 

(41), = C 11)^4 + (2i)(2öi^3 + dl) + 3(30^4 + (40^f 

(02) ?=(O2) (17) 

(\2\ = (\2)d1 

(22) ? = (l2)4 4-(22)4 

(32) ? = (12)^3 + 2(22 )dxd2 + (32 )d\ 

(°3)? = (03) 

(i3)f = (13)^1 

(23) ? = (!3)<4 + (23)^1 

(04), = (04) 

(H), = (14)^1 

(°5)y = (OS) 

Da die dv und cv nach Definition, Koeffizienten inverser 

Reihen sind, lassen sich die dv durch die cv ersetzen und umge- 

kehrt und dadurch die beiden Systeme (10), (11) und (15), (16) 

ineinander überführen. 

Für die Umkehrreihen (8 a), (9a) lassen sich entsprechende Be- 

dingungen angeben. Wir schreiben hierzu die Cauchy-Riemann- 

schen Differentialgleichungen in der Form 

8 An 81 
-ir1 5— = O 0 x oy 

8Aq _9/_ _ 

8 y "'S x 

(18) 

o 
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und bilden durch Einsetzen von (8 a) in (3 a) eine nach x' yk ent- 

wickelte Potenzreihe für A q 

Aq = £ \ik\ x'yk , (19 a) 

aus der sich die in (18) benötigten Ableitungen leicht bilden 

lassen. 

Für die \ik\ erhalten wir das System: 

[00] ? = o (19 b) 

[10], = [io]j^ 

[01] , = [oi]iA 

[20] , = [20]^! + [IO ]\c2 

[”], = [1 i]i^i + 2[io]i[oi]i*a 

[02] , = [02]^! + [02 ]lc2 

[30], = [30]^! + 2 [lO]1[20]1^ + [10]^3 

[21] ?= [2l]i*i + 2([lO]1[ll]1+ [Ol]1[20]1)f2+ 3 [IO]? [OlJ^a 

[12] ? = [12]lA + 2([io]1[o2]1 +[ol])1[ll]1)r2 + 3[io]i[oi]î*s 

[03] , = [°3]lA + 2[0l]1[02]1f2 + [oi]î*3 

[40] , = [4°] ci + ([20]2 + 2 [10] [30])^ + 3[2o][io]2r3 + [io]4^ 

[3!]?= [31] A + 2 ([10] [21] + [20] [11] + [01] [30]) f2 + 

+ 3 (2 [20] [10] [01] + [11] [lo]2) ^3 + 4[IO]3[OI]C4 

[22] ,= [22]^ + (2 [10] [12] + [l l]2 4“ 2 [20] [02] + 2[Ol][2l])f2 + 

+ 3 ([20][01]2 + 2[11][10][01] + [02][10]2).3 + 6[10]2[01]2^ 

[13] ,= [!3]^1 + 2 ([10] [03] + [11] [02] + [OI][12])C2 + 

+ 3 ([U][0l]2 + 2[02][10][01]),3 + 4[10][01]3,4 

[04] , = [°4] c\ + ([02]2 + 2 [Ol] [03] ) ^2 + 3[02][01]2^3 + [Ol]4*4 

[50], = [50] ^1 + 2 ([10] [40] + [20] [30]) cs + 3 ([30] [10]2 + 

+ [10][20]2).3 + 4[20][10]^4+[10]V5 

[41] , = [41] ci + 2 ([10] [31] + [01] [40] + [20] [21] + 

+ [1 1 ] [30]) c2 + 3 (2 [30] [10] [01] + [21][IO]2 + 

+ 2 [10] [20] [11] + [0l][20]2)f3 + 4 (3 [20] [io]2 [Ol] + 

+ [il] [io]3) rr4 + S[to]4[oi]f5 
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[32], = [32] *1 + 2 Mi22] + [Ol] [31] + [20] [12] + [11] [21] + 

+ [02] [30]) *2 + 3 ([30] [Ol]2 + 2 [21] [lO] [Ol] + 

+ [12] [lO]2 + [lO] ([l l]2 + 2 [20] [02]) + 2[0l][20][ll])f3 + 

+ 4 (3[2o][io][oi]2 + 3[11] [io]2[oi] + [02][1O]
3
)^4 + 

+ [io][io]3[oi]2r5 

[23],= [23]q + 2 ([10] [13] + [01] [22] + [20] [03] + [11] [12] + 

+ [02] [21]) + 3 ([21] [Ol]2 + 2 [12] [lO] [Ol] + [03] [io]2 

+ 2 [lO] [ll] [02] + [0l]([ll]2+ 2[20][02]))fs + 

+ 4 ([20][Ol]3 + stnïïioHol]2 + 3[o2][io]2[oi])f4 + 

+ [IO][IO]
2
[OI]3,5 

[H]f = MG + 2 ([10][04] + [01][13]+ [11][03] + 

+ [02][l2])f2 + 3 ([12] [Ol]2 2 [03] [io] [Ol] + 
+ [10] [02]2 + 2[0l][ll][02])^3 + 4 ([n][oi]3 + 

+ 3 [02] [10] [oi]2)r4 + s [10] [oi]*c6 

[05], = [05]G + 2 ([01] [04] + [02] [03])^ + 3 ([03] [01]2 -f- 

+ [0l][02]2)f3 + 4[02][0l]3tr4+ [Ol]5^ 

Nun können wir mit den aus Gleichung (19a) und (9a) folgen- 

den Ableitungen von A q, l die Bedingungsgleichungen zwischen 

den \ik\, \ik\ in allgemeiner Form angeben. 

<4 "F 0 [l + 1
 > k~]q   (ß + l) \}l k -f- l]2   o (20a) 

(k A l) [2, k -f- l]? + (i + l) \} + G k\n = 0 (21a) 

Wir führen das erste System noch bis n — 5 aus und entneh- 

men (21a), daß das dieser Gleichung entsprechende System 

(21 b) aus (20 b) durch Vertauschen von [ik\q mit \ik\ und Ände- 

rung des Vorzeichens von [z'/§]2 hervorgeht. 

[!0]?— [oi]a = o 
2 [2°], — [ll]* = » 

[U]? —2 [02]2 = O 

4 [40]*— [31]* = o (20b) 

3 [31]^ 2 [22]2 = O 

2 [22], — 3 [13], = O 

[>3]» — 4[O4]2 = o 
3 [3°], [2l]2 = o 
2 [2l]? 2 [12]2 = O 

l'2\ — 3 [o3le = o 
5 [50], — [41 ]2 = o 

4 [41]» — 2 [32]a = o 
3 [32], 3 [23k — o 
2 [23]? — 4[H]s = o 

[H],— 5 [o5]a = o 
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Wir haben wieder insgesamt p = n (ii -j- l) Bedingungsglei- 

chungen erhalten und können in jeder Ordnung zwei Koeffizien- 

ten frei wählen. Aus den Gleichungen (14) läßt sich die Beziehung 

dj_ dp _pp 
8x 8x ' 8 y 8 y 

(22a) 

ableiten, aus welchen für jede Ordnung n, also insgesamt 
1/2 n (11 + 1) von c{ und damit von der Lage des Nullpunktes un- 

abhängige Bedingungsgleichungen folgen. Wir führen hiervon 

die bis n "PL 3 geltenden an. 

[
1
°]1[

1
°]2 + [o 1 ]i [o 1 ]2 

=
 o (22b) 

[Oljlillj* + [ll]l[Ol]a + 2 ([10]1[20]2 + [20]1[10]2) = o 

[lo]i[u]*+ [ll]i[lO]2+ 2 ([0l]1[02]ï+ [02]1[0l]a) = 0 

[Ol]l[2l]t + [H]l[ll]2 + [2 l]l [Ol ]2 + 

+ 3[IO]1[3O]2 + 4[2O]1[2O]2 + 3[3O]1[IO]2 = o 

[0l]l[X2]2+ [ll]1[02]2+ [02]1[ll]a+ [l2]1[Ol]2 + 

+ [10]I[21]2+ [11]I[20]2 + [20]1[l 1 ]2 + [2l]1[l0]a = 0 

3[OI]I[O3]2 + 4[02]1[02]2 + 3[O3]I[OI]2 + [io]1[i2]2 + 

+ [ll]l[ll]2 + [I2]i[l0], = 0 

3. Koeffizientenbedingungen aus den Laplaceschen 

Gleichungen 

Werden die Reihen (14) für x, y und (19 a) (9 a) für Aq, l in die 

Laplaceschen Gleichungen 

U A. - lJA. 

8Aq* 81* 

8* A q 

8 x■* 
+ 

8* A q 

~8fr 

Qly 
8 A q* 

8*1 

8 x* 

+ 
8* y 

~8Ï* 

8*1 

8y* 
= o 

(23 a) 

(24a) 

eingeführt, so folgen aus jeder der Gleichungen — n (n — 1) 

Bedingungsgleichungcn, in welchen nur Koeffizienten dieser 
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Reihe und die cv oder dv enthalten sind. In allgemeiner Form 

lauten diese Gleichungen : 

(23b) 

(i + 1) (i + 2) (i + 2, k)qi + (k + 1) (k + 2) (i, k + 2)?i = o 

(1 + 1) (2 4~ 2) (2 -f- 2, k)gt + (k + 1) (k -(- 2) (2, k -f 2)?2 = o 

(24b) 

(2 + l) (2' 4- 2) [2 + 2, k\ + (k + l) (k + 2) [2/ê + 2]? =0 

(z "b 1) (z “t~ 2) [z “b 2, k\% -|- (/é -(- 1) (k 2) [2, k -J- 2]2 = o 

Die zweite der Gleichungen (24b) führt unmittelbar zu dem 

System (25a) für die \ik\, welches auch aus (9b) abgelesen wer- 

den kann. 

2 = 0, k = 1 

2 

3 
4 

2=1, k = O 

1 

[20] o + [02]2 = O 

[21] 2+ 3[O3]2 = O 

[22] a + 6 [04]2 = O 

[23] , + io[os]2 = o 

3 [3°]2 + [12]2 = o 

[31] 2+ [i3]2 = o 

[32] 2 4" 2[I4]2 = O 

i = 2, k = o 

1 

6 [4°]2 + [22]2 = O 

2 [41]2 4- [23]a = O 

i = 3> k = 0 10 [5°]2 4- [32] =0 

(25 a) 

Das aus der ersten Gleichung (24b) folgende System geht aus 

(25 a) durch Vertauschen von \ik\ mit \ik\ hervor und führt 

nach Benutzung der Beziehungen (19b) zu Gleichungen zwischen 

den [ik\. So erhalten wir beispielsweise für n 3 das System: 

([2o]i 4- [02\)cx 4- ([10]? + [01]2) r2 = o (25 b) 

(3[3°]j. + [1210G + 2 (3[ 104[20] 1 + [104[02]! + 

+ [°1 li[1 Oi)G + 3 ([io]ï + [104[01 ]i)cz = o 

(3 [034 + [2i4)4 + 2 (3[oi]i[°2]i + [oi4[2o4 + 

+ [!o]i[i 14)4 + 3 ([oi]ï + [OI4[I°]?)4 = O 
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In den Gleichungen (23b) können die (ik) und ikq mit hülfe 

der Beziehungen (17) durch die (ik\ und (ik)2, sowie die dv er- 

setzt werden. Es folgen dann Systeme von Bedingungen zwi- 

schen den (ik\ und dv, sowie (ik\ und dr, die in der Form völlig 

gleichartig sind und die wir für n 5^ 3 anschreiben wollen. 

(02) + (10) d2 + (20 )d\ = o (26) 

3(03) + (11)^2 + (21)^1 = 0 

(12 )dx + 3(lo)r/3 + 6(2o)r/1r/2+ 3(30)^ = O 

Wir erkennen abschließend, daß aus den Laplaceschen Glei- 

chungen eine allgemeine Form des in (2) enthaltenen Bildungs- 

gesetzes folgt. 

4. Umkehrung der Potenzreihen 

Ein allgemeines, für beliebige Potenzreihen mit 2 Argumen- 

ten geltendes Verfahren der Reihenumkehrung wurde in [3] be- 

schrieben (siehe auch [4]). Für konforme Abbildungen läßt sich 

jedoch ein einfacherer Weg angeben. 

Sind die Reihen (4a), (5 a) für x, y gegeben, so können nach 

(4b), (5 b) erst die ar = aVi + aVi bestimmt werden. 

ai = (01)2 — *(01)1 (27) 

a2 = — (02V—z'(02)2 

«3 = —(03)2 + *'(03)1 

«4 = (04)1 + «'(04)2 

a-a= (05)2 — ^05)1 usw. 

Die b„ = b„ 4- ib„ , aus welchen sich die Koeffizienten der Um- 

kehrreihen nach (8b), (9b) bilden lassen, sind Koeffizienten der 

Umkehrreihe (6a) von (la) und können daher nach den bekann- 

ten Regeln für die Umkehrungen von Reihen mit einem Argu- 

ment berechnet werden. Wir entnehmen die Formeln hierfür [4] 

und führen das Ergebnis bis zu den Gliedern fünfter Ordnung an. 
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b1al= 1 (28) 

bo<z\ = —a2 

U j —— * Cl-y Cl'2 -|— 2 ßg 

b^ I 5 ^2 ^3 5 ^2 

bba
9

t — ■—afa5 + 6afa2a4 -f- 3«I«3 — 21 + 14 a\ . 

In (28) können nun die Beziehungen (27) eingeführt werden, 

und nach Trennen der reellen und imaginären Bestandteile er- 

gibt jede der Gleichungen zwei lineare Gleichungen für bv , bv, aus 

welchen diese bestimmt sind. Zum Beispiel folgen aus der ersten 

Gleichung 

by 1(01)2 ^12(Ol)l 1 

^11 (Ol)x by2 jo 1 j'2   O 

und hieraus 

<^11 ((01)1 + (oi)l) = (01)2 (29a) 

M(Ol)ï + (01)2) = (Ol)l ■ 

Zweckmäßiger erscheint es jedoch, die komplexen Koeffizienten 

als Vektoren 

ß„ = Ave”* = Av(cos a -f- i sin a) 

A. tg a 
f7j-2 

einzuführen. Wir erhalten dann aus der ersten Gleichung (28) 

die Darstellung 

6l = B1 e
iß' = 

I 

welche wegen (27) wieder zu (29a) führt. 

Die zweite Gleichung ergibt 

b2 = g‘W-3a‘) 

i 

und hieraus folgt: 

b'i 1 

b»o 

A 2 . . 
 wr cos (a, — 3 aj 

1 

A2 ■ , \ 
 ÜK Sln («2 — 3 <*l) ^ 1 

(29 b) 
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Die weiteren Gleichungen (28) führen zu dem System (29 c), 

in welchem für v = 3, 4, 5 ... zu setzen ist: 

K = Bv cos ß„, bVi = Bv sin /?„ 

B.A2'-1 = Vul + vl 

ß, = — (2v— 1) a4 + arctg — 

"3 
^3 

— AiAa 
COS 

sin («i + a2) + 2A% . (20c,) 

(29 c) 

«4 „9 , C0S / , s 
A1Ai . (2 Kj -f- a4) 

sin 

... cos . 
5
A

i
A

2A3 . (09 -J- «2 

cos 
— 5^2 T“ (3 «2) sin 

% 

^5 
= — A\A5 sin (3«i + «5) + &A\AiAi sjn (2^ + a2 + a4) + 

+ lA\A\ ^°n
S (2ai + 2a)3 — 2ïA1A\A3 

COà («! H-2a2+a3) + o 1 1 1 Olli 

. 4 COS . v 

+ H^2 • (402)- 

Für die Berechnung der Koeffizienten \ik\ nach (8 b) werden 

auch noch die Werte dv benötigt. 

Falls die Breite cp0 des Bezugspunktes bekannt ist, können 

diese nach (7 b) bestimmt werden. Trifft dies nicht zu, so lassen 

sich die c{ aus den gegebenen (ik\ (ik\ ableiten. So folgt z. B. 

aus (4b) 

c. =_Ä. = -JiOi. (30) 
an 2 a.a 

C2 = ((20)1 — a2Xc\) = ((21)4 — 3%>G) 

c3= — ((3°)i 2 a21 cx c2 %iG) 

Ci = ^ ((4°)l 2 a
21 C1C3 Ö21C2 3 a31 C\ ‘ ß41 C\ ) 

r5 = — ((S°)i 2 ß21 ^4 r4 2 æ21 r2 r3 3 «31 cl c3 ■ 3 a31 c1 c2 «H 

4 a41 CZ ab\ Cl ) 
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und ein entsprechendes System läßt sich aus (5 b) ablesen. Da die 

r,, und dr Koeffizienten der inversen Reihen (3 a) (1 a) sind, können 

die dv aus den cv nach den Umkehrformeln (28) berechnet werden, 

wenn darin c, d an Stelle von a, b gesetzt wird. 

Nach Ermittlung der br und dv ergeben sich die \ik\ \ik\z aus 

den Formeln (8 b) (9b). 

Sind umgekehrt die Koeffizienten (ik\, (ik\ aus den vorge- 

gebenen Werten \ik\i und \i/é]2 zu ermitteln, so werden erst aus (9b) 

die b„ entnommen und damit aus (8b) die d, ermittelt. Die Um- 

kehrung der Koeffizienten ergibt die a,,c,,, und mit diesen lassen 

sich nach (4 b) (5 b) die gesuchten Koeffizienten (ik\ (ik\ be- 

stimmen. 

5. Sonder fälle 

Für Abbildungen mit Symmetriecigcnschaften zu einem gerad- 

linig abgebiideten Meridian sind die Koeffizienten av, b,, reell. 

Die hierfür geltenden Beziehungen gehen daher aus den in den 

vorigen Abschnitten abgeleiteten hervor, wenn darin 

= a,„ bn = b,„ a,,2 = b,.z = o 

gesetzt wird. Wir erkennen aus (2a), (2b), daß die Reihen für ;r 

und y nun gemeinsam ebenso viele Glieder haben wie im allge- 

meinen Fall jede der Reihen, also — n(yi -f- 3). 

In der Reihe für ar treten nur gerade Potenzen von l auf und 

in der Reihe für y nur solche Produkte/' lh, welche in der Reihe 

für x nicht Vorkommen. Es ist daher nicht mehr nötig, die Koeffi- 

zienten derselben durch Indizes zu unterscheiden. Entsprechendes 

gilt für die Umkehrreihen. 

X = Z Ob 2k)f l2k (24 a) 

V=Z(i, 2k + l)/'73* + 1 

i = o, 1, 2 . . . n 

k = o, l, 2 ... « 

/ = Z [h 2 x'y2 i (25 b) 

l = Z D> 2 k -f 1 ] x'y~k + 1 



70 Karl Rinner 

Wir wollen für den praktischen Gebrauch noch die (ik) 

[ik\ für n <( 5 durch die avbv ausdrücken (siehe auch [5]) und ver- 

weisen wegen der Koeffizientenbedingungen auf [1]. 

(00) = o (24 b) 

(10) = a1c1 

(01) = <23. 

(20) = axc2 -f- a2c\ 

(11) = 2 a2cx 

(02) = —a2 

(30) = axc 3 + 2 a2cxc2 + a3c\ 

(21) = 2 a2c2+ 3 a3c\ 

(12) = — 3ÆJG 

(03) = — «3 

(40) = axc4 + 2a2cxc2 -f a2c\ + 3a3cfc2 + a\ci 

(31) = 2ö2C3 + 6a3cxc2 -f 4a44 

(22) = —3
azcz— 6«4CI 

(ffi) = — 
(04) = a4 

(50) = axc5+ 2a2cxc4 + 2 a2c2c3+ 3 Æ3GC3+ 3^4; +4^4^r2 + 

+ ^4 

(41) = 2«2c4 + 6a3cxc2-{- 3a3c\ + I2a4e4t2 + 5 abc\ 

(32) = — 3<z3<r3 — ^aAcxc2 + ioa5cx 

(23) = ■—4«4C2'— ioasc4 

04) = 5 ahc\ 

(05) = ^3 

[00] =0 (25 b) 
[1 o\ = b1d1 

[01] = bx 

[20] = b2dx~\- b\d2 

[11] = 2b2 

[02] = ■—b2dx 

[3°] = b3dx -f 2bxb2d2 + bxd3 

[21] = 3^3 
[12] =—?>b2dx-—2bxb2d2 

[03] = —b3 
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[40] = 2bxbad2 -f- b\d2 + 3^I^2^3 + b\dA 

[31] = 4*4 

[22] = —6^^ — 6b1bad2— 2b\d2 — 2,b\bzd3 

[13] = —4^4 

[04] == ^4 d2 “H bo d2 

[5°] = ^5^1+ '2-blbid2-\- 2b2b3d2-\~ 3^1 ^3^3 + ibib2dz-\- 4^1 ^2^4 + 
+ b\d, 

[41] = 5^5 

[32] = —-10 b5d1 — \2b1bidi — %btbtdt — 9b\b3d3 — 6 bx b\ d3 — 

4^i b2di 

[23] = — IO£5 

[14] = 5 ^5^1 + ^bxbxd2 + 6 b2b3d2 + 3 bxb\d3 

[05] = b. 

Sind die Koeffizienten a,, bv rein imaginär, so sind an = bH = o. 

Aus (2) folgen in diesem Fall die für reelle Koeffizienten be- 

stehenden Formeln, wenn y durch —x und durch y ersetzt 

werden. 

x = -—21 (!, + l)/'/u+1 (24c) 

I(ß,2 k)fPk 

i — o, 1, 2, 3, . . . 

k = o, 1, 2, 3, . . . 

f=—Z[i,2i + i]x’y2* + 1 

l= I[i,2k\x>^. (25 c) 

Die Koeffizienten dieser Reihen können wieder nach (24b) 

(25b) berechnet werden. 
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