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Potenzreihen fiir konforme Abbildungen des Erdellipsoides
haben fiir die Geodisie groBe Bedeutung, weil sie eine einfache,
mechanisch auszufithrende Berechnung von ebenen Koordina-
ten aus geographischen (und umgekehrt) erlauben.

Zwischen den Koeffizienten derartiger Potenzreihen besteht
eine Reihe von allgemeinen Bedingungen, welche die zahlen-
miflige Berechnung wesentlich erleichtern kénnen und auf
welche fiir den speziellen Fall von Abbildungen mit Symmetrie-
eigenschaften zu einem Meridian bereits in {1] aufmerksam ge-
macht wurde. Die im allgemeinen Abbildungsfall geltenden Be-
dingungen werden nachfolgend abgeleitet und fiir den Gebrauch

tbersichtlich zusammengestellt.
Minchen Ak. Sb. 1958
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1. Allgemeine Form der Potenzreihen

Wie tiblich, bezeichnen ¢, 4 die geographischen Koordinaten,
¢ die isometrische Breite auf dem Ellipsoid und X, ¥ ebene
rechtwinklige Koordinaten.

Jede analytische Funktion

X+iV=F(g+74)

der isometrischen Parameter (¢, 4) vermittelt dann bekanntlich eine
konforme Abbildung des Ellipsoides in die Ebene. Wir entwik-
keln /' in der Umgebung eines Bezugspunktes P4(qq, 4y) in die
Taylorsche Reihe

. . S ar .
X +ZY=FO+§7TW(AQ+U>

Ag =qg—q, [ =171—1

und fuhren Koordinaten x, y ein, welche vom Abbild des Be-
zugspunktes X, 4+ 7 ¥y = /, an zihlen,

1]

x+iy= D a(Aq+il)

v=1
4 @ F(Ag+il) 1 d(x i)
G =0T Td(AgLily Wl d{dg+il) " (1a)

Die Koeffizienten ¢, sind im allgemeinen komplexe Grofen,
a, = a, + 14, (1b)

und werden nur in Sonderfillen, wie fiir die schr hiufig verwen-
deten Abbildungen, welche symmetrisch zu ecinem geradlinig
abgebildeten Meridian erfolgen, reell.

Werden in (1) die Potenzen ausgefiihrt und recller und ima-
ginirer Teil getrennt, so erhalten wir die allgemeine Form der
Abbildungsgleichung nach Potenzen von Ag¢,/, die bis zu den
Gliedern flinfter Ordnung angeschrieben werden sollen.
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v =andq + — gl — (2a)
+an(dg*— 1) + - Apql—
+an(Ag*-—3497%) + —an(34¢*—P)—
+ang(Agt - 6AGP 41N+ —ap(4APl—4498) —
Lay(AgP-~104¢32 + sAqlt) —az (549t —104¢2 3 — )

y = apdq + ay ! + (2b)
+ an(Ag*— %) +an24ql-+
+ ay(d¢*-—34q7) +ay(349%— 1)+
+ap(dqt—644202 4 I%) +an(@AgPl—44908) +

+ ag(Ag°— 10472 - 54¢1Y) + a5 (544 — 10442 —F) +

Nun ersetzen wir darin den isometrischen Breitenunterschied
Ag durch den zugehdrigen Breitenunterschied f = ¢ — ¢y mit
Hilfe der bekannten Reihe [2]

Ag =2 ¢ f (32)
r=1
! 2 4 &
4= s . (4 —my 4 79— 1y (3b)
1 B 4
2= Scosgy fo(1 + 1y — 37)
. i 2 2 1 2
C3 = ocospg (1 + 245 -+ ny — 319 + 625 70)
{ 2 2
%47 Sicosg, 0 (5 + 64, —mp)
_ L . 2 t
(5 == 120 cos ¢, (5 + 287, + 24%))

4y =tg @y, 75 = e2cos? q,, %= Exzentrizitit,

und crhalten damit die in der geoditischen Praxis tibliche Form
der Abbildungsgleichungen nach Potenzen von £, /:

x =X G f I (4a)
yo= ik, f1IF (5a)

Die Koeffizienten (74), welche in der gewihlten Bezeichnung die
Ordnung der Potenzen von £, /und des Produktes ( #7*) erkennen
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lassen, kénnen nach Einsetzen von (3) in (2) durch die @, , o,
und ¢, ausgedriickt werden. In der folgenden Darstellung be-
schrinken wir uns wieder auf die Koeffizienten der Glieder von

der Ordnung (7 4 £) < 5.

(00) = o (4b)
(10)) = anq
(01) = —ap

Vs . 2
(20); = a6 + aney

(11); = —2ayq
(02); = — ay

3
(30)y = ay¢3 + 2an 616 -+ aycy

9

(21); = — (296 + 3a50))
(12); = —3ayn4
(03)1 = ag,

2 2 ' 4
(40)y = @y ey + 2an6165 + @y + 3a3676, 4 ag 6

(31); = —(2ameg + Gagpeicy + 4ayc))
(22); = —3ayc + 6ay cf

(13, = 4aq

(04), = ay

2 2

(5001 = an s + 2an 16y + 2ancacy 4 3an ey + 3y 60 +
1 3 k]
+4ag ey + a6

(41)1 = —(2ames + Oagpeyey 1 3ands 4 12apci 6y -+ 5az0))

(32)1 = ~— 3@y 63— 120616+ 1056}

(23)1 = dagpcy + 10450

(14)1 = 3a56

(03)1 = —as,

(00), = 0 (sb)
(10)y = ayy4

(01), = ay

(20)y = agpcy + 422‘?
(11)y = 2 ay
(02) = —ay,
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b k=] o

30)e = @163 + 2ap 616 + ane
(21); = 2 @y + 3 ag el

(12)y = —3 a4

(03)p = —an

I

(40) = ayyCq + 2 gty 05 - gy + 3 agcicy + apcl
(31)p =2 @y ¢y + 6 a6y + 4anc)

(22) = — (3 apéa + 6 apcy)

(13) = — 4 anq

(04)y = ayy

(50)y == @265 1 2 Qga€104 + 2 Applal3 + 3 agycicy + 3 aget1¢s +
-+ 4“4252’2 + 0525?

(41)y =2 ancy+ 6agnccp+ 3 ag s + 12 ay 16y + 5 @yl

(32)p = —— 3 A3p(3— 12 Aga (165 -+ 10 @5 C}

(23)e = —(4aucs + 10 ag c})

(14)s = 5 a56

(05)s = a5

Fiir die umgekehrte Aufgabe der Abbildung der Ebene auf
das Ellipsoid erhalten wir entsprechend (1 a)

Ag+il= 2" b,(x+ iy) (6a)

p=1

4 ___t_d"(:l_y-é—z’!l
T ovl da 4y

und hieraus wegen

b, = b, + 16, (6b)

nach Ausfiihren der Potenzen und Trennen von recllem und
imaginirem Teil, ein (2) entsprechendes System, das aus diesem
hervorgeht, wenn A¢, / durch x, y und a,, a, durch ¢, , 6, ecr-
setzt werden. Die erhaltene Reihe fir A¢ fithren wir in die be-
kannte Umkehrreihe von (3) ein:
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f=24d4¢ (72)
dy = cos @y (1 4+ 15) (7b)
dy = — = cos® goly (1 + 4775 + 37%5)

dy = — - co g0 (1= + So— 138303 + 71— 27

dy = ‘;: cost @yl (5 — 25 + 567 — 402575)

1

ds = — cos® @y (5 — 1845 + 7).

5 120

Nach Ausflihren dieser Operationen folgen Reihen

f=2 ik« ¥ (8a)
[==2)[ik), =" ¥*, (9a)
deren Koeffizienten sich aus den 4, , 4, und &, darstellen lassen.

[oo]; =0
[10), = by dy
[o1]y = —tpd;

[20]; = by dy + 5310’2
[11)y = —2bpdy — 25y, 615,
[02), = —byd, + b?z y

[30]s = by dy + 26116 ds + 67, s
[21)y = — 3b5pds — 2(2 b1y by +- b1abey) dy — 385, bipdy
[12)y = — 34y dy — 2 (biy by + 2b15605) ds -+ 361185,
[03)y = bypdy + 2512@1”’2‘_&:1‘2”’3

[40); = by dy + (531 + 20y b)) dy + 367, by dy + 63, y
[31)y = —4b4edy —2(2by byy - 3611635 + b1ab3)) A —— 6.6y (b1 b0 +
=+ élzbzl)d3—4é£1}1512d4

[22], = ‘6541‘171‘— 2@31 — 263, - 31"11531 - 3@2%1)?’2 +
+ 3(— 31 bay + 4bpbrobyy - by boy)dy + 663,61, d,

[13)y = 4b4pds + 2(201 byy = 3615051 + byybygo) g -+ 61y (byy by —
- '512522)43_'46115?2‘14
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[04]y = by dy -+ (bgl —2by5byy)dy—3 5?2 by ds - biz a,

[50)) = &5y - 2 (61360 + by byy) dy = 311 (61165 -+ &gﬁ ds -
+ 41751;1 by dy -1 b1, d5

41 = — 55524:1—“ 2(4b11bgy - 3bg1 b3 - 209305 '1‘9&12541) dy—
—3(3by1 65 + 2b‘nbm[’m ++ b1y b9y bgy 4+ byy 05) Ay —
w4 (283 boy - 383, brabyy) dy - 501, by dy

[32]; = — 1065y~ 4(361164 — 2012645 4 2051 b3y — 3692 b35) d -
+ 3(— 3531531 + 6byy byy by + Biaby + 2511531 + 4511532_
—4b1zé21522)d3+4<—5?1521+ 65?1512522+ 3611é?~2é21>d4—5—
+ 108}, 6%, d;

[23]y = 10655dy + 4(2by1 b4y - 3019041 + 2691655 - 300205) s -
+3 fbflész + 6y b1y, - ‘5122&32 + 4611691 b33 + 25125;1 o
— 4b13650) dy + 4(3631 byoboy — 6 by3 35 b3y — b33 by dy —
1047, 61, d;

[14]y = 5b5dy + 2 (byy by —;ermb.xz + 30521531 — 2by3b35) —
302011 b19b3p - 3672 bgy b1y by + 415891 6y) Y —
— 4(36y, 6396y — 263, bys)dy + 561107,

[03)y = — bsedy — 2/\5126’41 4 by1bys) A 3012(b12655— ng dy +
4+ 401y by dy— 87, dy

[00], =0 [40]y = b4y (9b)
f10], = by [31)s = 46m
[01); = by [22]; = — 60y
[13]y == —4by
[20]y = &y, [04]z = by
[11]y = 28y
[02]y = — &y [50], = b5,
[41]s = 565
[30], = by [32], = 1055
[21]y = 30y [23]y = —1065
[12]y = — 3 by, [14) = 545
(03] = — by [05)2 = b5
6 Minchen Ak, Sh. 1038
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Die Koeffizienten (7 £) und [ 2] miissen cine Reihe von Bedingun-
gen erfiillen, welche aus den fiir konforme Abbildungen gelten-
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen den Laplace-
schen Gleichungen, oder aus den Regeln tiber die Reihenumkeh-
rung folgen.

2. Koeffizientenbedingungen aus den Cauchy-Riemannschen

Gleichungen

Die Gleichungen (4a) (5a) miissen die Cauchy-Riemannschen
Gleichungen
ox oy dAg

—Ef___a[ - [['f = O (10(’1)
ox dA
,g.l_ ng o5 of — 0 (11a)

erfiillen. Werden darin die Ableitungen
“;E— =S iGhn fE, =S kR, S
=X i S, -;5 =3k (hn f 1

[{Aq =D've, f (12)

eingeflihrt, so missen sdmtliche Koeffizienten der entstehenden Po-
tenzreihen identisch verschwinden. Aus jeder der Gleichungen (10)

folgen daher p = —:— n(n 4+ 1) Bedingungsgleichungen zwischen
den (i£), [i#], wobel # die hochste Ordnung 7 + £ < # bezeich-

net. Fir » = 3 erhalten wir beispielsweise die nachfolgcndm
2mal 13 Gleichungen (10b) und 11(h)

(10); — ¢ (01)y =0 (10b)
2(20);—¢;(11)y—26,(01)y =0
3(30)y—¢1(21)3—26,(11)s—363(01), = 0
4(40)1—¢1(31)s—265(21)p - 303(11)y—4¢4(01); = 0
550161 (41)s—2¢6,(31)—363(21)p— 464 (11)y~— 5¢5(01); = 0
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(11);—2¢(02)y =0
2(21);—2¢6(12);— 46,(02); =0
3(31) —261(22) —46,(12)y —6¢53(02)y = 0
4@ —26(32)y—46(22),—665(12), — 84 (02); = 0

(12);—3¢6,(03)s = 0
2 (22);—36,(13),—66,(03)s = 0
3(32)1—361(23)2—6¢2(13)y~—963(03), = 0

(131 —4¢(04); =0
2(23)1——46,(14);— 8¢, (04)y =0

(14)1-356(02)y =0

(1) + 601 = 0 b

2(20)s + ¢1(11); + 26(01); =0

3(30)e 1 6 (21); + 26,(11); 4 345(01), =0

4(40)y + 6y (31)1 + 265(21); + 363(11); + 44(01), =0

5(50)s + 1(41)y + 26, (31)1 + 3¢3(21)1 + 46,(11); + 56(01), =0
(11)g+ 2¢(02); =0

2(21)y 4 2¢(12); + 4¢(02); =0

3(31)p + 26 (22); + 46,(12); 4 6¢5(02); =0

4(41); + 261(32); + 42(22); + 665(12); + 8¢4(02)y = 0

(12); + 36(03)y =0
2(22)y + 36(13); + 66(03); =0
3(32)s + 36(23)1 + 66(13)1 + 963(03), =0

(13); + 4¢(04) =0
2(23); + 46,(14); + 85(04); =0

(14) + 56 (03, =0

Da in jeder der Reihen (10) und (11) stets £ = —:- 12 (12 4+ 3)

Koeffizienten auftreten, kann nur tiber 27 der Koeffizienten frei
verfiigt werden. Daher bestehen fiir die 2 (7 + 1) Koeffizienten
der Glieder n-ter Ordnung immer 27 Bedingungen, so daf in
jeder Ordnung 2 Koeffizienten frei wihlbar sind.

Potenzreihen fiir konforme Abbildungen des Ellipsoids in die

Ebene sind daher bestimmt, wenn von jeder Ordnung zwei Koeffi-
o
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zienten vorliegen. Voraussetzung hierfiir ist jedoch die Kenntnis
der Breite ¢, des Bezugspunktes, weil nur in diesem Fall die ¢; be-
stimmt sind.

Aus den Gleichungen (10a), (11a) folgt durch Elimination von
dA q
Sdf ox oy 8y _
af o/ + of ol =0 (132)

und hieraus ergeben sich nach Einfithren von (12) und Null-

1 .
sctzen der Koeffizienten von fZL,-Z— 2 (2 -}- 1) Bedingungsglei-
chungen, in welchen die % Groflen ¢; nicht mehr auftreten. Diese

Gleichungen sind Linearkombinationen von (10b) und (11 h), und
wir wollen hiervon nur die {iir << 3 bestehenden anfithren.

(1) 01); + (10),(01) = 0 (13D
(10)1(11); + (10),(11), + 2 ((20); (01); + (20),(01),) = ©
o

(C

(01),(11); + (01),(11)y 4 2 ((10>1<02>1 + (10), (O~/z)
2 (
3 ((

(10)1(21); + (10),(21);

2 ((zo)(11)1 + f20\)/11\ 2) +
(30);(01); + (3 01/,)=
()] + (1) + 2 (/21)1(01)14 (21)5(01),) +
+ 2 ((10);(12); + (10)(12)) +
+ 4 ((20)1(02); + (20),(02),) =
(12)1(01); + (12)5(01); + 2 ((11); (02), -+ (11),(02),) +
43 ((01)1(03); + (10),(03),) = o.
Gleichungen, welche (10b) und (11 b) entsprechen, erhalten wir,
auch, wenn in (4a) und (5a) der Breitenunterschied £ mit Hilfe von
(7) durch Ag ersetzt wird. Bezeichnen wir die Koeffizienten der
sich ergebenden Reihen mit (2£), , (i4),,,
=D (¢4),, q'r (14)
y =2 (ik), ¢,
so folgen entweder aus den Cauchy-Riemannschen Differential-

gleichungen, oder auch unmittelbar durch Vergleich aus den
Gleichungen (2a) und (2b) die Bedingungen

(f4-1) (7, 2+ 1)q1 +GE+1) @+ 1,4k, =0 (1532)
C+ )@+ 1,4k, —(k41) G k+1), =o0. (16a)
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Die Koeffizienten (7£), sind nach dem System (17) durch die
(i%£) und dic in (7b) angefihrten Werte &, bestimmt, wobei sich
dic (7£), oder (¢4), ergeben, wenn die (7£), oder (i%), verwen-
det werden.

(10), = (10)d, (17)
(20), = (10)dy 4 (20)d}
(30), = (10)dy + 2(20) dydy + (30)d} .

(40), = (10)dy + (20)(2dy dy + d3) + 3(30)di d, + (40)d]

(50), = (10)d5 + 2(20) (dyd, ‘*: dydy) + 3 (30) (didy + didy) +
-+ 4(40)di dy + (30)d}

(01)q= (o1)

(11),=(1 1)dy

(21), = (11)dy + (21)d}

(31), = (11)dy + 2(21)dydy + (31)d}

(41), = (11)dy + (21)(2dydy + d3) + 3(31)ds dy + (41) 4}

(02), = (02) (17)
(12), = (12)d,;

(22), = (12)dy + (22)d}

(32), = (12)d3 + 2(22)d d; + (32)d}

(03), = (03)

(13), = (13)d}

(23), = (13)dy -+ (23)d;

(04), = (o4)

(14), = (14)d;

(05), = (03)

Da die &, und ¢, nach Definition, Koeffizienten inverser
Reihen sind, lassen sich die &, durch die ¢, ersetzen und umge-
kehrt und dadurch die beiden Systeme (10), (11) und (13), (16)
incinander {iberfiihren.

Fiir die Umkehrreihen (8a), (9a) lassen sich entsprechende Be-
dingungen angeben. Wir schreiben hierzu die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen in der Form

o1 ol
oL o9
oag @l
oy T ox
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und bilden durch Einsetzen von (8a) in (3a) eine nach x* y* ent-
wickelte Potenzreihe fir Ag¢

Ag =3 [ik], 2y, (19a)

aus der sich die in (18) benétigten Ableitungen leicht bilden
lassen.
Fiir die [4], erhalten wir das System:

[oo], = o (19b)
[10], = [10}1
[o1], == [0t}

[20], = [20}y¢; -+ [10]1c,
[11], = [11]i¢y 4 2[10]i[01]1 5
[o2], = [02}y 61 -+ [02]i e

[30], = [30]1¢q - 2 [10}y[20}y e + [10]?53
[21], = [21]iey + 2([10) [11]; + [o1]1[20}1) ez + 3[10]3 [01]1¢4
[12], = [12}164 + 2([10]1[02]1 -+{o1])[1 1]1) ¢z + 3[10]1[0115¢s

[03], = [03heg + 2[o1];[o2] 65 - [01]:1353

[40], = [40]ey - ([20] 4- 2[10][30]) 75 + 3[20] [10]2¢; + [10]*¢,
[31], = [31]e; + 2 ([10][21] + [20][11] + [o1][30]) ¢z +
+ 3(2[201[10] [o1] 4 [11][10]2) ¢4 + 4[1012[01] ¢,

[22], = [22]¢ + (z[10][12] + [11]2 + 2[20][02] 4 2[o1][21])cy +
+ 3 ([20] [o1]2--2[11][10] [01] +[02] [10]%) s +-6 1012 [01 ¢y

[13]q =[13]¢ + 2 ([10] [03] 4 [11][o2] -+ [o1]]1 2]) ¢y +
+ 3 ([11][01]2 + 2[02][10][01]) 5 + 4[10] [01]¢,

[04], = [04]¢; -+ ([02]% +- 2[01][03]) ¢ -+ 3[02][01]%¢5 + [01]c,

[50], = [50]e; - 2 ([101[40] + [20][30}) 5 + 3 ([30][10]2 -+
+[10][20]2) ¢, + 4[20] [10}3¢; - [10]5¢;

[41], = [41]e; + 2 ([10][31] + [01][40] +- [20][21] -
- [11][30]) ¢z + 3 (2[30][10][01] + [21][10]* +-
+ 2[10][20][11] +- [01][20]*) ¢5 +- 4 (3]20][10}*[01] +-
+ [11][10]%) ¢5 + 5[10]*[01] ¢4
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[32), = [32] ey + 2 ([10][22] + [01][31] + [20][12] + [11][21] -+
+ [02][30]) ¢ + 3 ([30][01)* -+ 2[21][10][01] +-
+ [12][10]* + [10]([11)* + 2[20][02]) 4 2[01][20][11])¢5 +
+ 4 (3[20][10][01]* 4- 3[11][10]*[01] + [02][10]%) ¢4 +-
+ [1o][10]*[01]%¢;4

[23), = [23) ey + 2 ([10][13] + [01][22] + [20][03] + [11][12] +
+ [02][21]) & + 3 ([21][01]* + 2[12][10][01] +- [03][10)* +
+ 2[10)[11]]02) + [01] (1112 + 2[20)[02])) ¢5 -+
+ 4 ([20][01]? -+ 3[11][10][01]* +- 3[02] [10]*[01]) ¢ +
+ [10][10]%[01]3¢;

(14, = (141, + 2 ([10}[04] + [o1][13]+ [11][03] +
+ [02][12]) ¢ + 3 ([12][01]* -+ 2[03][10][01] +
+ [10] 02} - 2[o01][11][02]) &5 + 4 ([11][01]2 +
+ 3[o2][10][01]%) ¢y + 5[10][01]%¢;

[05], = [05] ¢, + 2 ([01][04] +- [02] [03]) & + 3 ([03][01]* +
+ [01][02]) 3 -+ 4[02][01] ¢4 + [01]°¢5

Nun kénnen wir mit den aus Gleichung (19a) und (9a) folgen-

den Ableitungen von 4¢, / die Bedingungsgleichungen zwischen
den [Z4), [7£], in allgemeiner Form angeben.

CH+)[4+ 1k, —E&+ 1)L+ 1 =0 (20a)

G+ e+, -+ D[+ 1,4=0 (21a)

Wir fihren das erste System noch bis 2 = 3 aus und entneh-
men (21a), daB das dieser Gleichung entsprechende System

(21b) aus (20b) durch Vertauschen von [££], mit [/Z], und Ande-
rung des Vorzeichens von [Z£], hervorgeht.

[10], —[o1]; =0 4[40],—[31) = (20b)
2[20],—[11}; =0 3131], —°l22]2=o
(11}, —2[o2]; =0 2[22],—3[13), =0

[13]; —4[04] =0

[21],—2[12], =0 5[50, —[41]ls =0
[12]),—3 03], =0 4[41],—2[32, =0
3(32],— 323k =0
2[23),—4[14)s =0
[14],— 5[05]; =0
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Wir haben wieder insgesamt p = # (1z + 1) Bedingungsglei-
chungen erhalten und koénnen in jeder Ordnung zwei Koeffizien-
ten frei wihlen. Aus den Gleichungen (14) 148t sich die Bezichung

of ol of ol
',’f", — __-/i, =0 (22&)
ox dx Jy dy

ableiten, aus welchen fir jede Ordnung 7, also insgesamt
1,92 (52 -+ 1) von ¢; und damit von der Lage des Nullpunktes un-
abhingige Bedingungsgleichungen folgen. Wir fithren hiervon
die bis 2 < 3 geltenden an.

[1o]y[10]; + [o1]ifo1]; =0 (22b)
[ot][11]; + [11]yfo1]y 4 2 ([10]y[20], - [20];]10],) = ©
[to]y[11]y + [11]i[10]y + 2 ([o1]y[02]; + [02};[01],) = ©

[o1]i[21]; + [11]i[11]; 4 [21]y[o1], +
-+ 3[10}1[30]; -+ 4[20];[20], + 3[30h[10]; = 0

[oi]y[12], + [11]i[o2]y + [02] [11]; + [12]i[o1],
+ [1ol[21]y + [11][20]; + [20}[11], + [21];[10],

3[o1} 03], + 4[o2];[02], + 3[03);[01], -+ [10];[12], +
+ [t1h[11], + [12[10]; =0

-

(e}

3. Koeffizientenbedingungen aus den Laplaceschen

Gleichungen

Werden die Rethen (14) flir x, y und (19a) (9a) fur 4¢, /in die
Laplaceschen Gleichungen

’x *;r *y >y

PRV + oz =0 oA g + o T 0 (232)
2Ag | #Ag Ly &l
Coxt + oyt © ot + oyt 0 (242)

eingefithrt, so folgen aus jeder der Gleichungen % i (n—1)

Bedingungsgleichungen, in welchen nur Koeffizienten dieser
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Reihe und die ¢, oder &, enthalten sind. In allgemeiner Form
lauten diese Gleichungen:

(23b)
(4 1) (7 + 2) (7 4 2, Ry & (B4 1) (B 4-2)(7, &+ 2), =0
G+1)E+2)E+ 2,8, + &+ 1)(k+2)(F £+ 2), =0

(24b)
Gt 0)E+2)[i+2,4, +G*;+1)k+2){4,£4+2], =0
(1) G+2) [+ 2,8y + (k4 1) (E+2)[ 4+ 2] = o

Die zweite der Gleichungen (24b) fuhrt unmittelbar zu dem
System (25a) fiir die [Z£],, welches auch aus (9b) abgelesen wer-
den kann.

i=0, k=1 [20], + [o2]s =0 (25a)
2 21, + 3[03 = o
3 [22); 4+ 6loq), = o
4 [23]: + 10[05], = 0
i=1, #=o0  3[30+ [izh=o0
i [3t),+  [13}, =0
2 [32], + 2[4, =0

i=2 k=0 6[40], -+ [22], =0
1 2fgl b [23)

i=3, k=0 10[50], -  [32] = o

li
(@]

Das aus der ersten Gleichung (24b) folgende System geht aus
(25a) durch Vertauschen von [7£], mit [74], hervor und fiihrt
nach Benutzung der Bezichungen (19b) zu Gleichungen zwischen
den [7£];. So erhalten wir beispielsweise fiir 2 < 3 das System:

(["0]1
(3 [30]1

+ [o2)) e + ([10]} + [01]2) e, =0 (23b)
- [12) )[1 + 2 ( [1o];[20]1 - [1011[0°]1 -+
+ [ot]{11]y) & + 3 ([10]] 4 [10]1[01]}) 65 = ©
(3 [03]; + [21]) e+ 2 (3 [o1];fo2]; - [o1];[20]; +
+ [0l [11]) ep - 3 ([01]? + [01]1[10]3)53 =0
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In den Gleichungen (23b) kénnen die (¢£), und 74, mit Hilfe
der Bezichungen (17) durch die (¢&); und (¢£),, sowie die &, er-
setzt werden. Es folgen dann Systeme von Bedingungen zwi-
schen den (74), und &, sowic (i#), und ,, die in der Form vollig
gleichartig sind und die wir fur » < 3 anschreiben wollen.

(02) + (10)dy + (20)d; = o (26)
3(03) + (11)d, + (21)d} = o
(12)d; + 3(10)d; + 6(20)dydy + 3(30)d] = o

Wir erkennen abschlieBend, dal3 aus den Laplaceschen Glei-
chungen ecine allgemeine Form des in (2) enthaltenen Bildungs-
gesetzes folgt.

4. Umkehrung der Potenzreihen

Ein allgemeines, fiir beliebige Potenzreihen mit 2 Argumen-
ten geltendes Verfahren der Reihenumkehrung wurde in [3] be-
schrieben (siche auch [4]). Fur konforme Abbildungen 1i63t sich
jedoch ein einfacherer Weg angeben.

Sind die Rethen (4a), (5a) fiir x, ¥ gegeben, so konnen nach
(4b), (5b) erst die @, = a, + a,, bestimmt werden.

ay = (o1),—i(o1), (27)
ay = —(02); — 7(02),

ay = —(03), + 7(03);

ay = (04); 4 7(04);

a; = (05),—7(05); usw.

Die b, = &, +-1b,,, aus welchen sich die Koeffizienten der Um-
kehrreihen nach (8b), (9b) bilden lassen, sind Koeffizienten der
Umbkehrreihe (6a) von (1a) und kénnen daher nach den bekann-
ten Regeln fiir die Umkehrungen von Reihen mit einem Argu-
ment berechnet werden. Wir entnehmen die Formeln hierfiir {4]
und fithren das Ergebnis bis zu den Gliedern fiinfter Ordnung an.
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bag =1 (28)
byat = —a,

b3ay = —ayaz + 245

byal = —ajay + 34,48, 545

b3a) = —ala; + 64l ayay + 34} a5 —21a,a5a; - 1445 .

In (28) kénnen nun die Beziechungen (27) eingefiihrt werden,
und nach Trennen der reellen und imaginiren Bestandteile er-
gibt jede der Gleichungen zwei lineare Gleichungen fiir 4, ,4, , aus
welchen diese bestimmt sind. Zum Beispiel folgen aus der ersten

Gleichung
by (01)y + bpp(01); =1

— b (01); + bpp(01); =0

und hieraus

Z}11(/\01):; + (01>§) = (01), (29a)
b1 ((01)} + (01)3) = (o1);.

ZweckmifBiger erscheint es jedoch, die komplexen Koeffizienten
als Vektoren

a,= A,¢* = A,(cosa -+ 7 sinx)

)

T a
A,=Va 44, tga = —

o ayy

einzufithren. Wir erhalten dann aus der ersten Gleichung (28)
die Darstellung

. " .
by = ByeP = —— g7'u
1 1
A, ’
welche wegen (27) wieder zu (29a) fiihrt.
Die zweite Gleichung ergibt

b, — A o (a=3a)
2 11‘1’
und hieraus folgt:
A,
by = — Ay €08 (o — 3 0q) (29b)

I8
(&

Ay .
Boy — — gy sin (o2 — 3 0)
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Die weiteren Gleichungen (28) fithren zu dem System (29c¢),

in welchem flir v = 3, 4, 5 ... zu setzen ist:
b, = B,cosf,, b, =DB,sinf, (290)
B, AV =V f
= 2 1 + arctg =
fo= — (2v—1)a + arctg 2
2, cos o COS
=—A,4; . (« o 24, 2 0y
Uy 1778 sin (o + o) + 2 % sim (2 %)
2, cos

2 Cos
=—did, . (20 +oy) + 541.4,4, . (o 4 ot + ag) —

Vy sin

cos
- SAF; (3 o)

3 , COS
S=—Aid; . (3“1+”)+6AAA (7“1‘{‘”2‘{‘”1)"‘

Uy sin

9 COS

43432 A“ (20(1 + 20)y — 214, A2 A3 (al +20y+0t) 4

4 COS
+ 144z (4o).

Fiir die Berechnung der Koeffizienten [7£]; nach (8b) werden
auch noch die Werte d, bendtigt.

Falls die Breite ¢, des Bezugspunktes bekannt ist, kénnen
diese nach (7b) bestimmt werden. Trifft dies nicht zu, so lassen
sich die ¢; aus den gegebenen (7£); (¢£), ableiten. So folgt z. B.
aus (4b)

o= O (1) (30)
! a1 212y
! 2
6'2 —_ a5, ((20/1 [lolfl) ‘2(22;— ( 21/1 —_— 3(Z39L'1)
1 N 2
B= T4, (300 —zam 16— ay i)
_ : \ 2 2 4
a= 4, ((40)1—2aycre5—aync; — 3ay i an )
1 /o 2 2
5= 4, ((5oh—2ane1c—2ay 603~ 336105~ 3y 6100 —

~—daycy—ascl)
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und ein entsprechendes System 146t sich aus (5b) ablesen. Da die
¢, und &, Koeffizienten der inversen Reihen (3a) (1 a) sind, kénnen
dic &, aus den ¢, nach den Umkehrformeln (28) berechnet werden,
wenn darin ¢, & an Stelle von a, & gesetzt wird.

Nach Ermittlung der 4, und &, ergeben sich die [7£]; [/£], aus
den Formeln (8h) (gb).

Sind umgekehrt die Koeffizienten (74);, (7£), aus den vorge-
gebenenWerten [7£]; und [¢ £], zu ermitteln, so werden erst aus (gb)
die 4, entnommen und damit aus (8b) die &, ermittelt. Die Um-
kehrung der Koeffizienten ergibt die e, ¢,, und mit diesen lassen
sich nach (4b) (3b) die gesuchten Koetfizienten (7£); (7%), be-
stimmen.

5. Sonderfille

Fiir Abbildungen mit Symmetriecigenschaften zu cinem gerad-
linig abgebildeten Meridian sind die Koeffizienten a,, &, recll.
Die hierfir geltenden Bezichungen gehen daher aus den in den
vorigen Abschnitten abgeleiteten hervor, wenn darin

gesetzt wird. Wir erkennen aus (2a), (2b), daf3 die Rethen fur x
und vy nun gemeinsam ebenso viele Glieder haben wie im allge-
. g . 1
meinen I'all jede der Reihen, also — #(n2 -+ 3).
In der Reihe fir a treten nur gerade Potenzen von / auf und
in der Reihe fiir ¥ nur solche Produkte f77*, welche in der Reihe
fiir ¥ nicht vorkommen. Es ist daher nicht mehr nétig, die Koeffi-

zienten derselben durch Indizes zu unterscheiden. Entsprechendes
gilt fiir die Umkehrreihen.

=3 G, 2B f (242)
y=2"(G 24+ 1)f 24T
i=0,1,2...%
k=o0,1,2...1
F=2[7, 28]x'y** (25b)
{=2"17, 2k 4 1]x"y?4 !
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Wir wollen fiir den praktischen Gebrauch noch die (74)
[2£] fur 2 < 5 durch die 4,4, ausdriicken (siche auch [5]) und ver-
weisen wegen der Kocffizientenbedingungen auf 1]

(00) =0 (24 b)
(10) = ay ¢4
(01) =

(20) = ay6p + ayc]

(11) =12a,¢

(02) = —a,

(30) = aye3 -+ 25005 + aye

(21) = 2a,¢, + 3ayc3

(12) = —3a34

(03) = —ag

(40) = ay¢y + 250165 + y¢5 + 3a5¢iey + ayc
(31) = 2ay¢5 -+ 636165 + 4y}

(22) = —3a30,— 6465

(13) = —4as¢y

(04) = a,

(50) = ay¢5 + 2a50164 4 250005 + 336365 - 3ayeyc - qagcic, +
+azcd

(41) == 2a5¢4 -+ 6agcy 6y 4 3agcs + 120465 ¢, + Sagct

(32) = —3ayc3— 1246165 - 10456}

(23) = —4ayc,— 10a5]

(14) = 50304

(03) = a5

foo] =0 (25b)

f10] = 6,4,

[o1] = 4,

[20) = byd) -+ b} d,

{11] =20,

[02] = —b,d;

[30] = b3y + 261 6ydy + by

[21] = 363

(12] = —3b3dy— 26,0, d,
[03] = —4,
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[40] = b3y + 26183y + by dy + 3610y d5 + b1,

[31] = 44,
[22] = —66,d, — 6b,bsdy — 283 dy— 3 6% by dy
[13) =—44

[04] = bydy + b3 dy

[50] = b5y + 2610,dr+ 26,63dy+ 363 b3ds -+ 36,655+ 463 5,d, +

+ b1dy
[41} =565
[32) = —10bsd, -~ 126,6,d, — 8bybydy — 96 bydy — 65, 65d5 —
— 4816, d,
[23] = —106;
[14] = 565dy + 28, 8,dy 4 6by03ds -+ 36,034,
[o5] = &5

Sind die Koeffizienten g, 8, rein imaginir, sosind a,, = 6, = o.
Aus (2) folgen in diesem Fall die fiir reelle Koeffizienten be-
stchenden Formeln, wenn y durch —x und x durch y ersetzt
werden.

w=— 3 (ol -0y il (24¢)
y= TGRS
2 =0,1,2,3,;. ..

£=0,1,2,3,...
F=—2 .2k =] yistt
b= ekt (25¢)

Die Koeffizienten dieser Reihen koénnen wieder nach (24b)
(25b) berechnet werden.
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