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Einleitung

Bei der systematischen Untersuchung der Existenzgebiete holo-
morpher Funktionen im komplexen Zahlenraum C* beschrankte
man sich lange Zeit! auf die unverzweigten Gebiete tiber dem (.
Diese Einschrinkung war durch den Stand der allgemeinen
Topologie bedingt;? daher wird man bei einer Ausdehnung der
Theorie auf samtliche Stellen algebroiden Verhaltens von holo-
morphen Funktionen zunichst daran interessiert sein, verzweigte
Bereiche uber hinreichend allgemeinen topologischen Riumen
zu untersuchen (§ 1). Dabei spiclen unter den Hilfsmitteln, die
man zur Konstruktion von Vereinigungen und Durchschnitten
nichtschlichter Gebiete benétigt, dic Kontraktionen eine grund-

! Vgl. H. Behnke und P. Thullen [3] (1934).
2 Vgl H. Behnke [1]; in diesem Bericht wird eine Ubersicht {iber die Ent-
wicklung seit 1932 gegeben.

2 Minchen Ak, Sb. 1958
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legende Rolle, wie diejenigen Aquivalenzrelationen bezeichnet
werden sollen, die wieder verzweigte Gebiete ergeben.?

Seit 1951 gibt es eine allgemeine Theorie der komplexen
Riume,? die die nichtuniformisierbaren Singularititen nicht
mehr ausschlie3t, so daf3 die Moglichkeit zur Konstruktion von
verzweigten Holomorphichiillen gegeben ist, in denen nicht-
uniformisierbare, d. h. ,,echte’* Verzweigungspunkte auftreten
kénnen.®

In §2 werden verzweigte Gebiete (X, @) iiber komplexen
Riumen und Familien F holomorpher Abbildungen von X in
einen weiteren, fest vorgegebenen komplexen Raum Z betrachtet,
Durch zwei Axiome 148t sich dann zu F eine Holomorphiehiille
$Hp — das grofite Gebiet, in das sich die Elemente von F simultan
holomorph fortsetzen lassen? — eindeutig geben. Bei unverzweig-
ten Gebieten kommt man mit dem analogen Verfahren zur klas-
sischen® unverzweigten Hiille /7.

In § 3 beschrinken wir uns auf Gebiete tiber dem Cr. Bezeich-
net F die Familie aller holomorphen komplexwertigen Funktionen
auf einem unverzweigten Gebiet, so stimmen §; und A} tiberein.
Wir verwenden einen Satz {iber schwach-konvexe Gebiete zum
Beweis, dal} jedes holomorph-konvexe Gebiet iiber dem C* ein

1 Im analytischen Fall entsprechen den Kontraktionen spezielle analytische
Zerlegungen. Siehe FuBnote 3 S. 14.

2 Normale komplexe Riume werden in dieser Arbeit stets kurz komplexe
Riume genannt. Die analytische Definition des komplexen Raumes findet
sich ber H. Cartan [5] (1951/52). Wir benutzen hier die Moglichkeit, den
komplexen Raum ,,geometrisch’ zu definieren, die auf H. Behnke und K.
Stein [2] (1951) zuriickgeht. Beide Definitionen erwiesen sich erst 1957 nach
Ergebnissen von H. Grauert und R. Remmert [8] als gleichwertig.

3 Es sel hier erwihnt, dal man selbst bei Mannigfaltigkeiten X {iber dem
C# (d. h. Gebieten ohne echte Verzweigungspunkte) i. a. mit einer echt ver-
zweigten Holomorphiehiille zu rechnen hat, und zwar auch dann, wenn man
die Konkretisierung von X iiber dem C? 4ndert. Man betrachte beispielsweise
die Mannigfaltigkeit, die man erhilt, wenn man aus dem Existenzgebiet der
Funktion }/z, - 2, iiber dem C? den einzigen nicht uniformisierbaren Ver-
zweigungspunkt tber dem Nullpunkt herausnimmt.

4 Die Existenz eines solchen Gebietes wurde mit anderen Methoden auch
von R. Iwahashi gezeigt in: Domaines spread on a complex space. J. Math.
Soc. Japan (1957).

® Zur klassischen Theorie siche H. Cartan [5] (1951/52), Exp. VII, VIIIL
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Holomorphiegebiet ist.! Der Beweis dieses Satzes geht iiber eine
Abwandlung des klassischen unverzweigten Falles und ergibt
auch, daf} jedes unverzweigte Holomorphiegebiet stets Existenz-
gebiet einer holomorphen Funktion ist, die keine Verzweigungs-
punkte liefert. Die Ergebnisse dieses Paragraphen zeigen, daf
die Operation §; die klassische Operation /7 sinnvoll enthilt. —

Fir die Anregungen zu dieser Arbeit und die stete Unter-
stiitzung mochte ich Herrn Prof. Dr. H. BEHNKE meinen Dank
aussprechen. Herrn Doz. Dr. R. REMMERT danke ich fiir seine
wertvollen Ratschlige.

§ 1. Verzweigte Bereiche iiber topologischen
Réaumen

In diesem Paragraphen seien alle topologischen Raume lokal-
kompakt und lokalzusammenhingend.?

LL (X, @) heiBt cin Bereich iber ¥V, wenn @ den Raum X in
den Raum ¥V abbildet, derart, daB3 jeder Punkt xeX eine offene
Umgebung U besitzt, die von @ auf ein (zusammenhingendes)
Teilgebiet 1 von ¥ abgebildet wird, so daB (U, @, V) eine Uber-
lagerung® ist. Das bedeutet genau, daBl @|U eine eigentliche,
nirgends — entartete,® stetige (und offene) Abbildung von U

! Bei der schwachen Konvexitat wird zunichst vorausgesetzt, daB die
kanonische Abbildung in die Holomorphiehiille injektiv ist. Diese Voraus-
sctzung wurde fiir unverzweigte holomorph-konvexe Gebiete durch die Er-
gebnisse von K. Oka [9] (1953) unnétig. Im verzweigten Fall geht man so vor:
Nach dem fundamentalen Satz von H. Grauert und R. Remmert ist (X,
@) ein normaler Raum (siehe FuBnote 2 S.10); nach Satz B von H. Grauert [8]
(1955) ist der holomorph-konvexe Raum .Y" dann holomorph-separabel. Nun
ist es leicht zu zeigen, daB8 (X, @) ein Holomorphiegebiet ist (§ 3). Die Um-
kehrung dieses Satzes ist falsch: siche H. Grauert und R. Remmert [7]
(1957).

* Zu den Bezeichnungen und Definitionen siehe stets: N. Bourbaki [4].
Ferner heit eine Abbildung injektiv (surjektiv, bijektiv), wenn sie eineindeu-
tig (auf, cineindeutig — auf) ist.

# Zum Begriff der Uberlagerung siehe etwa K. Stein [11], § 1.

¢ Das Urbild jeder diskreten Punktmenge ist diskret.

2
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auf I7 ist, wobel es eine nirgends zerlegende! Teilmenge 4 von I/
gibt, so dafl @71 (A) nirgends in U zerlegt und @ lokaltopologisch
auf U — @71(A4) ist. — Der Bereich (X, @) heifit ein Gebiet, wenn X
zusammenhingend ist,

Offenbar ist @ stetig, offen und nirgends entartet. Ist Z ein
weiterer Raum und 7 eine stetige Abbildung von 2 in X, dann ist
(Z, ) genau dann ein Bereich siber X, wenn (Z, ®o7) ein
Bereich Giber ¥ ist.? Eine stetige spurpunkttreue® Abbildung 7 von
(Y, @) in einen Bereich (X, @) {iber V ist also offen. Fiir Abbil-
dungen von Gebieten tiber ¥ gibt es cinen Identititssatz:

Eine Abbildung ist durch das Bild eines Nichtverzweigungs-
punktes? festgelegt.

1.2. Wir betrachten in (X, @) iiber ¥ Aquivalenzrelationen R,
dic feiner als @(x)) = @ (x,) sind. Dann induziert @ eine Abbil-
dung @/R des Quotientenraumes X/R in ¥. Wir nennen R eine
Kontraktion, wenn (X/R, @/R) ein Bereich tiber ¥V ist. R ist
genau dann eine Kontraktion, wenn R offen und X/R ein 75-
Raum ist.?

Der (mengentheoretische) Durchschnitt 71 R, einer Menge {R,}
von Kontraktionen ist i. a. nur auf dem unverzweigten Teil ULXS
von X eine Kontraktion. Man kann jedoch jede Kontraktion
von 1LY eindeutig nach X fortsetzen? und definiert so den STEIN-
schen Durchschnitt /\ R; der Kontraktionen R,. /\ R, ist die

1V E'C E zerlegt den Raum £ nirgends, wenn fiir jede offene nicht-leere zu-
sammenhiingende Teilmenge ¥ von £ auch I1"— E’ diese drei Eigenschaften
besitzt.

2 Im analytischen Fall benttigt man einen Projektionssatz {iber analytische
Mengen von R. Remmert [10] (Satz 23). Die nichste Folgerung (s. 0.) macht
jedoch keinen Gebrauch von der komplexen Struktur.

3 Spurpunktiren.: ®or = ®. Abbildungen von Bereichen in andere Bcrcnchc
iber demselben Grundraum seien in dieser Arbeit stets stetig und spurpunkt-
treu. Bereiche werden identifiziert, wenn sie spurpunkttreu homoéomorph sind.

Y x € X heilt Nichtverzweigungspunkt, wenn @ in x lokaltopologisch ist.

5 Dic Kontraktionen (X, @) entsprechen genau den spurpunkttreuen kon-
tinuierlichen Zerlegungen von X" im Sinne von K. Stein [11], p. 79-81.

8 1X bezeichnet die offene Menge der Nichtverzweigungspunkte in (X, ).
(WX, @) ist der grofte in (X, @) enthaltene unverzweigte Bereich.

7 Man reduziert den Fall auf Uberlagerungen und wendet dann Ergebnisse
aus K. Stein [11], § 1, an.
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grobste Kontraktion, die feiner als jedes R, ist. (Auf 1LY stimmen
Sreinscher und mengentheoretischer Durchschnitt Giberein).

Man konstruiert nun eine Vereinigung von Gebicten {(X, @)}
iiber ¥ in bezug auf ein Gebiet (X, @) tiber ¥ und feste Abbildun-
gen 7; | X — X, indem man die topologische Summe S der X
durch die feinste der Kontraktionen R, dividiert, bei denen {7
eine Abbildung von X in S/R; induziert. Diese feinste Kontral-
tion ist der STEiNsche Durchschnitt aller Kontraktionen R, der
sochben genannten Art.

L3. In bezug auf cin Gebiet (.Y, @) und Abbildungen! 7| X— X,
definicren wie einen Durchschunitt der Gebiete {(X,, D)1= & K}
als Vereinigung aller A-simultanen Zwischengebiete.

(X,, D)o, heibt ein Zwischengebict von (X, @) und (X,, D),
wenn o, cine Abbildung von (.Y, @) in das Gebiet (X}, @,) ist und
wenn es eine Abbildung 6;, | X; — X, gibt mit 6, 00, = 7, (G,
ist eindeutig bestimmt). Das Zwischengebiet (X, @) o, heillt
grofer gleich (X, P;) o;, wenn es eine Abbildung ¢, | X, — X
gibt mit g, o 6, = 0, (g,; ist eindeutig bestimmt). Durch diese
Relation ist eine Ordnung in der Menge aller K-simultanen
Zwischengebicte von (X, @) und den (X, @,) gegeben. Diese
Menge besitzt cin groftes Element, welches man als Vereinigung
(X, @) aller K-simultanen Zwischengebiete erhilt. Es gibt natiir-
lich Abbildungen o |X -~ X und 6, | ¥ —X, mit é,00 = 7,;
ist ein Gebiet (X7, @) mit einer Abbildung ¢’ | X — X' gegeben,
so daf} (X', @), ein K-simultanes Zwischengebiet von
(X, @) und den (X,, @) ist, so ist ¢’ bijektiv (d. h. (X, @), und
(X', d"),. ., sind dquivalent).

§ 2. Verzweigte Gebiete iiber komplexen Riumen
und ihre Holomorphiehiillen

2.1. Ein verzweigter Bereich (X, @) tiber einem komplexen?
Raum Y ist lokal durch eine analytische Uberlagerung definiert
(d. h. die Ausnahmemenge, {iber der dic Verzweigungspunkte lie-

! Sieche FuBnote 3 S. 12.
% Siche Fufnote 2 S. 10.
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gen, ist eine analytische Menge). Somit gibt es eine Uberdeckung
von X mit Uberlagerungen von Teilgebieten des C*, die eine kom-
plexe Struktur auf X definieren; dies ist die einzige komplexe
Struktur auf X, fir die @ holomorph ist.? (X, @) wird stets auf
diese Weise als komplexer Raum betrachtet. Holomorph ist eine
stetige Abbildung f von X in einen komplexen Raum Z genau
dann, wenn inder Umgebung eines jeden Nichtverzweigungspunk-
tes die Abbildung f o @~! holomorph ist. Eine Abbildung? 7 von
(X, ®) in einen anderen Bereich (¥, @) ist daher holomorph. Man
sagt, fsei nach (¥, @) (siber dic betrachtete Abbildung v 4olo-
morph) fortsetzbar, wenn es eine holomorphe Abbildung | X —Z2
gibt mit fo v = £.

Eine Kontraktion R in (X, @) liefert eine kanonische holo-
morphe Abbildung ¢ | X' — X/R und eine holomorphe Abbildung
®/R | X/R — V.3 Jeder holomorphen Abbildung f|X — Z ist
eine maximale Kontraktion R, zugeordnet, {iber die sich f nach
X/R, fortsetzen 1Bt (zwei {ibereinanderliegende Nichtverzwei-
gungspunkte werden identifiziert, wenn f o @~ in ihnen gleiche
Keime hat). — (X, @), sei die Vereinigung der Gebiete (X, @,) in
bezug auf (X, @) und Abbildungen o; | X — X,. Ferner sei
f | X — Z iber g; fortsetzbar nach (X}, @,) fir jeden Index 7.
Dann ist £ iiber ¢ fortsetzbar nach (X, @).

Man erhilt einen wniversellen Bereich (X*, @*) iiber ¥ von
holomorphen Abbildungen in einen komplexen Raum Z aus
cinem Bereich (X, @), der aus allen Paaren von Uberlagerungen
von Teilgebieten aus ¥ und ihren holomorphen Abbildungen in Z
besteht, und den man nach seiner universellen Abbildung in Z
maximal kontrahiert.

Jede Zusammenhangskomponente (G, @,) von (X*, @*) heilt
Holomorphiegebiet;* (G,, ®,) ist das (groBte) Existenzgebiet ciner

1 Vgl etwa H. Grauertund R. Remmert[7). § 1.

2 Siehe FuBnote 3 S. 12.

3 Die Kontraktionen des Bereiches (X, @) mit abzililbarer Topologie ent-
sprechen genau den spurpunkttreuen (normalen) analytischen Zerlegungen
in X. Siehe dazu K. Stein [11], § 4. Man benétigt cinen Satz von R. Rem-
mert {10].

* (UGy, @) heit UHolomorphiegebiet (siche FuBnote 6 S.12); in der
klassischen Theorie wurden nur solche (,,unverzweigten‘) Holomorphiegebicte
betrachtet.
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holomorphen Abbildung fin Z. Ist f eine holomorphe Abbildung
cines Gebietes (X, @) Giber ¥ und laBt sich f tiber ¢; in ein Gebiet
(X, @) fortsetzen, dann ist (X, @), ein Zwischengebiet von
(X, @) und (G, D))

2.2. Ein Gebiet (X, @) {iber YV heillt Holomorphiehiille (X, D)
einer Familic F von holomorphen Abbildungen von (X, @) in
einen komplexen Raum Z,' wenn folgendes gilt:?

I. Es gibt eine Abbildung ¢|X — X, iber dic sich jedes
Element von F nach X fortsetzen 148t.

I1. Ist (X', @) ein Gebiet mit einer Abbildung ¢' | X — X7, so
daB3 sich jedes Element von F uber ¢’ o0 nach X’ fort-
setzen 1aBt, dann ist o bijektiv.

Satz 1: Zu jedem Gebiet (X, @) mit einer Familie F gibt es eine
cindeutig bestimmte Holomorphichiille (X, @), (auch ¢ ist ein-
deutig bestimmt).?

Man konstruiert (X, @), als Durchschnitt der Holomorphie-
gebiete der Elemente aus F (siehe 1.3. und 2.1.). — Zwei Holo-
morphiehiillen miissen identisch sein mit ihrer Vereinigung nach
Axiom II, da sich alle Elemente aus F in diese Vereinigung fort-
setzen lassen (2. 1.).

Es 14Bt sich also von der Holomorphiehiille &, (X, @) zu
(X, @) und F sprechen. Fir ein Holomorphiegebiet (G, @) gilt
D¢ (G @f) = (G4, Py), wenn F die Funktion f enthilt. Die
Hiillenbildung ist involutorisch.

Die Abbildung ¢ von (X, @) in die Holomorphichiille &, ist
genau dann injektiv,¢® wenn sich in X {bereinanderliegende

! Die Beschrankung auf einen Wertebereich ist nicht notwendig.

2 Siehe FuBnote 3 S. 12.

3 Entgegen den Verhilltnissen im klassischen unverzweigten Fall 1st die
Hiille (X, @) i.a. von der Abbildung @ des komplexen Raumes A” ab-
hingig; so findet sich bei H. Grauert und R. Remmert [7] das Beispiel
cines Holomorphiegebietes (G, @) iiber dem €7, 72 > 3, mit der Eigenschaft,
daB bei einer geeigneten holomorphen Abbildung @ das Gebiet ((;/, @) uber
dem C? nicht mehr mit seiner Holomorphiehiille (in bezug auf alle holomorphen
Funktionen) iibereinstimmt (Das Analogon zum Fortsetzungssatz von unver-
zweigten Etalierungen in die Holomorphiehiille gilt nicht). Untersuchungen
hieriiber sollen in einer spiiteren Arbeit verdffentlicht werden.

* Siehe FuBinote 2 S. 11.
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Nichtverzweigungspunkte stets durch die Keime einer Funktion
aus F trennen lassen (/\ R, = 1).
SEF

2.3. Durch dieselben Axiome wie in 2. 2. 148t sich jedem unver-
zweigten Gebiet (X, @) eine cindeutig bestimmte unverzweigte
Holomorphiehiille /7 (X, @) zuordnen. In sinngemiBer Abinde-
rung ergibt sich dann Satz 1 fir A, indem man nur die Ver-
zweigungspunkte aus der Betrachtung ausschlief3t.

Jedem verzweigten Gebiet (X, @) ist sein unverzweigter offener
Unterraum U X! zugeordnet. Wir bezeichnen mit UF die auf UX
beschriankte Familie F holomorpher Abbildungen von X. Dann
gilt allgemein:

UHe (X, D) = Hyy(UX, D).

§ 3. Holomorphiehiillen

zu Familien holomorpher komplexwertiger Funktionen

3.1. Es seien (X, @) ein Gebiet tiber dem komplexen Raum ¥
und F eine Familie von holomorphen Funktionen auf X. Ferner
sei die kanonische Abbildung ¢ in die Holomorphichiille zu I
injektiv.? Zu jedem vorgegebenen Punkt x & X kann man dann
durch geeignete Linearkombination von Elementen aus F eine
holomorphe Funktion auf X finden, die das Verzweigungsverhal-
ten von X in der Umgebung von x beschreibt. (Es gilt sogar,
wenn F alle endlichen Linearkombinationen seiner Elemente ent-
hilt: o ist genau dann injektiv, wenn gilt: ,/e—Fr R, =1.) Falls V

und damit X eine abzidhlbare Basis besitzt, kann man unend-
liche Linearkombinationen herstellen; dann ist X" sogar ein Teil
gebiet eines Holomorphiegebietes.

3.2. Es sei (X, @) die Holomorphichiille zu irgendeiner Familie
F auf einem Gebiet iiber dem C». Dann ist U.Y holomorph-konvex.
Nach Abschnitt 2.3. stimmt (41X, &) nimlich mit der Hiille /7
zur Familie aller Funktionen auf WX iiberein. Daher ist (LY, @)

! Sieche FuBnote 6 S. 12.
2 Siehe Fulnote 2 S. t1.
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ein llHolomorphiegebiet:2 und somit nach einem bekannten
Satz von K. Oxa® holomorph-konvex.

3.3. Es sei (X, @) ein unverzweigtes Gebiet tiber dem €™ und
F die Familic aller holomorphen Funktionen auf X. Dann gilt:

59F<Xr ¢) =HF(X’ (])),

d. h. mit der Hilllenbildung $; erhilt man die klassische Theorie.

Denn UH (X, @) = H; (X, D) ist holomorph-konvex (s. 0.),
somit muf3 die kanonische Abbildung von #,(X, @) in $; (X, D)
eigentlich und damit surjektiv sein.

3.4. Satz 2: Jedes holomorph-konvexe Gebiet (X, @) {iber dem
Cn ist ein Holomorphiegebiet.

Man vgl. hier FuBBnote 1 S. 11. Den letzten Teil des Beweises
zu Satz 2 kann man so erhalten: Jedes holomorph-konvexe
Gebiet (X, @) ist schwach-konvex, d. h. die kanonische Abbildung
in die Holomorphiehiille ist injektiv, und die holomorph-konvexe
Hiille einer kompakten Teilmenge von X gerdt nickt an den Rand
von (X, @). Die Randzone cines verzweigten Gebietes kann man
nicht mehr mit maximalen Polyzylindern definieren wie im
unverzweigten Fall; hier benutzt man zu ihrer Definition einen
pseudometrischen Raum von ausgezeichneten grobkonvexen Teil-
mengen aus X, der eine abzihlbare Basis besitzt. — Nach dem
klassischen Konstruktionsverfahren erhilt man eine Funktion,
deren Holomorphiegebiet das schwach-konvexe Gebiet (X, @) ist.

Satz 3: Jedes schwach-konvexe Gebiet {iber dem Cr ist ein
Holomorphiegebiet.

Es folgt nun unmittelbar, daf {iber dem €7 jedes W Holomorphie-
gebiet auch ein Holomorphiegebiet ist, und daf fiir eine beliebige
Holomorphiehiille( ¥, @) stets (U Y, @) ein Holomorphiegebiet ist.

! Siehe FuBnote 4 S. 14.
* Siehe H. Cartan [5], Exp. VIII, Cor. 2 du th. 5.
¥ Vgl. K. Oka [9] (1953).
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