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Uber algebroide und algebromorphe Funktionen

Von Josef Lense in Miinchen

Vorgelegt am 5. Oktober 1956

§1

In einer Arbeit Uber das Dreikorperproblem fihrt Herr
R. Verni¢! den Begriff der algebromorphen Funktionen ein und
streift dabei die Frage nach ihrer Beziehung zu den algebroiden
Funktionen. Da die Abhandlung verschiedene Unklarheiten ent-
halt, soll im folgenden darauf eingegangen werden. Der Verfas-
ser nennt (V. S.101, Def. II) eine mehrdeutige Funktion der
komplexen Verdnderlichen z algebromorph, wenn sie im End-
lichen héchstens endlich viele algebraische Singularititen und
sonst keine singuldren Stellen hat. Der Punkt co kann also Hiu-
fungspunkt solcher singuliaren Punkte sein. Durch eine passende
Parallelverschiebung kann man erreichen, dal der Punkt o keine
singuldre Stelle ist. Bildet man den sogenannten Mittag-Leffler-
schen Stern, in dem man die z-Ebene durch gerade Linien auf-
schneidet, die von den Verzweigungspunkten ins Unendliche fiih-
ren und deren Fortsetzung iiber die Verzweigungspunkte nach
rickwirts durch den Punkt o gehen, so ist die Funktion in der
aufgeschnittenen Ebene eindeutig.

Nun wird auf S. 102 in Def. I1I die Grundalgebromorphe als
einfachste algebromorphe Funktion definiert, die vollstindig
durch die Angabe ihrer Verzweigungspunkte z,, die p -blittrig
und vom Grade #, = o sein sollen, festgelegt ist. Diese Definition
ist keine mathematische Definition, denn was heif3t die einfachste
Funktion dieser Art? Ferner kénnen tber einem Punkt z, meh-
rere Verzweigungspunkte, ja sogar unendlich viele liegen, falls
die zugehorige Riemannsche Flache unendlich viele Blitter hat.
Die Angabe ist also bei weitem nicht vollstindig. Es ist daher

! R. Vernié, Diskussion der Sundmannschen Lésung des Dreikérperpro-
blems, Zagreb 1934. Dieses Buch wird im folgenden kurz mit V. bezeichnet,
Def. soll Definition bedeuten.
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238 Josef Lense

auch unméglich, aus dieser Definition die im Theorem 19 fir
diese Funktion aufgestellte Fundamentalformel zu beweisen, ab-
gesehen davon, daB hier wieder eine neue Voraussetzung gemacht
wird, da3 namlich die p, ein beschrinktes kleinstes gemeinsames
Vielfaches p haben sollen. Man wird daher besser diese Funda-
mentalformel als Definition der Grundalgebromorphen verwen-
den. Dann ist aber der darauffolgende Beweis fur die Konvergenz
des in der Fundamentalformel auftretenden unendlichen Produk-
tes unndtig. Denn die Konvergenz 1Bt sich leicht aus der Weier-
straf3schen Produktentwicklung fiir die ganzen Funktionen? er-
schliefen, etwa in folgender Weise:
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wobei die ganzen Zahlen z, und p, zueinander teilerfremd sein
sollen, p,>> o und p das kleinste gemeinsame Vielfache der Nen-
ner p, ist. Die Folge der Punkte 2, soll einen einzigen Hiaufungs-
punkt, namlich den Punkt co besitzen. Ferner sei

)
wobel die positiven ganzen Zahlen £, so zu wihlen sind, daf}
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fur alle z absolut konvergiert. Die Behauptung ist: Unter diesen
Voraussetzungen konvergiert das Produkt im Sinn der Weier-
straBschen Produktentwicklung.

Zum Beweis bilden wir %? und bringen alle «, auf ihren ge-

Es sei

l)

&= 3 1(
1
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. . b -
meinsamen Nenner p, also a, = 7”, wobei die 4, ganze Zahlen
sind. Damit ergibt sich

Al

2 Siehe z. B. L. Biecberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie I, S. 288
bis 289, B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1921.
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Wir sondern nun jene z,, bei denen die 4, positiv sind, Von den-
Jenlgcn bei welchen die 4, negativ sind. Jene seien mit 2, diese
mit z. bezeichnet, die zugehdrigen 4, mit b, bzw. — b,,, ebenso
die entsprechenden ¢, und 4, mit 57@ und ,é bzw. ¢, und £
Weil

ist, konvergiert

absolut, infolgedessen konvergieren auch die Teilsummen

g8 o
s&'(,)ﬁ’ und jb(_)
70 o Zg

dieser Summe absolut. Damit steht nach der Weierstral3schen
Produktentwicklung fiir die ganzen Funktionen die Konvergenz

der Produkte
A 2 12
) c’io(”] ° und I I [(1 - —) e"ﬂ(“)] B

m{(—=

fest. Der Quotient dieser beiden Produkte ist aber gerade w?,
womit zugleich Korollar 16 (V. S. 106) und Theorem 20 (V. S.107)
bewiesen sind. In diesem sollte es natlirlich heien Grund-
algebromorphe statt algebromorphe Funktion.

Wir wollen noch die Riemannsche Flache dieser Grundalgebro-
morphen z herstellen. w? ist eine eindeutige meromorphe Funk-
tion. Wenn wir die p-te Wurzel ziehen, erhalten wir die p Zweige

2kmy

w, = wWye 2 (,é:o, ],2,...,?——1;.

Wir Uberlagern die z-Ebene mit p Blittern, breiten «w, auf dem

Blatte mit der Nummer £ aus, und schneiden simtliche Blitter

durch Schnitte auf, die einander nicht treffen und die Punkte 2z,

mit dem Punkt co verbinden. In einer Umgebung des Punktes

z, 1iB3t sich 2 nach Potenzen von #— z, entwickeln, und zwar er-
5

v
gibt sich eine Potenzreihe in z—-z,, multipliziert mit (z-—z,) 2 .

*
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240 Josef Lense

Beim Umlauf von z um 2, multipliziert sich der Zweig mit
25, i

¢ ? , wir kommen also in ein Blatt, dessen Nummer um
4, groBer ist, wobei die Nummer mod p zu nehmen ist. Nach p,
solchen Umléaufen sind wir dann wieder im Ausgangsblatt. Diese
, Blitter heften wir lings der Schnitte so zusammen, dal3 ein
Verzweigungspunkt von der Ordnung p, — 1 entsteht. Auf diese

?

Weise erhalten wir 5 derartige Verzweigungspunkte iiber dem
v

Punkt z,. Das ist fiir alle » == 1, 2, 3, ... zu machen.

§2

Der Begriff der algebroiden Funktionen wurde meines Erach-
tens zuerst von G.Remoundos? eingefithrt und wird so definiert:
eine algebroide Funktion w ist Losung einer im Korper der
meromorphen Funktionen irreduziblen algebraischen Gleichung,
deren Koeffizienten ganze bzw. meromorphe Funktionen von z
sind, wenn wir den Koeffizienten der héchsten Potenz von w in
dieser Gleichung gleich 1 voraussetzen. Mit ganz #hnlichen
Uberlegungen wie im Fall der algebraischen Funktionen, bei
denen die Koeffizienten der Gleichung rationale Funktionen von
z sind, stellt man fest,* daf3 die algebroiden Funktionen im End-
lichen héchstens algebraische Singularititen haben und daf3 um-
gekehrt eine n-wertige Funktion f(2) mit solchen Singulari-
titen eine algebroide ist. Der Unterschied zu den algebraischen
Funktionen besteht darin, daB diese auch im Unendlichen héch-
stens eine algebraische Singularitit besitzen, also in der ganzen
z-Ebene mit EinschluB des Punktes oo hochstens endlich viele
algebraische Singularititen haben, die Riemannsche Fliche dem-
nach geschlossen ist, wihrend bei den algebroiden Funktionen,
die nicht algebraisch sind, der Punkt co wesentlich singulire
Stelle und somit fiir die Riemannsche Fliche Randpunkt ist. Die
Diskriminante einer solchen algebroiden Funktion ist eine ganze
Funktion von 2.

3 G.Remoundos, C. r. Acad. sci. Paris 136, 953-955, (1903); Bull. Soc.
math. France 32, 44-50 (1904).
4 Siehe z. B. L. Bieberbach a.a. O, S. 222-227,
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Bildet man, wenn 7y, ws, . . ., w, die 7 Zweige der Funktion
/(2) in einem reguliaren Punkte sind,

7
H (’ZU - ZUl:) s
A=1

so sind die Koeffizienten symmetrische Funktionen der w,, also
eindeutige Funktionen von z. Da im Endlichen héchstens alge-
braische Singularititen vorhanden sind, kommen als singuldre
Stellen in diesen Koeffizienten im Endlichen héchstens Pole vor,
d. h. die Koeffizienten sind meromorphe Funktionen. f(z) geniigt
demnach einer algebraischen Gleichung #7-ten Grades mit mero-
morphen Koeffizienten oder, wenn wir die Koeffizienten als Quo-
tienten von ganzen Funktionen darstellen und mit dem gemein-
samen Nenner wegmultiplizieren, einer algebraischen Gleichung
mit ganzen Koeffizienten. Sie ist irreduzibel nach ganz dhnlichen
Uberlegungen wie bei den algebraischen Funktionen. Man hat
nur immer statt ganze rationale Funktion von z ganze Funktion
von z zu setzen.

GemiB diesen Erorterungen sind daher die algebroiden Funk-
tionen ein besonderer Fall der algebromorphen, nimlich die end-
lich vieldeutigen. Die Grundalgebromorphe ist dagegen ein be-
sonderer Fall der algebroiden Funktionen, namlich eine binomi-
sche Algebroide. Denn nach § 1 ist sie p-wertig und geniigt der
im Kérper der meromorphen Funktionen irreduziblen binomi-
schen Gleichung

p(2)w? —yp(e) = o,

wobel ¢ (z) und p (¢) ganze Funktionen sind. Der Satz in der
Anmerkung 11 bei V. 5.108, daB die algebromorphen Funktionen
des Satzes 20 Losungen vollstindig reduzibler binomischer alge-
braischer Gleichungen sind, ist demnach unverstindlich.

Um die Riemannsche Fliche einer algebroiden Funktion zu
konstruieren, schneidet man am besten die 7-blattrige z-Ebene
durch Schnitte auf, die einander nicht treffen und von den im
Endlichen gelegenen Verzweigungspunkten zum Punkt oo fith-
ren, und heftet die einzelnen Blitter 1ings dieser Schnitte so ein-

> Siche Fubn. 4.
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ander, wie es durch die iber jedem dieser Punkte liegenden Ver-
zweigungen vorgeschrieben ist.

Die Behauptung im Theorem 18 (V. S. 102), nach der das all-
gemeine Integral des Dreikoérperproblems eine algebromorphe
Funktion der Zeit ist, widerspricht dem Ergebnis von C. L. Sie-
gel,® daB in einer Umgebung eines Zeitpunktes, in dem die drei
Korper gleichzeitig zusammenstoen, Reihenentwicklungen nach
Potenzen der Zeit auftreten, unter denen solche mit irrationalen
Exponenten vorkommen, die Stelle somit im allgemeinen wesent-
lich singuldr ist.

Um eine algebromorphe Funktion herzustellen, die nicht alge-
broid ist, kann man z. B. so vorgehen: Wir {iberlagern die z-Ebene
mit unendlich vielen Blittern, wihlen auf ihr eine Punktfolge
z,, die nur einen einzigen Haufungspunkt, und zwar im Unend-
lichen besitzt, und schneiden die Bldtter durch Schnitte auf, die
einander nicht treffen und die Punkte 2, mit dem Punkt co ver-
binden. Dann heften wir das »-te Blatt mit dem (» 4+ 1)-ten so
zusammen, dal} iber dem Punkt 2z, diese beiden Blatter in einem
Verzweigungspunkt erster Ordnung zusammenhingen, wihrend
alle librigen Blitter glatt dariiber verlaufen. Das machen wir fir
alle v = 1, 2, 3,.... Nun konstruieren wir eine zu dieser Rie-
mannschen Fliche gehorige Funktion. Nach dem allgemeinen
Iixistenzsatz? ist eine solche Funktion immer vorhanden. Sie hat
die gewlinschten Eigenschaften.

5 C. L. Siegel, Der Dreierstol, Ann. of Math., II. Ser. 42, 127-108 (1941).

7 Siehe z. B. H. Behnke und F. Sommer, Theorie der analytischen Funk-
tionen einer komplexen Verinderlichen, S. 3566, Springer-Verlag, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1955.



