BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG

1956

MUNCHEN 1956

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C. H, Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



113

Uber Abbildungen dreidimensionaler in zweidimensionale

Mannigfaltigkeiten

Von Josef Weier in Fulda

Vorgelegt von Herrn Heinrich Tietze am 1. Juni 1956

Seien S, 7" Sphiren in einem Euklidischen Raume. Wenn S, 7°
gleichdimensional, f eine wesentliche Abbildung von S in 7 und
f' eine unwesentliche Abbildung von S in 7, so hat die Glei-
chung f(p) = f'(), p ein Punkt aus S, wenigstens eine Lésung.
Das folgt leicht aus bekannten Sdtzen iiber den Brouwerschen
Abbildungsgrad. Ist dim S <dim7, so gibt es keine wesent-
liche Abbildung von S auf 7.

Hieraufsei dimS = (dim 7°) + 1. Dann existierenfiir dimS > 2
wesentliche Abbildungen von § auf 7, wie Freudenthal® be-
wiesen hat; fiir dim .S < 2 existieren solche Abbildungen nicht.

Im besonderen gibt es also eine wesentliche Abbildung von S
auf 7 im Falle, dal dimS = (dim 7)) + 1 = 3. Und es gilt, dies
wird unter anderem im folgenden nachgewiesen: sind f eine we-
sentliche und f’ eine unwesentliche Abbildung von S in 7, so
hat die Gleichung f(p) = f/(p) wenigstens eine Losung.

Den letzten Satz werden wir in der vorliegenden Arbeit wie
folgt verschirfen: Sind P, Q endliche Euklidische Mannigfal-
tigkeiten in einem Euklidischen Raume,

dim P = (dim Q)+ 1 = 3,

g eine wesentliche Abbildung von P auf Q und g' eine nullhomo-
tope Abbildung von P in Q, so hat die Gleichung g(p) = ¢’ (p)
wenigstens eine Lisung. Dabel heille die Abbildung ¢! von 2 in
@ wesentlich, wenn jede zu g! homotope Abbildung g2 von 2 in
Q die Bezichung g?(7) = Q erfiillt; und es heifle g! nullhomotop,
wenn es einen Punkt ¢ in Q gibt, so daf3 die durch g3 (p) = gq,
# € P, bestimmte Abbildung g® von 2 in Q zu g! homotop ist.
! Compos. Math. 5 (1937).
8 Minchen Ak. Sb. 1956
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Ubrigens gilt der vorstehende Satz nicht fiir das Dimensions-
paar (3,2) und nicht nur in endlichen Euklidischen Mannigfaltig-
keiten. Hiertiber wird aber in dieser Arbeit nicht mehr gesprochen.

1. Reduktion des Problems. Sind A4, B Mengen und ist jedem
Punkt p aus A4 genau cin Punkt f(p) aus & zugeordnet, so wer-
den wir im folgenden mit f dic Menge der Punktpaare (p, f(p)),
wobei p die Menge 4 durchlaufe, bezeichnen. Fir zwei im glei-
chen Euklidischen Raum gelegene Punkte ¢ und 4 bedeute
o(a, b) den Euklidischen Abstand dieser Punkte. Bis zum
Schiup der Arbeit seien wie oben P und Q endliche Euklidische
Mannigfaltigheiten in einem Euklidischen Rawme mit dim P =
(dim Q) +1 = 3.

Auf Satz 3, der sich im vierten Abschnitt bewiesen findet, wol-
len wir folgendes schon eingangs ausgesprochene Theorem zu-
riickfithren. Sind £ eine wesentliche Abbildung von 2 auf Q und /'
eine nullhomotope Abbildung von £ in Q, so hat die Gleichung
F(p) = f'(p) wenigstens eine Losung.

Bewers. — Es gibt cinen Punkt ¢ in @ und von 7 stetig abhin-
gende stetige Abbildungen g%, o <1 < 1, von 2 in @, so dal
g% = f'und gl(p) = ¢ fir alle Punkte p aus 7.

Nach Satz 3 gibt es eine positive Zahl ¢ mit der Eigenschaft:
sind %, /' stetige Abbildungen von 2 in Q und ist % (p) &= 2" (p)
fiir alle Punkte p aus P, so existiert eine zu 4’ homotope Abbil-
dung 4" von P in Q derart, daB p(%(p), #''(p)) >a fir p & P.

Hierauf bezeichne f eine positive Zahl derart, dall in allen
(#, 11, Ty) mit p & P und |7, — 1,] << die Ungleichung

o(g™(p), g™ (1) < u

gilt. Seien ferner o= f; <ff, <{... < f, =1 Zahlen mit
|B;:~—B;i1 | << f fur alle 7.

Wir machen die Annahme, es sei f(p) =F f'(p) in allen Punkten
p aus P.

Dann folgt aus der Eklirung von a die Existenz einer zu f
homotopen Abbildung /1, so dal3

e(f1(p) F1(p)) > «
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fiir p € P. Wegen |B, — Bal < B ist f1(p) & g™ (p) in allen Punk-
ten p aus P.

Eine erneute Anwendung von Satz 3 liefert eine zu f homo-
tope Abbildung f2, so daf3

o (f2(p), £7()) >«

fr p € P. Wegen | B, — f5) < B ist f%(p) == g% (p) in den Punk-
ten p € P.

So fortfahrend ergibt sich nach s — 1 Schritten eine zu f
homotope Abbildung fm=1 derart, daf} in allen Punkten p & P
die Ungleichung

S2Hp) =+ g (p)

gilt. Wegen B, =1 und g'(p) =¢, p € P, ist fm7Y(p) == ¢ in
allen Punkten p aus 2. Die Abbildung f»~1 ist also unwesentlich.
Da fm=1 und f zueinander homotop, ist f»~1 wesentlich; ein Wi-
derspruch.

Mithin besitzt die Gleichung f(p)=f'(p) wenigstens eine Losung.

2. Kompakte Sternmetrik. Sind @, cine simpliziale Zerlegung
von , ¢ ein Eckpunkt von @; und Y die Menge aller Punkte p
aus @, deren Trigersimplex den Punkt ¢ zum Eckpunkt hat, so
heiBe Yein ,,Eckpunktstern® von Q,. Sei Z eine offene zweidimen-
sionale Vollkugel im zweidimensionalen Euklidischen Raum.
Dann ist ¥ eine in Q offene Menge, und es gibt eine topologische
Abbildung #von YVauf Zmit (¥ —Y) = Z — Z.

Seien Yy, ..., VY, die Eckpunktsterne von @; und ¢, fur 7 = 1,
.., m eine topologische Abbildung von ¥, auf Z mit #,(¥;,— V)
= Z —Z. Sind 7 eine der Zahlen 1, . . ., s und p,, p» Punkte aus

Y;, so bezeichnen wir die Zahl

0 (t (#v), t(Pz))
auch mit g;(py, pa).

Die so bestimmte Bedeutung von Qy, V,, Z, t,, 0; und m bleibe
bis zum Schiuf der Arbeit.

Satz 1. — Sei a eine positive Zahl. Dann gibt es eine positive
Zahl B mit der Eigenschaft: fiir jedes (py, po, 1), wobei i eine der
Zahlen 1, . .., wm bezeichnet und Dy po Punkte aus V; sind, folgt
aus o(py, p2) > a die Ungleichung p,(py, ps) > B.

8*
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Beweis. — Wir wollen die Annahme machen, zu jeder positiven
Zahl y wiirden eine Zahl 7 und in ¥, zwei Punkte p,, p, existieren,
so daB gleichzeitig

0(p1y o) > a und g;(py, pa) <.

Dann existieren Punkte pf, i=1,2, k=1,2,..., aus P mit
den Eigenschaften: zu jeder nattirlichen Zahl £ gibt es unter den
Zahlen 1, ..., m eine Zahl £(£) derart, daB erstens p% 2% in

Y, liegen und zweitens gleichzeitig

0 (#1, p%) >a und g (45, p5) < 1/4
gilt.

Unter den Zahlen 1, ..., s ist wenigstens eine, sie heille 7,
derart, da3 {(4#) = ;7 fir unendlich viele 4. Es gibt also Punkte
gt i=1,2,k=1,2,...,in V., so daB fir alle Zahlen £ gleich-
zeltig

0(gh, ¢5) >a und g (gl ¢5)<< 1/k.

Die Menge )7:, ist kompakt, mithin:

Es gibt Punkte 7,7f, 7 =1,2, #=1,2,..., in ¥, mit den
Eigenschaften: fiir alle Zahlen £ ist gleichzeitig o(#%, 7%) >a
und ,(71, 75) < 1/#; die Punkte »f, £ =1, 2, .. ., konvergieren
gegen 7.

Die Beziehungen lim #f = lim#% = » widersprechen der fiir
alle 4 geltenden Beziehung o (7, 72) > a.
Ebenso wie Satz 1 beweist man:

Satz 2. — Sei a eine positive Zahl. Dann gibt es eine positive
Zahl § mit der Eigenschaft: fiir jedes (pq, po, 7), wobei i etne der
Zahlen 1, . .., mund py, py Punkte aus Y, folgt aus (0,(p1, ps) >a,
dafi e (pu £2) > B-

3. Hilfssitze. Die Uberlegungen dieses Abschnittes, denen
keine selbstindige Bedeutung zukommt, beschiftigen sich mit
folgender Frage. Es seien f/, f stetige Abbildungen von 2 in Q
und f(p) == f'(p) in allen Punkten p aus P, ferner a die untere
Grenze aller Zahlen o(f(9), f'(p)), p cin Punkt aus 2. Ist es mog-
lich, die Zahl «, die wegen der Kompaktheit von 7 positiv, durch
Deformation der Abbildung /' zu vergréfern ?
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Hilfssatz 1. — Seien Py etne simpliziale Zerlegung von P, A ein
Simplex aus Py, U eine in P offene Menge O A, € eine positive
Zahl und j eine dev Zakhlen 1, . . ., m. Seien f, f' stetige Abbildun-

genvon Pin Q, f(p) == f'(p) fiir alle p, weiter
fA&)C Y,
Sferner in jedem Punkt p aus A — A entweder f'( p) EE Y, oder

ey, und o;(f(0), /() >e.

Dann lift sich f' unter Festhaltung aunf P— U in eine Abbil-
dung [ deformieren, die die Eigenschaften hat: in jedem
Punkt p aus A ist entweder f'' (p) EF Y; oder

'@ EY und o(f(p), f(p) >e,

in allen Punkten p aus P ist f(p) == f"(p).

Beweis. — Seien V die Menge aller Punkte p aus Umit /' ()& Y
und 7 die Menge aller Punkte p aus 4, fir die gleichzeitig

F(p) &Y, und o(f(p), f'(p) <e.

Wenn eine der beiden Mengen V und B leer, so ist nichts weiter
zu beweisen. Nun seien V' %= ound B == o.

Die Menge V' ist in P offen. Ist nimlich p ein Punkt aus U mit
J'(p) € Y}, s0gibtes eine Umgebung von p derart, daB /' (p") € ¥;
sogar fiir alle Punkte " aus dieser Umgebung.

Zum Beweis, dal in allen Punkten p der abgeschlossenen
Menge B . (V — V) die Beziehung

f(pE ¥,—Y, (M

gilt, bezeichne ¢ einen bestimmten Punkt aus der letzteren Menge.
Da o;(f (), f' ()) < ein allen Punkten p aus B und f wie f' stetig
sind, ist o.(f(p), /' (p)) < e sogar fiir p € 5, im besonderen

2;(flg), f'(9)) <=

Wenn erstens ¢ & A — A, so ergeben die Voraussetzungen und
die letzte Ungleichung, daBl f(9) E.E V.. Andererseits liegen in
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jeder beliebigen Nihe von ¢ Punkte p aus 2 mit /' (p) & V. Also
ist f'(¢) € Y, — Y, Zweitens sei ¢ & A. Hier ist die Beziehung
fey,; mcht moglich, weil 4 C U und mithin ¢ & V' aus
fi(g) € Y folgte; obschon doch ¢ €= V. Also ist /() €=
woraus 51ch wie im ersten Falle f'(¢) &€ Y — Y ergibt. W(‘(T(,n
B C A erschopfen die beiden besprochenen Féillo alle Méglich-
keiten.

Seinun A(p) = o(p, V—"0)[(0(p, V—V)+0(p, B)) in allen
Punkten p der Menge ¥ — B - (V' — 7). Dann bildet 1 die letz-
tere Menge derart stetig in das abgeschlossene Intervall zwischen
ound 1 ab, daB A(p) =o fir p € (V—V)— B und A(p) =1
firp € B—(V—1).

Die Bedeutung von Z und 7 ist schon zu Anfang des zweiten
Abschnittes erklirt worden. er wollen, wenn a == b irgend
Punkte aus 7] und ¢ eine Zahl >0 bezeichnen, den Punkt
gla, b, ) wie folgt bestimmen. Es bedeute ¢ die Projektion von

¢(6) auf Z — Z aus ¢,(a). Wenn & > o(4(8), ©), so sei

g(a, 6, 8) = ()71 (o).

Sonst bedeute 4 denjenigen Punkt auf der Strecke zwischen
#;(6) und ¢, der von 7 (4) den Abstand  hat; und es sei

g(a,6,0) = (#)(d).

Dann ist o; (17 gla, b,0) = falls £ < Q(f (4, 5)

Fiir p € V sind die Punkte f(p) & f'(p) in ¥, gelegen. Daher
wird jedem Punkt p aus I eindeutig eine Zahl ,u(p) zugeordnet
durch die Festsetzung:

gUf ), f1(0) 1) € ¥;~— ¥, (2)

fiir jede Zahl v mit o < v < u(p) liegt der Punkt g(f(p), /' (#), 7)
in V. Die Abbildung pu ist stetig.

er wollen eine eindeutige Abbildung % von V in Y definieren.
Zu diesem Zweck setzen wir

w(p) = g(f(0). 1/ (8), Mp)u(p)) fix p € V—B-(V—7V)
und 4(p) = f'(p) fiir alle {ibrigen Punkte p aus V.
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Fiir einen Nachweis der Stetigkeit von /4 geniigt es, die Stetig-
keit von /% in den Punkten der Menge 5 - (V' — V) zu priifen:
Bezeichnet p cinen Punkt aus der letzteren Menge, so ist f/(p) €
Y,— ¥, nach (1), daher

g(f(p), F1(p), ) = f'(p) fiir alle Zahlen 7 >o.

Und hieraus folgt bereits die Behauptung. B
Zum Beweis, daf3 in allen Punkten p der Menge V' — I/ die
Abbildungen % und f' die Gleichung

hp) =7 (#) (3)

erfiillen, sei zunichst p € (V' — V) — B. Dann ist A(p) = o und
also die Behauptung richtig. Wenn p nicht in (¥ — V) — &
liegt, so ist 2(p) = f'(p) nach der Erklirung von 4.

In allen (p, 7,) fiir die p ein Punkt aus ¥ und 7 eine Zahl > o,
gilt die Ungleichung

o (D), g(f(2), F1(9), D] = 0, (f(2), /' (#))-
Somit ist
0, (F(p), 2(p)) = 0;(F (), /' (p)) 4)

in allen p € V.

Dic durch f'(p) =F'(p), p € P—V, und f'(p) = h(p),
P € V, festgelegte Abbildung /' von P in Q besitzt die im Hilfs-
satz verlangten Eigenschaften:

Wegen (3) ist /' stetig. Wegen £(p) == f'(p), p & U, und (4)
ist f(p)==f""(p) firr p € U. Vermdge

g, '), 7), 0o <7 < A(p) u(p),

146t sich /' unter Festhaltung auf 2 — U in f'' deformieren. Zum
Nachweis, dafl in allen Punkten p aus 4 entweder f"/(p) E!E Y,
oder /' (p) € ¥, und 0,(f(p), /"' (#)) >, sei der Punkt g € 4
erstens in A — B gelegen. Dann ist der Erklirung von 5B zufolge
nicht glolchzcmcr S (@) € Y, und 0,(f(g), F'(g) <e Wenn
(@) €= Yysoist g €2V, dahcrf”(?) =/"(g).- Wenn f'(g) € Y,

so ist g; \f(g) /'(9)) > &, nach (4) daher erst recht g,(f(g), f”(g))
> &. Zweitens sei ¢ & B. Dann ist A(¢) = 1, daher f''(g) =

h(q) = g (f(9), /' (g), n(g)), wegen (2) alsOf”@ e ¥,— v,
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Der obige Hilfssatz ist damit bewiesen. Eine wiederholte An-
wendung dieses Hilfssatzes ergibt:

Hilfssatz 2. — Seien Py etne simpliziale Zerlegung van P, C etne
der Zaklen 1, 2, 3 und A, . . ., A, die {-Simplexe von Py, ferner
€ eine positive Zakl. Fiir i = 1, . . ., a beseichne j(2) eine natiir-
liche Zakhl zwischen 1 und . Weiter seien f, f' stetige Abbildun-
gen von P in Q, f(p) = f'(p) in allen Punkten p aus P und

FA) C Yy

fiir alle i. In allen (p, i) mit p & A,— A, und i = 1, ..., a sei
entweder ' (p) E[E Y.y oder

S B)E Yy und 50 (/(0) S () >e.

Dann gibt es eine zu f' homotope Abbildung f'' von P in Q, die
die Eigenschaften hat . in allen (p, ©) mitp & A;undi = 1,.. ., a
ist entweder f''(p) Eé} V. oder

F10)E Vi und g (FB) 1 () >
in allen Punkten p aus P ist f(p) == f'"(p).

4. Das reduzierte Theorem. Im ersten Abschnitt haben wir
von einem Satz Gebrauch gemacht, dessen Gilltigkeit wesent-
lich auf der Kompaktheit von 2 und Q beruht:

Satz 3. — Es gibt eine positive Zahl a mit der Figenschaft.
sind f, f' stetige Abbildungen von P in Q und ist f(p) = f'(p)
Jir alle Punkte p aus P, so existiert eine zu f' homotope Abbil-
dung f'" von P in Q devart, dafi o (f(p), f'' (p)) > a fiir p & P.

Beweis. — Die Eckpunktsterne von Q haben wir V3, ..., ¥, ge-
nannt. Sei o eine positive Zahl, so dal} jeder Punkt p aus Q die
beiden Beziehungen

pE Y, und o(p, Y, — V) >zo (1)

fir wenigstens eine Zahl 7 erfillt.
Bezeichne a® den halben Durchmesser von Q. Nach Satz 1
gibt es eine positive Zahl ¢! mit der Eigenschaft: sind p,, p,
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Punkte aus Q und 7 eine der Zahlen 1, . . ., 72 derart, dafi p; € ¥V,
und p, € Y, sowie p(py, pp) > a® so ist

0:(p1s p2) > ' (2)
Weiter gibt es Satz 2 zufolge eine positive Zahl o* < w, liber die
gilt: sind gy, po Punkte aus Q und 7 eine der Zahlen 1, ..., 7,
ferner py € Yy, po € Y, und ,(py, p2) > ay, s0 ist

o(p1, p2) > . (3)

Wie a?, ¢? bestimmen wir die Zahlen a® und a?.

Nach Satz 1 gibt es eine positive Zahl «® mit der Eigenschaft:
sind gy, #s Punkte aus @, 7eine der Zahlen 1, ..., mz, fernerp, €V,
Po & Y,und o(pq, po) > a?, so ist

0;(p1, po) > . (4)

Eine Anwendung von Satz 2 liefert eine positive Zahl at < o,
tiber die gilt: fur alle (py, g, 7), wobel wieder 7 eine ganze Zahl
mit 1 <7 < m und py, p, Punkte aus ¥V, folgt aus g, (p,, p,) >a®
die Ungleichung

0(p1, p2) > dt. (5)

Wir wollen noch ein drittes Mal die Sitze 1 und 2 anwenden.
Nach Satz 1 gibt es eine positive Zahl o5, so daB gilt: aus
P E Yipy € V,und () folgt

0;(P1, p2) >0, (6)

Es existiert Satz 2 zufolge eine positive Zahl a® << mit der
Eigenschaft: aus p, & ¥}, p, € ¥, und (6) folgt

0 (P, ps) >ab. €]

Sei a® die oben in Rede stehende Zahl a.

Hierauf bezeichne P eine simpliziale Zerlegung von 2, so dal3
fiir jedes Simplex 4 aus 2 die Menge f(A4) einen Durchmesser
<o hat. Dann erfiillt jedes Simplex A4 aus P, die Bezichungen

fA) C Y, und p(f(A), V,— V) >o (8)

fiir wenigstens eine Zahl 7.
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Wie man leicht bestitigt, kann man annehmen, die Abbildun-
gen fund f erfillten die Ungleichung

o(F(2), f'(8)) > ©)

in jedem Eckpunkt p von 7.
Sind By, ..., By die 1-Simplexe von 7, so gibt es zu jeder
der Zahlen7 = 1, . . ., f eine Zahl &(¢) derart, daB3

S(B) C Y,y und o(f(B)), 175(»_ Vo) >o. (10)

Wegen (2) und (9) ist fiir jeden Punkt p aus 5,-— B, entweder
F(p) e= Y, oder
@) € Vi uwnd 0.y (/(2), f'(2)) > ot

Nach Hilfssatz 2 gibt es daher eine zu /' homotope Abbildung f*
von 2 in Q mit den Eigenschaften: in allen (p,7) mit p © B, und
i=1,... fiist entweder f}(p) €= Y, oder

F1p) € Yoy und 0,4, (f(2), F1(8)) > (1)

in allen Punkten p aus P ist £(p) == f1(p).
Zum Beweis, dafl die Abbildungen fund f*in allen Punkten p
der Menge Z B; die Ungleichung

o(f(p), /1 (p)) > a? (12)

erfiillen, bezeichne j eine der Zahlen 1, . . ., mund ¢ & Ej erstens
einen Punkt mit f1(g) = ¥, (. Dann ist, da (10) zufolge f(g)
in Y, liegt und von Y, ,— Y, einen Abstand > hat,
die Entfernung o(#(¢), /'(¢)) > o, wegen o >a? also o(f(g),
FUg) >a® Wenn zweitens f*(q) € Y, so folgt o(f(g),

F1(g)) > a? aus (3) und (1),
Sind C, .. ., €, die 2-Simplexe von /7, so gibt es zu jeder der

Zahlen 7 = 1, ..., y eine Zahl {(7) derart, dal
f(C) C Yy und o(f(C), Yy — Vi) >0,
Wegen (4) und (12) ist fiir jeden Punkt p aus C; — C; entweder
SHp) €EE Y,y oder
S1B) € Yoy und e (F(2), S1(p)) =
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Nach Hilfssatz 2 gibt es daher eine zu f' homotope Abbildung
f2von P in Q mit den Eigenschaften: in allen (p, 7) mit p € C;
und 7 = 1, ..., y ist entweder f2(p) E!E Yc(,-) oder

FHp) € Ve und 0p5 (£ (), f2(8)) >
in allen Punkten p aus P ist f(p) == f2(p). Somit folgt
o(F(), 1*(p)) >, p € EC,, (13)
aus ot <o und (5).

Sind Dy, . . ., Dy die 3-Simplexe von /7, so gibt es zu jeder der
Zahlen 7 = 1, ..., d eine Zahl n(?) derart, daf3

F(D) C Yy und 0(F(D), YVyo— Vyey) >0

Wegen (6) und (13) ist fiir jeden Punkt p aus D; — D, entweder
F2P) € Vi oder

fz(p) S Yr](i) und er(l')(f(]))’ fz@» >a5'

Nach Hilfssatz 2 gibt es daher eine zu /' homotope Abbildung
S*=f" von P in Q mit den Eigenschaften: in allen (p, 7) mit
p € D;und 7 =1,... 0 ist entweder f3(p) EIE Y, @ oder

ﬁ(ﬁ) S YTI(") und Qn(i)(f(p)’ fs(p» >a’;

in allen Punkten p aus P ist /(p) == /2(p).
Wegen a® < und (7) ist also o (f(p), /2 ()) > af fiir p € XD,

Da a = a® und P = 20, ist damit Satz 3 bewiesen.



