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62 »  Hans J. Stetter

§ 1. Das Wechselwirkungsproblem in linearisierter
Uberschallstrémung

1.1 Formulierung des Problems

Unter einem ,, Wechselwirkungsproblem'* wird im folgenden
das Problem der Berechnung der Gasstromung um eine Rumpf-
Tragfligel-Kombination verstanden. Es handelt sich dabei um
die folgende Aufgabenstellung:

Gegeben: a) eine Rumpf-Tragfligel-Kombination £ (Fig. 1)
b) eine Gasstrémung
¢) die Lage des Kérpers a) in der Stromung b).

Gesucht: Das Stréomungsfeld um X, insbesondere die auftreten-
den aerodynamischen Krifte (Auftrieb, Widerstand).
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Behandelt wird das Problem hier nur fiir cine Uberschall-
strémung und unter Voraussetzungen, die cine /inearisierte Be-
handlung gestatten?:

1 Eine Darstellung der Theorie der linearisierten Uberschallstromung findet
sich z. B. in [1].
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Der schlanke Flugkérper liegt so in einer parallelen Uberschall-
stromung, dal3 diese nur unter Zlesnen Winkeln auf seine Ober-
flache auftrifft.

Zur mathematischen Formulierung wird in den Flugkérper
ein rechtwinkliges, kartesisches Koordinatensystem gemaf Fig. 1
gelegt und durch die Prandtlsche Affintransformation® die Mach-
zahl My der Grundstrémung zu }/2 normiert. Es ist dann das
Potential @ einer Stérstrémung so zu bestimmen, dal3 deren
Normalkomponenten tiberall auf der Oberfliche von X die Nor-
malkomponenten der Grundstdmung kompensieren, so daB die
Gesamtstromung tangential zur Oberfliche von X verlduft.

Nach Vorgabe von K und des Vektors v, der Grundstrémung
im auf K bezogenen Koordinatensystem der Fig. 1 ist also eine
Loésung @ (x,v, z) der normierten, linearisierten Potentialgleichung
fir das Stoérstromungspotential®

(1'1> v(pF(pxx—(pyy__(p:: =0
zu berechnen, die der Anfangsbedingung
(1.2) p =0 fir x <o
und der Randbedingung
(1.3) :r%{ = — (g, 9y) auf der Oberfliche von K
(n,= Normale von X)

genligt.?

Abstromungsvorginge bleiben im folgenden unberiicksichtigt,
d. h. es wird nur bis zu den Fligelhinterkanten gerechnet.

Wegen der mit der Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer
solchen Anfangswert-Randwert-Aufgabe der Wellengleichung
zusammenhingenden Fragen sei z. B. auf [2] verwiesen.

1.2 Gegenwirtiger Stand der Losungsmethoden

Zur Lésung der in 1.1 formulierten Aufgabe fiir eine einiger-
maben allgemeine Gestalt von K hat Ferrari ein Iterationsver-
fahren entwickelt ([3]), das aber praktisch nie uber die ersten bei-
den Schritte hinaus durchgefiihrt wurde.

2 Vgl z. B.[1].
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Die beiden anderen wesentlichen Ldsungsverfahren von Mo-

rikawa ([4]) und Nielsen ([5]) machen folgende zusitzliche
Voraussetzungen beziiglich K:

a) Der Rumpf im Bereich der Fligel und die Tragfligel selbst
sind so beschaffen, dal im Rahmen der linearisierten Theorie
die Randbedingung (1.3) auf einem Drehzylinder, bzw. in
einer Ebene vorgeschrieben werden kann,

b) Die Tragfliigel haben reine Uberschallvorderkanten.

Zur Losung der so vereinfachten Aufgabe wird in [4] und [5]
die Laplace-Transformation herangezogen. Morikawa kann aber
nur fiir die Transformierte der Lésung eine Reihenentwicklung
nach Bessel-Funktionen angeben. Eine fir den Rechteckfliigel
mogliche niherungsweise Ricktransformation ist nur in einem
kleinen Bereich brauchbar. Auf das Nielsen-Verfahren wird in
§ 2 ndher eingegangen; man erhilt dabei fir die Losung eine
Fourier-Reihe, deren Konvergenz jedoch auch nur in einem
Teilbereich des Fliigels den praktischen Anforderungen genugt.

Durchgerechnet wurde mit den genannten Verfahren bis jetzt
anscheinend nur der Fall des Rechteckfliigels am fiktiv unend-
lich-langen Rumpf. Vergleiche mit experimentellen Daten (vgl.
[6]) zeigen dabei, daf} trotz der Linearisierung die Ergebnisse der
Rechnung mit den tatsdchlichen Druckverteilungen qualitativ
und quantitativ recht gut iibereinstimmen. So kommt einer wei-
teren Verbesserung der Methoden zur Lésung des linearisierten
Wechselwirkungsproblems auch praktische Bedeutung zu.

>

§ 2. Beschreibung und Kritik des Verfahrens nach Nielsen

2.1 Die Zerlegung des Problems

In ihrer grundlegenden Arbeit [7] setzen Lagerstrom und
Van Dyke das Potential ¢ von 1.1 aus drei Teilpotentialen addi-
tiv zusammen: ¢ ist das Stdrpotential fiir den Rumpf alleine;
¢ stellt auf den Fligeln die falschen Normalkomponenten von
@Y richtig, ohne den Rumpf zu beriicksichtigen; ¢ endlich soll
die falschen Normalkomponenten von ¢'® auf dem Rumpf kom-
pensieren, o4ne auf den Fliigeln neue Normalkomponenten ent-
stehen zu lassen.
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Demnach ist die Bestimmung von ¢ ein reines Rumpfpro-
blem und die von ¢® ein reines Fliigelproblem, wihrend fiir
¥ Randbedingungen auf Rumpf und Fliigeln vorgeschrieben
sind. Das Nielsen-Verfahren bezieht sich nur auf die Bestim-
mung von ¢{¥, die dafiir notwendige Kenntnis von ¢® und ¢®
wird vorausgesetzt.

Unter Benutzung der Voraussetzungen a) und b) von 1.2 er-
gibt sich dabel in einem Zylinderkoordinatensystem nach Fig. 2
die folgende Aufgabenstellung fiir ¢® im Bereich z > o:

(r0)

0:0,bzw.z-0

<y

Gesucht ist fiir z > o die Losung ¢ (x,7, ©) der Differential-
gleichung

1

(2'1) v(p = Prz ™ Pr»r __-71_..(,)1'—__7.—2 Poo = O

5 Miinchen Ak. Sb. 1956
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mit ‘
A) p =0 fir x <o
(2'2> (R1> P, (xr 1, @) :f(x’ @> fiir « g 0
%, 7,0) =0
(Ry) sk ) firx 2o, » =1

o (x,7,m) = 0O

Dabei ist #(x, @) die negative Normalableitung von ¢® auf dem
Rumpf (» = 1).

2.2 Die Bestimmung von (p(s) nach Nielsen

Nielsen entwickelt f(x, ©) in eine Fourier-Reihe beziglich 6,
wobei aus Symmetriegriinden nur die geraden cos-Glieder (mit
Koeffizienten f,, (x)) auftreten.

Setzt man entsprechend:

(2.3) o (x,7,0) = D @y, (x,7)cos 220,

n=0

so erhilt man fir die ¢, , (x, ») die Differentialgleichungen

(24> v(") [(p?.n] = <(p2 n)xx — ((pl n)rr—_;: ((pz n>r + 4;72“ ((p2 n> =0
mit den Anfangs- und Randbedingungen

(A) @y, = O fir x << o
/R> ((F\Zyz)r(x) 1) = ff.’n (x> fl.lr x g 0.

»

Damit ist die urspriingliche, dreidimensionale Aufgabe auf eine

Reihe von zweidimensionalen Aufgaben zuriickgefihrt.

Zur Lésung der Aufgaben (2.4)/(2.5) gibt Nielsen zwei Wege

an (vgl. [3]):

i. Belegung der Achse mit Quellfunktionen g,,(x) nach der Sin-
gularititenmethode (dhnlich wie bei Karman-Moore). Die ge-
suchten Potentiale stellen sich dann als Faltungsintegrale dar.
Dabei kann man die g,, nach Nielsen aus den f,, mit Hilfe
eines Satzes von speziellen Funktionen M, (x), deren Laplace-
Transformierte bekannt ist, durch ein Faltungsintegral be-
rechnen.

(2:5)
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2. Direkter Ansatz von Faltungsintegralen {liber die f,,(x); dabei

benétigt man als Integralkerne einen anderen Satz von speziel-
len Funktionen W, (x, 7).
Nielsen sieht jedoch einen Weg zur Berechnung dieser W, (x,7)
nur fiir » = 1, so dal} diese Methode bei ihm nur fir die Be-
stimmung der Druckwerte auf dem Rumpf benutzt werden
kann.

Die wesentliche Leistung Nielsens besteht in der numerischen

Berechnung der M,, (x)und W, (x, 1) furkleinezundo< x <4

(vgl. [5D).
2.3 Kritik am Nielsen-Verfahren in seiner bisherigen Form

a) Es fehlen Angaben dariiber, wie die Potentiale ¢ und ¢®
in einem allgemeineren Fall bestimmt werden sollen. Es han-
delt sich zwar dabei um reine Rumpf-, bzw. Fligelprobleme
(vgl. 2.1), doch bereitet insbesondere die Bestimmung der Nor-
malkomponenten von ¢* auf dem Rumpf zusitzliche Schwie-
rigkeiten, die bei normalen Fligelproblemen nicht auftreten.
Im § 3 dieser Arbeit wird deshalb die allgemeine Berechnung
von ¢® und seinen Ableitungen behandelt.

b) Die praktische Durchfithrung der Fourier-Analyse von f(x, ©)
wird fir o <Zx <1 durch auftretende Unstetigkeiten (Sprung-
stellen) behindert. Die Konvergenz der Fourier-Reihe fiir
S (x, ©) ist deshalb fir kleine x sehr schlecht, was eine ent-
sprechend mangelhafte Konvergenz der Fourier-Reihe fiir
p® (x, », ©) fir Stellen nahe hinter der von den Flugelansatz-
punkten ausgehenden Mach-Linie hervorruft.

Eine Maéglichkeit zur Umgehung dieser Schwierigkeiten wird
im § 4 dieser Arbeit aufgezeigt.

c) Die Methode 1 von 2.2 ist schon wegen der zweimaligen Inte-
gration schr unbefriedigend. Darliber hinaus kommen in den
Integranden der Faltungsintegrale fur die g,, zweierlei Singu-
larititen vor, deren Zusammentreffen eine logarithmische Sin-
gularitit in den g,, hervorruft. Eine genaue numerische Rech-
nung wird dadurch nahezu unmoglich.

Die Methode 2 von 2.2 ist aber nach Nielsen nur fir » = 1
verwendbar, so dal3 eine gecignete Methode fur den Fligel
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fehlt. Im § 5 dieser Arbeit wird deshalb eine Methode zur Be-
rechnung der W, (x,r) fir beliebige » > 1 angegeben und
die allgemeine Berechnung der @, gezeigt.

§ 3. Allgemeine Berechnung von ¢® und seinen Ableitungen

3.1 Losung des Anfangswert-Randwert-Problems
fiir die Wellengleichung

Nach 2.1 handelt sich bei der Berechnung von ¢ darum, die-
ses Teilpotential so zu bestimmen, daB seine Normalkomponen-
ten auf dem Fluigel bestimmte Werte annehmen.

Es ergibt sich also fur die Wellengleichung

(1'1> v(p = (pxx~ (pyy ~(pz: = 0

im Bereich z = o ein Anfangswert-Randwert-Problem folgender
Art:

(3.1) (A) p =0 fir x <o

(R) @, (x,v,0) = c(x,7) vorgegeben fiir x = o.

Aufgabenstellungen dieser Art lassen sich besonders einfach
mit Hilfe der Distributionstheorie behandeln, deren Kenntnis
hier vorausgesetzt wird.?

Zunichst hat man als Elementarlésung der Gleichung (1.1)*:

1 1

B2 ¢ D=5y Ly

1 1

- fir v > Vy?+ 22

B g sz—}/2—2~

o) sonst.

Da man mit Hilfe dieser Elementarlgsung spezielle Losungen
der inhomogenen Wellengleichung direkt angeben kann, versucht
man, die Randbedingung (3.1.R) als Inhomogenitit in die Glei-
chung (1.1) einzubauen.

3 Etwa im Umfang der Veroffentlichung [8].
1 Vel z. B. [8].
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Durch Einsetzen der fiir z >> o mit ¢ tibereinstimmenden Funk-
tion

(33 w@Ey2) =g¢xy2) H(E@) +o @y, —2)H(—2)
in (1.1) erhdlt man (unter Beriicksichtigung von ¥V ¢ =0):
(3.4) Vyp=—2¢ (5005 =—2c(xy)0().
Es ist dabei

1 fir 2z > o
H(z) = =

o fur z << o

im Sinne der Distributionstheorie.
Eine spezielle Losung von (3.4) ist dann:*

(3-5) p(x,y,2)=—2clx,y)0(5) xe(x,y, 2)

f f @) dedn
[(x— &2~ (y—m2—2t

Diese Funktion erfuilt aber genau die Bedingungen (3.1):

Einmal verschwindet der Integrand nach der Definition von ¢ fiir
x < o und zum andern folgt aus (3.4)

ﬁhri) P, — llmy)—zcxy)

wihrend sich durch Differenzieren aus (3.3) ergibt:

lim . + lim ,¥-= 0

PR s —

Damit ist lim y, (x,y,2) = c (x,y), d. h. yerfullt auch (3.1.R).

Die Losung von (1.1)/(3.1) wird also im Bereich # = o durch
(3.5) dargestellt.

3.2 Integraldarstellungen fiir cp(g) und seine Ableitungen

Bei der speziellen Aufgabenstellung fiir ¢ soll ¢/? vor der
Fligelvorderkante x = £ (y) verschwinden, hinter derselben ist

1 Vgl. 2. B. [8].
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es fur |y| = 1 durch ¢V (x,,0) festgelegt. Fiir ly[< 1 kann man
@® weitgehend willkiirlich vorschreiben, jedoch muB es stetig
sein und stetig an die Festlegung fiir |y | = 1 anschlieBen.? Die
ganze Vorschrift fir die Randbedingung sei mit C (x, y) be-
zeichnet.

Nach 3.1 148t sich dann ¢ direkt angeben:

(3.6) ¥ (2,3,5) = —2C(x,9) H(x—k(9))*e(x,,2)
(&, n)H(E Em)
=—— e — d& dn.
ff[(x b —G—nr—f 7
Nach der Differentiationsregel fiir Faltungsprodukte folgt dar-
aus:
¢ (x,5,2) = —2[C.(x,9) H(x—k(y))
+C(;(),) 0 (x— ()] *e (x,,2)
G & H(E—EM)
- -d& d
(3.7) HJ (r— & —(y—mr—27k s

+.[[(x C@(" )—6:;7—22]*]

Fiir die Normalableitungen auf dem Rumpf R(y%+4 2z2=1)
gilt zundchst:

#P = 989 cos © + gfY sin & — gD+ 29!
Durch Differentiation hinter dem Integral von (3.6), wie sie nach

der Distributionstheorie erlaubt ist, und durch anschlieBende
partielle Integration erhilt man schlieBlich mit y2 + 22 = 1:

(3.8) ¢ (auf R)

1 (1—ym) (x—8& Co(&,n) H (E—k(n)
_ e z\ dE d
e [jj‘ (—2yn+9) [(x— 62— (1—2y n+ )L 5 40

(1—ym) (x— &) C (£ (), n) ]
- j (—2yn+m) [(x—km)P—(—2y 7+ @ -

5 Auf diese Freiheit bei der Festlegung der Randbedingung kommen wir in
4.2 zuriick.
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Die Integrationsbereiche von (3.6), (3.7) und (3.8) sind dabei
die im Innern der von den Aufpunkten ausgehenden Riickwirts-
machkegel liegenden Bereiche der x-y-Ebene (bei den Doppel-
integralen), bzw. der Fliugelvorderkante (bei den einfachen Inte-
gralen).

3.3 Numerische Auswertung in allgemeinen Fillen

Nur in ganz speziellen Fillen (vgl. 3.4) ist die Auswertung von
(3.7) und (3.8) mit Hilfe von elementaren Funktionen moéglich.

Die numerische Auswertung der Integrale scheitert aber zu-
nichst daran, daB die Integranden am Rand der Integrations-
bereiche gegen Unendlich gehen. Man kann nun zeigen, daf} es
trotzdem stets moglich ist, die Integrale numerisch auszuwerten,
wenn nur die zweite gemischte Ableitung C,, von C (x, y) be-
schrinkt ist.

Dazu fithrt man bei den Doppelintegralen durch

t=— 20

Vie—gp—z
neue Integrationsvariable ein, integriert zunichst {iber s und
formt die verbleibenden einfachen Integrale Gber 7 partiell um,
wodurch man zur arc sin-Funktion gelangt.

Bei den einfachen Integralen schlie3t man zunichst die |, kriti-
schen* Stellen aus, ersetzt dort die Fliigelvorderkante £ (y) durch
ein Geradenstiick und fithrt dann die partielle Integration durch.

Wegen der Einzelheiten sei auf die Dissertation ([10]) verwie-
sen. In beiden Fillen ergibt sich als hinreichende Bedingung die
Beschrinktheit von C,,.

Praktisch wird jedoch die direkte numerische Auswertung der
Integrale (3.7) und (3.8) ohne den Einsatz von programmgesteu-
erten Rechenautomaten kaum méglich sein.

s=x—§,

3.4 Geschlossene Auswertung fiir einen Spezialfall

Es soll di¢ folgende Rumpf-Tragfliigel-Kombination betrach-
tet werden:

Der Rumpf R sei ein (fiktiv) unendlich-langer Drehzylinder
und die Tragfliigel 7 seien eben, beide sollen unter dem gleichen
Winkel a < 1 gegen die Grundstrémung angestellt sein.
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Es ergibt sich dann fir (;0(1) (vgl. z. B. [9]):
(1) [ A - 2 2
@ <x’y’z)_a'yz+ze fur v* 4+ 22 =1

und daraus als Randbedingung fiir ¢®:

o fur x < £(y)
_;. @ (x,v,0) = { — (1 +1/p?) ff.ir |yl =1 } x 2= k().
2 fur |y| <1

Wihlt man nun noch als Fliigelvorderkanten gerade Linien:

o fur |y <1

$O =y bl 2 eze,
dann lassen sich die Integrale (3.7) und (3.8) geschlossen auswer-
ten und man erhilt analytische Ausdriicke firr ¢{* auf R und 7°
und fiir ¢!® auf R. Diese Ausdriicke sind in der Dissertation
([10]) angegeben.

Mit ¢/ hat man gleich den Beitrag des Potential ¢® zur
Druckverteilung auf Rumpf und Fliigeln, da diese in linearisier-
ter Nadherung nur von der Stérstréomungskomponente in der
Grundstrémungsrichtung abhéangt. Da fur die Bereiche der Flii-
gel und des Rumpfes, die vor der von den Fliigelansatzpunkten
ausgehenden Machfliche liegen, @ keinen Beitrag mehr liefert,
geben die Ausdriicke fiir ¢ schon die endgiiltige Druckvertei-
lung in diesen Bereichen.

§ 4. Behebung der mit der Fourier-Analyse zusammenhingenden
Schwierigkeiten

4.1 Verbesserung der Konvergenz des Nielsen-Verfahrens

Fir die beim Nielsen-Verfahren notwendige Fourier-Analyse
der Funktion f(x,®) (vgl. 2.1) ergeben sich betrachtliche Schwie-
rigkeiten aus der Tatsache, daB fiir x <sin @ f(x, @) = o ist,
wahrend es fiir x — sin @ 4 o i. a. von Null verschiedene Werte
annimmt. Fir ein # <71 ist also f(#, ) eine unstetige Funktion

von 6 (Fig. 3).
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Damit ist nicht nur die Konvergenz der Fourier-Reihe von
f(x, O) fir x <1 sehr schlecht, sondern die numerische Bestim-
mung der Fourier-Koeffizienten selbst wird umstindlich oder
ungenau.

Man wird deshalb versuchen, fiir x <1 die Funktion f(x, )
im Bereich arc sin x £ @ <z — arc sin x durch eine Funktion
f(x, ©) so zu erginzen, daB fund f ohne Knick ineinander iiber-
gehen und die Symmetrieverhiltnisse gewahrt bleiben (Fig. 3).

7(x 6)
/'y

f1x6)

i

. =

-

|
I
[
[
— - =~ .
are sin X 4 Jr-aresin X /4
2
Fig. 3
Verwendet man dabei den naheliegenden Ansatz:
(4.1) Jflx, 0) = a(x)sin O + & (x),

dann sind die Funktionen @ (x) und & (x) eindeutig durch die
Werte von f und f, flir @ = arc sin x bestimmt.

Die numerische Bestimmung der Fourier-Koeffizienten der ,,er-
ginzten Funktion

f(x,0) fir x > sin O

(4-2) f*(x0) = {f‘(x, Q) fir x Z sin O

bietet nun keine besonderen Schwierigkeiten mehr, man kann
z. B. das Runge-Verfahren oder seine Verbesserung durch Filon
([11]) verwenden.

Man koénnte nun aus den Koeffizienten von f* ohne weiteres
die von f gewinnen, da sich diejenigen von fsogar analytisch an-
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geben lassen. Dann hétte man zwar eine verbesserte Methode
zur Bestimmung der Fourier-Koeffizienten von f, an der schlech-
ten Konvergenz des Verfahrens flir kleine x wire jedoch nichts
geindert.

Man wird deshalb statt dessen mit den Koeffizienten f5, (x)
der ,falschen‘ Funktion f*(x, @) das Nielsen-Verfahren bis zu
Ende durchfithren und erst dann den Fehler dadurch berticksich-
tigen, daB3 man die sich aus f(x, @) allein ergebende Druckver-
teilung subtrahiert, was wegen der durchgehenden Linearitit des
Verfahrens méglich ist.

Da jedoch die Bestimmung der Druckverteilung fiir  natur-
gemif} fir kleine x auf dieselben Konvergenzschwierigkeiten
stofit wie flir f selbst, gewinnt dieses Vorgehen erst dadurch
praktische Bedeutung, dall man zeigen kann, dafl man mit einer
(bis auf einen Faktor) universellen Erganzungsfunktion /¥ (x,0)
auskommt, wenn man die Bestimmung von ¢® geeignet durch-
fithrt. Fir diese Funktion /# wird man die Druckverteilung ein
fir allemal tabellieren und so die Konvergenzschwierigkeiten fur
alle weiteren Anwendungen vorweggenommen haben.

4.2 Die universelle Erginzungsfunktion und die Berechnung
der Hilfstabelle

Daf3 man mit einer solchen universellen Erginzungsfunktion
auskommt, folgt nun aus der Tatsache, daf3 die Werte von f und
Jo langs der Unstetigkeitslinie # = sin © nur von den bei der Be-
stimmung von ¢* im Bereich |y| < 1 vorgeschriebenen Randwer-
ten abhingen (vgl. die Integrationsbereiche der betr. Integrale).
Nach 3.2 kann man aber fiir |y | <1 die Randwerte von Ste-
tigkeitsforderungen abgesehen willkiirlich vorgeben.

Setzt man nun

(43) (pf:g)(x!y’ O)I[_y!(l = (p§2) (O) :f: 1:O> = —C

in einem durch: 0o <x < V2— V2 4+ 1; |y| =1 bestimmten
Bereich der x-y-Ebene (wobei € durch ¢ cindeutig bestimmt
ist), dann erhilt man fir f(x, 0):

(4.4) f(x,0) = CsinO® = C-F(x,0) fir xr < sin 6.
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Die universelle Funktion 7 (x, @), fur die man den dritten
Schritt des Nielsen-Verfahrens durchzufiithren und zu tabellieren
hat, ist also gleich der beix=sin @ abgeschnittenen sin-Funktion.

Wegen der Universalitit von / kann man die Berechnung der
Hilfstabelle so durchfiihren, daB man fiir einen Spezialfall das
Nielsen-Verfahren sowoh! fur das urspriingliche f wie fiir auch
die ,,erginzte’ Funktion f* durchfiihrt und daraus durch Sub-
traktion die Verteilung fiir 7 gewinnt. Als geeigneter Spezialfall
bietet sich dabei der Fall des ebenen, gleichmiBig angestellten
Rechteckfliigels am nicht-angestellten, unendlich-langen Rumpf
an.

Dieser Fall ist u. a. von Nielsen in [5] behandelt und liefert
nach (4.3) C = + a (Anstellwinkel der Fliigel), woraus sich nach
(4.4) B

flx,0)=a-sin@® fir zx < sin@
ergibt.
Andrerseits erhilt man nach (3.8):

flx,0) = — ¢ (auf R) = az fiir x 2sin O.

Damit ergeben sich die Fourier-Koeffizienten £y, zu:
2 -
. - flir # =0
* —
% f2n (x> _ 1 4

T o4nt—1

fur 2 >o.

Aus diesen f5, kann man dann nach § 5 die zu f* gehérige
Druckverteilung berechnen,.

Die Druckverteilung fiir f ist von Nielsen in [5] angegeben,
allerdings sind die Werte im Bereich kleiner x — |y| - 1 infolge
der in 2.3b) und ¢) genannten Bedenken unzuverlissig. Fur die-
sen speziellen Fall lassen sich aber diese Werte durch andere Ver-
fahren noch verbessern, au8erdem gentigt fiir die Hilfstabelle eine
Genauigkeit von etwa 19, da bei der linearisierten Rechnung eine
groBere Genauigkeit sinnlos ist.

Nach der Aufstellung der Hilfstabelle konnen dann weitere,
allgemeinere Fille des Wechselwirkungsproblems ohne Konver-
genzschwierigkeiten nach dem Nielsen-Verfahren durchgerech-
net werden. Da die fJ, mit #2? kleiner werden, geniigt die Be-
riicksichtigung der Fourier-Komponenten bis etwa z = 5.
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§ 5. Allgemeine Berechnung der o,, und g,,

5.1 Die charakteristischen Funktionen Yh und Wh

Zur Losung der Anfangswert-Randwert-Aufgabe (2.4)/(2.5),
die den dritten und letzten Schritt des Nielsen-Verfahrens aus-
macht, sollen charakteristische Funktionen® eingefithrt werden,
mit deren Hilfe sich die @,, (x, ) und ihre x-Ableitungen durch
eine einfache Faltung aus den f,, (x) gewinnen lassen (vgl. 2.2
und 2.3 ¢)).

Es seien die ¥,, und die ,, fiir » = 1 Losungen der Differen-
tialgleichungen (2.4) mit den Anfangs- und Randbedingungen:

(A Y,, (x,7) =0 fir x <o
(5:1) _

(R) (¥Vy,), (v, 1) = o(x),
bzw.

(A W,, (x,7) =o0 fir v <o
(52)

R) (W), (x,1) = '(x).

Die Losungen sind nach [2] eindeutig bestimmt, da bei homo-
genen Randbedingungen die Lésung identisch verschwinden
wiirde. Die Existenz wird im weiteren durch Konstruktion ge-
zeigt werden.

Zunichst gilt jedenfalls:

(53) (}7‘271)2: <’T) 7‘> = WZ;! (}L’, f)’

da die (V,,), gerade die fiir die ¥/, gestellte Aufgabe Iésen.

Bildet man nun die Faltungsprodukte in x f, () * V,, (x, »)
und setzt man f,, (x) = o fur x <o (die f,, sind nur fiir x = o0
definiert), dann kann man durch Einsetzen zeigen, daf diese Fal-
tungsprodukte genau die Aufgaben (2.4)/(2.5) 16sen. Wegen der
Eindeutigkeit der Lésung gilt also:

(54) Doy <X, 7') =f2n (x> * }";Zn (/’\’, }‘} .

$ Die Bezeichnung wurde von Nielsen iibernommen.
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Ebenso erhilt man die fir die Druckv-rteilung wichtigeren Ab-
leitungen (p; ” (X, 7’) = <(p2n)x (x! 7) i

(55) (p;n (x! 7’) =f2n (Z) * Z/_V2n <x’ 7").

Die Aufstellung der charakteristischen Funktionen —tatsichlich
handelt es sich wenigstens bei den J#,, um Distributionsopera-
toren im Sinne von L. Schwartz (vgl. [8]) — 146t sich zuriick-
fihren auf die Berechnung von Hilfsfunktionen Zy,, ¥y ,und W, ,.

Es seien namlich die Z,, (x, ») die Losungen der folgenden
charakteristischen Anfangswert-Randwert-Aufgaben fiir die Dif-

ferentialgleichungen (2.4) im Bereich » 2> 1:
<C> 2271<x:7> = 0 fijrx—r_l_lzo
<R) (2271)r (x) l) = 1.

Die Z,, sind durch (5.6) eindeutig bestimmt im abgeschlossenen
Bereich x —# -1 > o0; » > 1 (Fig. 4). Sie existieren min-

r-7

(5.6)

Ty

Fig. 4

destens in ciner gewissen Umgebung des Punktes (0,1) und
sind dort zweimal stetig differenzierbar.” In dem Bereich
x—7 -+ 1 < o; 7= 1,in dem die Z,, nicht eindeutig festliegen,
sollen sie so fortgesetzt sein, dal} sie samt ihren zweiten Ableitun-
gen bei x — 7 4- 1 = o stetig sind.

? Wegen des tatsiichlichen Existenzbereichs vgl. 5.3 und [12].
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Weiter seien
(5.7) Yy, (x,7) = (2.0, (x,7)  und
(58) W?n (x’ 7") = (Y2n>x <x’ 7’).

Da man die ¥,, und W,, auch als Losungen von charakteristi-
schen Anfangswert-Randwert-Problemen vom Typ (5.6) defi-
nieren kann, ist ihre stetige Differenzierbarkeit bis zur zweiten
Ableitung ebenfalls gesichert.

Setzt man nun:

(59> 2211 (x’ 7‘):2271 (x! r)'H(x——'f—*—l)’

was einem ,,Abschneiden der Z,, lings x—7» 4 1 = 0 ent-
spricht, dann kann man zeigen, daB auch die Z,, im Distribu-
tionssinn Lésungen von (2.4) sind.

Die x-Ableitungen der Z,, erfiillen deshalb ebenfalls (2.4),
aullerdem gilt fir sie aber auch (5.1.A) und (5.1.R). Das
letztere folgt aus (5.9) durch Differentiation unter mehrmaliger
Berticksichtigung von (5.6). Die (Z,), sind also identisch mit
unseren V.

Damit hat man fiir die ¥,, durch Ableitung von (3.9) mit
(5.6.C):

(5.10) Yy, (@,7)= Yy, (x,7)- H(z—7r+ 1)

und damit nach (s5.3) fiir die 7, :

ZT/‘Z n (xl }‘\) = >

(5.11) Wy, (x,r) H(x—r+1)+ Y, (r—1,#)6 (x—»r - 1).

Die Bestimmung der charakteristischen Funktionen ist damit
auf die Berechnung der ¥V, und IV, zurlickgefiihrt.

5.2 Eine Taylor-Reihe fiir die Y, und W,

2n

Es sollen die Kocffizienten eciner Taylor-Reihe folgender Art
fur die ¥,, (x, 7) bestimmt werden:

. o 4 gm 1(0) . .
(g.12) Y,, (x, )= Z’U o [83:"; Yo,| &) -(a—r 41" (r=1).
m= Ls
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Dab¢’ sind die ¥V, (x, 7) fur ein beliebiges, aber festes » > 1
als Funktionen von x alleine aufgefalt und in die Taylor-Reihe
um den Punkt (» — 1, 7) entwickelt (vgl. Fig. 4). Die partiellen
Ableitungen der V,, fiir x = » — 1 sind dabei mit einem oberen
Index® gekennzeichnet und als Funktionen von 7 alleine
geschrieben. .
Die Existenz und zweimalige stetige Differenzierbarkeit der

e Y(,Oﬂ) () folgt daraus, daBl sie als Losungen von bestimm-

ten charakteristischen Anfangswert-Randwert-Aufgaben darge-
stellt werden koénnen (vgl. die Dissertation [1o]).

Y (#) kann nun so er-

folgen:
Es gilt fir jedes m = o:

am

oxm 2n

(5-13) (di %)

Jjza=r—1

4 om (0)
= E [axm I/Z u:l (}’)
m

o
Weiter mul} fir ein ey Y, , als Lésung der Gleichung (2.4) auch

die in 5.3 zu entwickelnde charakteristische Gleichung (5.20.11)
gelten, die unter Berticksichtigung der Bezichung (5.13) fur
am

rFy— Y, fiir x = -1 die Gestalt annimmt:

d 9 om 0)
S T O P -
dr [(m U’) (01"‘ Yz”)] *)

o .
Es sel nun T V& () bereits bekannt. Dann stellen (5.13)

und (5.14) ein System — bestehend aus einer linearen Gleichung
und einer gewdhnlichen linearen Differentialgleichung — fiir die
beiden unbekannten Funktionen von 7:

om -+ om 41
Vi ye
P Y3 () und P Y () dar.
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Als Anfangsbedingung fiir (5.14) hat man dabei wegen (5 5.R)
und (5.7):
gm+1
Yo

(515) 81”’6 271(

Das System (5.13) + (5.14)/(5.15) 1aBt sich nun a/lgemein 16sen

und liefert somit eine Rekursionsformel, die die Berechnung von

om+ 1 0 gm+ 1 0 am o
Y und V) aus — V) fiir m >0 gestattet.

fam+ 1 pxmor = 2" ox
Man erhilt:
o) = [5‘7’:—,',, 7|0 =0
o o () (v @) ae
und eine dhnliche Formel fiir :::a V0 ().

Die zur Beniitzung der Rekursionsformel notwendigen Aus-
gangsfunktionen V) (») (s = o) lassen sich gewinnen, indem
man die Gleichungen (5.13) und (5.20.11) fiir die 7, , (x, ) lings
x = »—1 ansetzt, die Anfangsbedingung (5.6.R) verwendet

und (5.6.C) bertcksichtigt. Es ergibt sich so:

1

(517 o pp—

Die Rekursionsformel (5.16) mit den Ausgangsfunktionen
(5.17) 148t sich am einfachsten dadurch auswerterr, dal3 man den
speziellen Ansatz:

1
o) = 3 a0 2020
v=0

macht und durch Einsetzen in (5.16) entsprechende Rekursions-
formeln fur die a}?), gewinnt. Sie sind in der Dissertation ([10])
angegeben, aulerdem die numerischen Werte fiir die ag’:‘),, fur

kleine # und » = o.
Aus der Reihe (5.12) lassen sich entsprechende Reihen fiir
(Ys,,). = Ws, und fir (V,,), ableiten, deren Koeffizienten sich

ganz analog berechnen lassen.
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5.3 Berechnung der Y,, und W,, mit einem Differenzenverfahren

Zur numerischen Lésung des charakteristischen Anfangswert-
Randwert-Problems fur die Y, (x, 7) (vgl. 5.1):

2
(5.18) VY3, = (¥y)ee— (Yo )r,— (Vo) + 45 Vo, =0
mit
©) Yg,,(r-—l,r)=——l/17 wegen (5.17)

5.
&) (R) (Yy,), (1) = o0 wegen (5.6.R)

wird ein sog. Charakteristikenverfahren verwendet, wie es in [13]
ausfiihrlich dargestellt ist.

Dabei wird die Gleichung (5.18) zunichst durch ein dquiva-
lentes System von drei gewohnlichen Differentialgleichungen fiir
die drei Funktionen von x und »: ¥,,, W,, und (Y,,), ersetzt.
In diesem sog. charakteristischen System von (5.18) kommen nur
Differentiationen in den charakteristischen Richtungen von (5.18)
vor:

0 o
0

(I) Zl) (62_ —I_ 7’4) YL’H = W2ﬂ + (Y2n>r Oder

b) (‘?(; -—'Ej—)ygn - W’?:z_ _<Y2n)r

(5.20) v
(II) (%_f_(‘—i-) (IV£71_<Y271)7)=%(Y‘2n>r—i—:’.lY2n
d 4 LS
(III) (E_E:) (LV‘Zn—l_(YQn):’):%(Yﬂn)r——:‘r_z y?n'

Die Gleichungen (5.20) werden dann durch Differenzenglei-
chungen ersetzt, wobei man zweckmifBigerweise symmetrische
Differenzenquotienten verwendet.

In einem Gitternetz aus den Punkten, fiir die

(5.21) x—7r+1=21 und x+4r—1 = pu

ganzzahlige Vielfache einer GréBe 2/ sind, schreibt sich das
Differenzengleichungssystem von (5.20) folgendermalen (wegen
der Bedeutung der Indizes vgl. Fig. 5, die Indizes 27 sind weg-
gelassen):

6 Manchen Ak, Sb. 1956
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M a) 5[Ye— Yol = Wy +(¥,)

1

(522) b)z‘;;[yo—yﬂ = W;— (¥,
112
D g We— (Yo Wat (Vo) = - (V) — 5 Ty

WD S5 Wot (Vlo—Wa— (V)] = 2 (¥ — 4,

Fig. 5

Die Auflésung von (5.22) nach ¥y, W, und (V) ergibt:
Vo=—[Yy4 Vil + 2 [ W, + Wy + (V,);— (V)]
Wo= [ W, + Wy— (V) + (V)]
(5.23) + AV )sfry + (Y )ulra—an® (Vifri 4 ValrD)]
(Vo= =W, + Wy + (V) + (¥

+ = (Y u[r + (V,)srs - ‘4712()/1/’3 + Y3/7’§)]-
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Damit kénnen die Werte von V,,, W,, und (Y,,), im Punkto
berechnet werden, wenn sie in den Punkten 1, 2, 3 und 4 bekannt
sind

Man kann so sukzessiv die Funktionswerte in immer necuen
Parallelreihen A = 22 4 (4 = 2, 3, .. .) (vgl. (5.21)) berechnen,
wenn die Werte fiir A = o und 2 = 2 % bekannt sind. Diese er-
geben sich aber fiir 4 = o direkt aus Abschn. 5.2 und fiir = 24
aus den dort entwickelten Taylor-Reihen mit geniigender Ge-
nauigkeit.

Fiir die Punkte mit » = 1 und » = 1 + /% ist eine Abinderung
des Algorithmus (5.22) notwendig. Fiir » = 1 benutzt man dabei
statt (5.22.11) die Randbedingung (5.19.R) und fiir » = 1 + %
setzt man in (5.22.II) nur ecinseitige Differenzenquotienten
an.

Daf} dieses Verfahren ,konvergiert’, d. h. daB bei hinrei-
chend kleinem /% die mit dem Differenzenverfahren gewonnenen
Funktionswerte von den wahren Werten beliebig wenig ab-
weichen, ist in [12] bewiesen, wo auch die zugehérigen Exi-
stenzbeweise gefiihrt sind. Damit ist also ein Verfahren gewon-
nen, das die Berechnung der ¥,, und W, und damit nach
(5.10) und (5.11) die Aufstellung der charakteristischen Funk-
tionen V,, und W,, im ganzen Bereich x —#» +1 > 0; 7 > 1
gestattet.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf) sich dieses Verfahren sehr
gut fir den Einsatz von programmgesteuerten Rechenanlagen
eignet, mit deren Hilfe es in kurzer Zeit durchgefiithrt werden
kann.

5.4 Die Berechnung der @,, und ¢,,

Die gesuchten Lasungen @, und ¢y, des dritten Schritts des
Nielsen-Verfahrens (vgl. 2.2 und 5.1) sind nach (5.4) und (5.5)
mit Hilfe der ¥, und W, darstellbar.

Die Umformung der Faltungsprodukte zu gewdhnlichen Inte-
gralen unter Benutzung von (5.10), (5.11) und (5.17) liefert dabet:

x—r+'1
(524) P2 p (SL’, ?”) = J. f?n (§> )/2;1 (x — 57 7‘) df und
0

6*
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x=rt1
o, (07) = [ fo, (&) Wa, (x — &,7) dE
(5-25) 0
— v e 1)
oder entsprechende Darstellungen.

Die Formel (5.25) geht fiir » = 1 in eine bei Nielsen in [5] an-
gegebene Formel tiber (vgl. 2.2, Methode 2).

Nach den Ausfithrungen der beiden vorhergehenden Abschnitte
ist aber auch das urspriingliche Problem (2.4)/(2.5) des Nielsen-
Verfahrens direkt fir die numerische Behandlung nach dem
Charakteristikenverfahren geeignet. Die notwendigen Anfangs-
daten fir x = » — 1 erhilt man aus (5.24) und (5.25), wahrend
man fir die Werte auf der ersten Parallelreihe eine Taylorent-
wicklung wie in 5.2 ausfiihren kann. Allerdings erscheint eine
solche direkte Berechnung der ¢, , und ¢, nur dann empfehlens-
wert, wenn eine programmgesteuerte Rechenanlage zur Ver-
figung steht.

§ 6. Numerische Beispiele

In der Dissertation ([10]) wird die in § 3 gewonnene analy-
&) auf dem Rumpf fiir den Fall des
Rechteckfliigels am angestellten unendlich-langen Zylinderrumpf
numerisch ausgewertet und fiir dieses ¢{*) die Fourier-Analyse
nach § 4 durchgefihrt. Die Ergebnisse sind in Tabellen und
Schaubildern dargestellt.

Weiter werden in der Dissertation die Funktionen ¥, und ¥,
nach dem Verfahren des § 5 tatsichlich berechnet. Die Berech-
nung der VY, , und W, , fur » > o mulite zunichst zuriickgestellt
werden, da ithre Durchfithrung fir einen Handrechner zu lang-
wierig gewesen wire und die Minchner programmgesteuerte
Rechenanlage noch nicht voll arbeitsfihig ist.

Der Verlauf von ¥, und Wy ist aus der folgenden Tabelle zu
entnehmen, eine genauere Darstellung findet sich in der Disser-
tation.

tische Darstellung von ¢
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