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1. Einfihrung

Die Berechnung der gebundenen Zustinde eines Atomkerns,
insbesondere der Bindungs- und Anregungsenergien, begegnet
zwei fundamentalen Schwierigkeiten:

* Auszug aus einer Dissertation (Naturwissenschaftliche Fakultit der Uni-
versitiat Miinchen, Juli 1953)

Miinchen Ak. Sb. 1955
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1. Das Kraftgesetz fiir die Wechselwirkung der Nukleonen ist
weitgehend unbekannt.

2. Die Behandlung des Atomkerns erfordert die Losung eines
Mehrkorperproblems mit starker Wechselwirkung.

Die Uberwindung dieser Schwierigkeiten gelang mittels etwas
radikaler Vereinfachungen in zwei Kernmodellen: dem Trépf-
chenmodell, worin der Kern als ein inkompressibles Flissig-
keitstropfchen mit wohldefiniertem Rand angesehen wird, und
dem Schalenmodell, nach welchem die einzelnen Nukleonen sich
unabhingig voneinander in einem gemeinsamen Zentralfeld be-
wegen.

Beide Modelle erginzen sich in vieler Hinsicht, im Trépfchen-
modell wird ausschlieflich das kollektive Verhalten aller Nukleo-
nen eines Atomkerns betrachtet, im Schalenmodell dagegen nur
die Bewegung des unabhingigen Einzelnukleons. Das Kraft-
gesetz zwischen den einzelnen Nukleonen geht in beide Theorien
nicht ein, die auftretenden pauschalen Kraftkonstanten werden
der Erfahrung entnommen.

Eine Zusammenschau derkollektiven undindividuellen Aspekte
der beiden Modelle ist von Aage Bohr versucht worden. Doch
berlicksichtigt auch seine Theorie das Kraftgesetz zwischen den
einzelnen Nukleonen nicht.

Nun ist aber in den letzten Jahren dieses Kraftgesetz durch
sorgfiltige Zweinukleonenstreuexperimente jedenfalls im Be-
reich nicht zu hoher Energie relativ genau bekanntgeworden.
Eine Berechnung der Erwartungswerte der Energien leichter
Kerne nach dem Variationsverfahren unter Verwendung von
Eigenfunktionen aus dem Schalenmodell und Zweinukleonen-
kraften entsprechend den Streuexperimenten hatte zumindest
teilweisen Erfolg.

Es liegt darum nahe, eine Theorie zu entwickeln, die, zwi-
schen Schalen- und Tropfchenmodell stehend, die aus den Zwei-
nukleonenexperimenten bekannten Krifte einbezieht — inshe-
sondere deren Austauschcharakter beriicksichtigt — und auf
empirische pauschale Konstanten verzichtet.

Auf diese Weise werden wir zunichst zu hydrodynamischen
Gleichungen gelangen, deren Konstanten Funktionen der Kraft-



Tropfchenmodell des Atomkerns und Zweikorperkrifte 373

konstanten sind. AnschlieBend bringen wir die praktische An-
wendung dieser Theorie auf stationdre Zustinde und auf die von
Steinwedel und Jensen diskutierten Kernschwingungen der
Ladung, die bei Bestrahlung von Atomkernen mit y-Strahlen
auftreten.

2. Das Kraftgesetz zwischen zwei Nukleonen

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dal die Krifte zwischen
zwei Nukleonen nur aus Versuchen gefolgert werden sollten, die
mathematisch streng beschrieben werden kénnen. Wir stiitzen
uns also ausschlieflich auf Zweinukleonenstreuexperimente und
auf die Theorie des Deuterons.

Wenn wir eine betrichtliche Vieldeutigkeit in den Potential-
konstanten und groBe analytische Schwierigkeiten in den nach-
folgenden Rechnungen vermeiden wollen, missen wir einige
Forderungen stellen, deren Giltigkeit problematisch ist:

1. Die Krifte zwischen zwei Nukleonen lassen sich aus einem
skalaren nur vom gegenseitigen Abstand abhingigen Poten-
tial ableiten.

2. Die Krifte sind ladungsunabhingig.

3. Die Potentiale sind monotone Funktionen des Abstandes.

Bezliglich der Berechtigung dieser Annahmen miissen wir auf
die umfangreiche Literatur verweisen (Fl 52). Wir halten hier
nur fest, daBl nach dem heutigen Stand unseres Wissens die er-
wahnten drei Forderungen sich mit guten Griinden wenigstens
in ausreichender Niherung aufrechterhalten lassen.

Die Auswertung der experimentellen Daten fir die Zwei-
nukleonenstreuung erfolgt nach der effective-range-Theorie
von Schwinger, Bethe (Be 49), Blatt und Jackson (Bl-] 49).
Diese Theorie ist bei Giiltigkeit der Forderungen 1. bis 3. an-
wendbar auf die Interpretation der Streudaten fiur reine S-
Streuung, d. h. fiir den Energiebereich < 5 MeV.

Als Krifte verwenden wir die tiblichen Austauschkrifte mit
den Potentialen
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W J(ns) fiir die Wignerkraft

M- J(ry) Py fiir die Majoranakraft )
B - J(r) - Py fiir die Bartlettkraft

H- [(ryp) - Py fir die Heisenbergkraft

W, M, B, H sind Konstanten von der Dimension einer Energie,
P, bedeutet Ortsaustauschoperator, 2, Spinaustauschoperator,
Py Orts- und Spinaustauschoperator. Fiir die Ortsabhingigkeit
diskutieren wir zwei Formen:

1. das Kastenpotential

J(re) = —e(f—1p)
(¢ = Heavisidefunktion
=1flirf—nry, >0 (2)
=o flur f§— 7, <0)

2. das Exponentialpotential

J(r12) = — exp (—71,/)

Durch die Streuexperimente bel niedrigen Energien wird auBer
g nur (M + W) und (B + H) festgelegt. Eine Unterscheidung
von W und M bzw. B und A wird erst moéglich, wenn zu der im
Schwerpunktssystem kugelsymmetrischen S-Streuung nicht-
kugelsymmetrische Anteile von héheren Drehimpulsen her hin-
zukommen. Die beobachtete Symmetrie von Vorwirts- und
Riickwirtsstreuung erfordert (F1 52):

W2 B+ WB= M+ H?+ MH )

Diese Forderung wird am einfachsten befriedigt durch den An-
satz von Serber (Se 47)

W= M B=H (@)

der sich auch bei der genaueren quantitativen Beschreibung der
beobachteten Wirkungsquerschnitte bei mittelhohen Energien
(40-90 MeV) relativ am besten bewidhrt (vgl. BI-W 53, IV;
Fl 52).
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Wir gelangen damit zu folgenden mit der Erfahrung in Ein-
klang stehenden Potentialen:

Kasten- W= M = 14.45 MeV
potential A /' = B = 2835 MeV f=12.07-108cm

Kasten- W= M= 12.60 MeV (5)
potential B / = B = 2.95 MeV f=2.25-10¥cm

Exponential- W = M = 77.8 MeV
potential A =B =157 MeV f=0.68-101cm

Eine genauere Festlegung der Form der Potentiale gestatten die
Zweinukleonenexperimente nicht.

Wenn wir die Gesamtwechselwirkung eines Systems einfach
aus der Wechselwirkung der einzelnen Nukleonenpaare auf-
bauen, so postulieren wir damit implizit die Gultigkeit des
Superpositionsprinzips fur Krifte. Tun wir dies aber kritiklos,
so gelangen wir zu Widerspriichen mit der Erfahrung; denn es
ist seit langem bekannt, da3 Krifte der obigen Form, die (3) ge-
niigen, den Sittigungsbedingungen von Kemmer, Volz u. a.
(Ke 37, Vo 37, Fe 37, Br 38) widersprechen und damit zu einem
stabilsten Zustand der Atomkerne fiihren, bei dem alle Nukleo-
nen sich in eine Kugel vom Durchmesser der Kernkraftreich-
weite zusammendridngen (vgl. BI-W 53, III). Experimentell da-
gegen weill man, daB} alle Kerne ungefidhr die gleiche Nukleo-
nendichte haben oder, was gleichbedeutend ist, daB3 der Kern-
radius dem Gesetz folgt:

R =R, A (6)

mit 4 = Atomgewicht, R, = const.
Die GréBe Ry hat erfahrungsgemiB den Wert (BI-W S. 13)

Ry = 1.40- 1078 cm N

Der eben erwihnte Widerspruch mit der Erfahrung zwingt
dazu, eine Abinderung der Krifte anzunehmen, wenn mehrere
Nukleonen zusammenwirken. Schon Wigner (Wi 36) hat je-
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doch die Vermutung ausgesprochen, daB diese Abdnderung bei
den tatsidchlichen Dichten der Atomkerne sehr klein sei, wo-
gegen sie fiir die Dichten der zusammengerutschten Kerneent-
scheidend werde. Die Wignersche Annahme scheint wohlbe-
griindet, wenn man bedenkt, daf3 sich die Abdnderung in einer
der nachstehend beschriebenen Formen vollziehen sollte:

1.

[F8)

Fiir die Krifte gilt das Superpositionsprinzip, sie sind aber ge-
schwindigkeitsabhangig. Die Zweinukleonenstreuexperimente
zwingen dann dazu, diese Geschwindigkeitsabhingigkeit so
anzunehmen, dal} sie erst fiir Geschwindigkeiten > 10MeV
(im Energiemal}) merklich wird. Dem normalen Kern ent-
sprechen nach dem Thomas-Fermi-Modell kinetische Ener-
gien der Nukleonen von rund 15 MeV, wie wir spiter noch
genauer zeigen wollen. Fir sie sollten noch keine wesentlichen
Abédnderungen der Krifte gegentiber den vorstehend ange-
gebenen Werten auftreten. Beim zusammengerutschten Kern
dagegen steigt die Geschwindigkeit infolge der Unschéarfe-
relation stark an; man mul} mit betrichtlichen Abweichungen
von den Werten bei niedrigen Geschwindigkeiten rechnen.

. Zu den unverinderten Zweinukleonenkraften treten Mehr-

korperkrifte hinzu, die sich aus der Mesonenfeldtheorie er-
geben und von Graphen herriithren, die drei und mehr Nu-
kleonenlinien involvieren. Es ist unmittelbar anschaulich, dal}
diese Mehrkérperkrifte mit wachsender Nukleonendichte
sehr jih zunehmen. Abschitzungen auf Grund der pseudoska-
laren Mesonentheorie (Dr 53, Ed 354) legen nahe, dall die
Mehr kérperkrifte bei den empirischen Kerndichten nur etwa
169, der Zweikérperkrifte ausmachen. Der numerische Wert
169, ist dabei sehr unsicher. Im zusammengerutschten Kern
dagegen spielen die Mehrkérperkrifte eine entscheidende
Rolle.

. Die Abdnderung erfolgt durch eine Selbstabstofung der Me-

sonen, die durch eine nichtlineare Mesonengleichung beschrie-
ben wird (Schi 52, M1 54). Auch hier gilt wieder das ndmliche:
Die abindernden Zusatzkriafte wachsen mit zunehmender
Nukleonendichte und, damit korrespondierend, mit zunehmen-
der Mesonendichte sehr rasch an.
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Fir Wigners Annahme spricht weiterhin, dall eine Berechnung
des Energieerwartungswertes mit Eigenfunktionen aus dem
Schalenmodell, bei denen der Potentialtopf den empirischen
Kernradius hatte (keine Variation des Radius), bei Verwendung
der reinen Zweinukleonenkrifte zu guten Werten fir die Bin-
dungsenergie flhrte (Flo 54, Wi 54).

Wir erheben daher die Wignersche Vermutung zur Hypothese
und formulieren sie folgendermafien:

Die aus den Zweinukleonenexperimenten folgenden Zwei-
korperkrifte sind bei Wechselwirkung mehrerer Teilchen in
der Weise abzuidndern, dal} sie fliir Nukleonendichten kleiner
gleich den in den Kernen vorliegenden praktisch unverdndert
bleiben, dal} aber bei wachsender Dichte gewisse abstoflende
Terme zu ihnen hinzutreten, die so jih ansteigen, dall der
empirische Radius zum stabilsten wird.

Die Wirkungsweise der so hypothetisch geforderten Kriifte
1aBt sich etwa in einfacher Weise durch den zusitzlichen Po-
tentialterm

a eb (e — o)
; (®
a, b>o0 a < |V 6> g,
(0 = Dichte, g, = 773}7 = empirische Nukleonendichte) be-

schreiben.

Trifft unsere Hypothese zu, dann erfassen wir die Wirkung der
Abidnderung unserer Krifte vollstindig, wenn wir dafiir sorgen,
dal die mittlere Nukleonendichte den empirischen Wert hat,
sonst aber alles unverindert lassen. Eine solche Vorgabe der
Dichte liegt vom Trépfchenmodell her nahe, und wir werden sie
spiter in unsere Theorie cinbauen.

Wie wir spiter zeigen werden, gelangen wir so — mit vorge-
gebenem R = Ry- A und unmodifizierten Zweinukleonen-
kraften — zu einer guten Ubereinstimmung mit der Erfahrung.
Das aber wird uns dazu fithren, den hier als Hypothese formu-
lierten Sachverhalt nachtriglich als Naturgesetz anzuschen.
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3. Wege zur Bewiltigung des Mehrkérperproblems

Fir einen Kern mit 4 Nukleonen (Z Protonen, &V Neutronen)
lautet die im Konfigurationsraum formulierte Schrédinger-
Gleichung:

z'ﬁ{u(rl,sl,tl; Yo, Say la; oo Yy, Say Eas D) (1)

—= 5 A + 3 (W+MPY+BPE+HPE) . J(r,)y

2m ‘.‘"
= t<J

+ Vi w + Z Y

i<J i

Die Wellenfunktion % hingt ab von den Orts-, Spin- und La-
dungsspinvariabeln jedes Teilchens, die durch », s, und 7 ge-
kennzeichnet sind, aullerdem noch von der Zeit £. Protonen und
Neutronen werden durch den Ladungsspin unterschieden. Die
Summationsbuchstaben 7 und j laufen von 1 bis A iiber alle
Nukleonenkoordinaten. Der Operator 7 ist =1, wenn 7 und ;
Protonenzustinde charakterisieren, = o m den ubrigen Fillen.
V 1 soll das Potential der Mehrkorperkrifte bedeuten.
Die Wellenfunktion o ist der Normierungsforderung

> J'w*qpa"rl....a’rAzl (2)

58,0

unterworfen. AuBerdem mull  nach dem Pauliprinzip anti-
symmetrisch sein gegeniiber der Vertauschung je zweier Teil-
chenkoordinaten, d. h. der Orts-, Spin- und Ladungsspin-
variabeln.

Eine strenge Lésung von (1) gelingt mit den heute zur Ver-
fligung stehenden mathematischen Methoden nicht. Aber auch
fir eine Stérungsrechnung fehit der Ausgangspunkt, denn es
gibt keine integrierbare Gleichung mit einem Anteil der Wechsel-
wirkung, der stdrker ist als alle anderen Wechselwirkungsber-
trage.

Es wurde jedoch schon frith erkannt, dal sich viele wichtige
Eigenschaften des Atomkerns einfach verstehen lassen, wenn man
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sich denselben als inkompressibles Flissigkeitstropfchen vorstellt.
So gelangt man u. a. zur Erkldrung der Absittigung der Dichte,
sur Beschreibung der Bindungsenergie mittels der halbempiri-
schen Bethe-Weizsdcker-Formel (BI-W V1), zu einem Verstind-
nis der Kernspaltung (Bo 39) und der Wirkungsquerschnitte
fir (y; x = p, d, n, «)-Prozesse [Je 50].

Diese Erfolge des Tropfchenmodells gestatten mit einer an
Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit die Annahme, dal
cine strenge Losung der Gleichung (1) einen Atomkern beschrei-
ben wiirde, dessen Eigenschaften denen eines klassischen Fliis-
sigkeitstrépfchens stark dhneln.

Wihrend das Tropfchenmodell Auskunft gibt iiber die kol-
lektive Nukleonenanordnung und -bewegung, wird im Schalen-
modell, das in den Jahren 1948/49 von Goeppert-Mayer sowie
Haxel, Jensen und SuB aufgestellt wurde (Ma 48, Ha 49),
diese Kenntnis tiber das kollektive System ausgentitzt zur Auf-
stellung eines pauschalen Potentials. Von diesem wird ange-
nommen, da3 es den Hauptteil der Energie liefert, so dal3 sich
die einzelnen Nukleonen in ihm in gewisser Niherung frei und
unabhingig bewegen.

Eine genauere Analyse des Verhiltnisses von Tropfchen- und
Schalenmodell ist von Aage Bohr durchgefithrt worden. Ver-
inderungen der Kollektivanordnung wie Kerndeformationen
becinflussen das Pauschalpotential und damit die Energiestufen
der Einzelteilchen. Andererseits ist die Kollektivanordnung auf-
gebaut aus den cinzelnen Nukleonenkonfigurationen. Ande-
rungen in den letzteren, wie sie besonders einschneidend nach
abgeschlossenen Schalen auftreten, miussen die kollektive An-
ordnung beeinflussen. Aage Bohr gelangte so zu einer Erkla-
rung niedriger Anregungszustinde der Atomkerne (Bo 52).

Der Nachteil liegt bei dem oben geschilderten Verfahren darin,
dal3 die feineren Ziige der Wechselwirkung, insbesondere der
Austauschcharakter, véllig verwischt werden. Infolgedessen ist
das Schalenmodell in seiner elementaren Form unzureichend fiir
die praktische Berechnung von Bindungsenergien.

Bis zu cinem gewissen Grade kann man die Berechnung der
Bindungsenergien durch folgendes Variationsverfahren ver-
bessern. Man verwendet als Eigenfunktion eine Produktfunk-
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tion der Einteilchenwellenfunktionen des Schalenmodells, be-
rechnet aber den Erwartungswert des strengen Hamiltonopera-
tors mit dieser Niherungseigenfunktion und variiert freie Para-
meter. So gelangt man niher an die strenge Losung heran. Der
Radius darf aus den in Abschnitt 2 geschilderten Griinden nicht
mitvariiert werden.

Es zeigte sich, dal man auf diese Weise zu ciner guten Be-
schreibung der energetischen Verhiltnisse leichter Kerne ge-
langen kann. Auch feinere, Einzelheiten wie das Quadrupol-
moment konnen befriedigend erfalit werden (Flo 54, Schu 33).

Fiir schwere Kerne jedoch wird das Verfahren zu unhandlich.
Auch sind der Anwendbarkeit des Variationsverfahrens Grenzen
gesetzt. Es ist unmdéglich genauere Eigenfunktionen zu berech-
nen, da die Wellenfunktionen stets die aus dem Schalenmodell
bestimmte Form beibehalten. Dies wirkt sich besonders bei der
Berechnung angeregter Zustinde aus, wo das erreichbare Mini-
mum stirkstens von der funktionalen Gestalt der Wellenfunk-
tion abhidngt. Ob in diesem Fall die Verwendung der Einteil-
chenfunktionen des Schalenmodells noch zuldssig ist, darf be-
zweifelt werden.

Neben dem Schalenmodell gibt es aber noch andere Wege,
Vorstellungen des Trépfchenmodells in die strenge Theorie ein-
zubauen. Bisher hat man der Bewegung der Nukleonen vollig
den individuellen Charakter gelassen, die Wechselwirkung aber
radikal ausgemittelt. Man kann sich jedoch auch innerhalb des
Tropfchens in erster Linie fur die lokale Dichte der Protonen,
Neutronen, Plus-Spin-Teilchen und Minus-Spin-Teilchen inter-
essieren. Durch die materielle Bewegung der Nukleonen und
durch den Austausch wird diese Dichte sich im allgemeinen mit
der Zeit verindern. Es mul} aber stationidre Zustinde geben, bei
denen eine ganz bestimmte Dichteverteilung stabil ist. Diese
Zustdnde gilt es aufzusuchen. Man vergrobert also das Schalen-
modell insofern, als man sich nicht mehr um das individuelle
Nukleon kiimmert, sondern nur noch um lokale gemittelte Dich-
ten im klassischen Sinn. Andererseits aber berticksichtigt man den
EinfluB der Wechselwirkung, insbesondere deren Austausch-
charakter, auf die lokalen Dichten genauer als bisher. Wir stre-
ben also hydrodynamische Gleichungen fiir die lokalen Dichten
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an, die die Wechselwirkungskrifte enthalten und deren Inte-
gration die Nukleonenverteilung fiir den Grundzustand und —
im Prinzip wenigstens — fiir angeregte Zustinde zu bestimmen
gestattet. Mit Hilfe dieser Verteilungen sollen dann die dazu-
gehorigen Energien berechnet werden. AuBerdem wollen wir
nichtstationdre Bewegungen der Ladung unter dem Einflufl
cines aulleren Feldes, wie sie von Steinwedel und Jensen unter-
sucht wurden, genauer diskutieren.

Die im Konfigurationsraum formulierte Schrédinger-Glei-
chung, die den Teilchencharakter hervorhebt, ist fiir unsere
Untersuchungen nicht der geeignete Ausgangspunkt. Wir wer-
den darum im nichsten Abschnitt die feldtheoretische Beschrei-
bung des Atomkerns, die auf den physikalischen Raum bezogen
ist und in der die lokalen Dichten im Vordergrund stehen, einer
niheren Untersuchung unterziehen.

4. Die Bewegungsgleichung der Nukleonen

im Ortsraum

Bei der feldtheoretischen Behandlung des Atomkerns wird
ein momentaner Zustand des Systems durch einen Satz von Be-
setzungszahlen charakterisiert:

N = (Npp (1), Np (1), Nyp(r), Ny (1)) (0

Hierin ist V,  (r) die Zahl der Protonen am Ort r mit positivem

Spin in bezug auf eine Vorzugsrichtung, VNV, (t) die Zahl der
Protonen mit negativem Spin usw.

Ein Bewegungsgesetz gibt es nur fiir eine statistische Gesamt-
heit von Systemen. Der momentane Zustand einer solchen Gibbs-
schen Gesamtheit wird durch die Wahrscheinlichkeitsamplituden

@ (N, 2) (2)
beschrieben, die der Normierungsbedingung
2O, =1 3
i

unterworfen sind.

Minchen Ak, Sh. 1955 29
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Fir die Wahrscheinlichkeitsamplituden @ fordert die Quanten-

theorie das Transformationsgesetz

.. 0D(Z

i PP — g )
Darin ist Z der Hamiltonoperator.

In der Feldtheorie wird gezeigt, daB3 sich A als Funktion ein-
facher Operatoren darstellen 143t, die die Eigenschaften haben,
Teilchen zu vernichten, bzw. zu erzeugen (vgl. Hu 54). Wir be-
zeichnen diese Operatoren mit #; und #;:

Z{+

¢

erzeugt ein Teilchen der Sorte 7 am Ort ¢

2, vernichtet ein Teilchen der Sorte 7 am Ort ¥
1=1(1,2,34) =Py, P, Ny, N

Die Operatoren #; und #; geniigen dann den Vertauschungs-
relationen (Jo 28)

wi(s) 0 () i () () = 0, 80— 1)
() 1, ) 410, () ,(5) =0 s)

1 () uf (V) + w0t () 1t () = o

wenn sich an jedem Raumpunkt nur maximal ein Teilchen jeder
Sorte aufhalten darf, wie es das Paulische Ausschliefungsprin-
zip erfordert.

Wir miissen nun den Transformationsoperator A fur unser
spezielles Problem der Nukleonenwechselwirkung angeben,
H 14Bt sich darstellen als Summe der Beitrige der kinetischen
Energie und der potentiellen Energie der cinzelnen Krifte

H=T+Vy+Vy+V,+Vy+ 7V, (6

7" bedeutet darin den Operator der kinetischen Energie, 17,
Vi, Vg, Vy, V. die Operatoren der potentiellen Energie von
Wigner-, Majorana-, Bartlett-, Heisenberg- und elektrischer
Kraft. Wir behaupten, dal3 die einzelnen Bestandteile von /7
folgendes Ausschen haben:
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7 = 7 j dy grad wt(r) . grad «(v) 7)

Vp= = [[dvay - J(r—vDuwr@ur@)utyuiw (8
V=22 [ dvav . J([s—v]) wr ) ur () PYul) u)  (9)
Vo= [[dvar - j(le—v () u () PPul) u(x)  (10)
V= 2L [[ dxa - JQle—r])ur ) ut(6) PPy ute) ()

V= —“ dede - L wr @) at () Pu)ul)  (12)

jr—¢
toe f dr D,(v) wt () PEuly)

In den obigen Formeln sind die Operatoren #; zu einer vier-
komponentigen Gréfle zusammengefafit:

1%p
Z(/),_ 4 4 -+ 4
2l w' = (up, uf_, uf,, wy_) (13)
N+

Uy

Die Operatoren PM usw. wirken in diesem vier - vierdimensio-
nalen Raum und haben die Form:

Pl= L[y x (1 o)) (19
Pr=— L+ 55 X 1] (1)
Pl = ——[(1 +33) X (1 +39)] (6
PC= L0 +e) +a) x )
PE= [0 +a) X ] (8

20"



384 Wolfgang Wild
Darin bedeutet

g = (o, g,, 0,) (19)

e A I

Dies sind die wohlbekannten Paulischen Spinmatrizen.

Das X -Zeichen symbolisiert das Kroneckerprodukt: In jedes
Element der Matrix vor dem X -Zeichen ist die Matrix nach dem
X -Zeichen einzusetzen.

Die ungestrichenen Groéfen operieren auf #(r), die gestriche-
nen auf #(¢"). Die Zahl 1 steht fiir die Matrix

1 0
(o 1) (21)
und zwar bezliglich r und ¢’
Fiir die Multiplikation von #z* und 2 gelten die Regeln der
Matrixmultiplikation.

Physikalisch weist man leicht nach, da die Operatoren (14)
bis (16) den zur entsprechenden Kraft gehérigen Austausch be-
werkstelligen.

Der Coulombterm zerfillt in zwei Anteile. Der erste beschreibt
die elektrostatische Wechselwirkung der Protonen untereinander,
der zweite die potentielle Energie der Protonen in einem duBe-
ren Feld mit dem Potential @,. Weitere Terme, die das Vektor-
potential enthalten, haben wir als klein vernachlissigt. 2¢ und
P~ sind Projektionsoperatoren auf die Protonenzustinde.

Den Einflul von Mehrkérperkriften haben wir in (6) nicht ex-
plizit berticksichtigt. Wir missen dies nach Abschnitt 2 durch eine
Nebenbedingung fiir die Dichte an geeigneter Stelle korrigieren.

Man kann nun in bekannter Weise zeigen, dafl der Hamilton-
operator (6) dem Hamiltonoperator des Konfigrirationsraumes
dquivalent ist. Die direkte Behandlung von : © fithrt auf
Gleichung (3.1) zurlick und bringt damit nichts Neues, Wir wer-
den aber in den nichsten beiden Paragraphen zeigen, daB wir
von der Nukleonenfeldtheorie her bei Untersuchung der Er-
wartungswerte der lokalen Dichte zu einer Kernhydrodynamik,
wie wir sie anstreben, gelangen kénnen,

mit
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5. Die Dichteniiherung der Nukleonenfeldgleichung

Wenn wir zu einer anschaulichen Kernhydrodynamik ge-
langen wollen, so miissen wir zuerst die Operatorgleichungen
des vorigen Abschnitts ersetzen durch Gleichungen, die anschau-
liche physikalische Gré8en verkniipfen. Dazu miissen wir Er-
wartungswerte untersuchen und deren Bewegungsgleichungen
aufzufinden trachten.

Beim elektromagnetischen Maxwellfeld ist eine solche Behand-
lung wohlbekannt. Die Operatorgleichungen der Quanten-
elektrodynamik fiihren auf die klassischen Maxwellschen Glei-
chungen fir die Erwartungswerte der Feldstirken. Wenn man
auf individuelle Teilcheneigenschaften des Lichtes keinen Wert
legt, so erhilt man aus diesen klassischen Mittelwertgleichungen
bereits eine ausgezeichnete Beschreibung des physikalischen
Sachverhalts (vgl. We 39).

Die filir die Quantenfeldtheorie fundamentale GréBe ist der
Hamiltonoperator. Sein Erwartungswert liefert die ebenso grund-
legende Hamiltonfunktion der klassischen Theorie.

Wir bilden deshalb

Hyy = (p*Hy) (1)
Wir erhalten:

Hy = f dr,...dr,
Sia. Sy (2)

e lg

A 4
{w*( a ZAjzp)—{—zp*( D (FV—%—MP?;A—BPS-}-HPZ
o

—‘2 7 i<i=1
’ ](7’{])) L4

4 . A
byt 38 pepryr Seo,poy]

i<j=1 "4j j=1
Gleichung (2) gilt im Rahmen unseres Kraftansatzes noch exakt.
 ist eine Losung von (3.1).
Da an eine strenge Berechnung von  nicht gedacht werden
kann, berechnen wir ecine Niherungshamiltonfunktion Hu
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mit einer Ndherungsfunktion y. Je ndher y der strengen Losung »
kommt, desto niher wird A dem strengen Wert /7, liegen.
Der tibliche Weg zur Gewinnung eines gecigneten % besteht
darin, die Wechselwirkung in Gl (3.1) oder Gl. (4.4) radikal
auszumitteln und durch ein Pauschalpotential zu ersetzen gemif

2m =
=

s 4 A
W E RN ©

= g
(Gl. 3) 1aBt sich nach den ecinzelnen Teilchenkoordinaten sepa-
rieren, die verbleibenden Einteilchenwellengleichungen lassen
sich streng l6sen. y wird als antisymmetrisches Produkt solcher
Einteilchenwellenfunktionen dargestellt. Um der speziellen
Struktur von /,, Rechnung zu tragen, werden in den Einteil-
chenfunktionen noch ein oder zwei Parameter frei gelassen, die

durch Variation festgelegt werden.

Wir wollen nun gemil unserem Programm anders vorgehen.
Wir verlangen von unserer Niherungsfunktion p nicht, dal} sie
eine strenge Losung der Nédherungsgleichung (3) ist. Unser
¥ braucht (3) nur angenidhert zu erfiillen. Selbstverstindlich
mul} unser  dem Pauliprinzip genligen. Aullerdem verlangen
wir, daB} dieses p eine Eigenfunktion ist zur z-Komponente des
Spin- und Ladungsspinoperators, verzichten aber darauf, dal}
es auch Eigenfunktion vom Betrag des Ladungsspinoperators
und von z-Komponente sowie Betrag des Gesamtdrehimpuls-
operators ist. Andererseits aber wollen wir nicht nur einige Para-
meter von vorgegebenen Funktionen fiir die Variation frei lassen,
sondern die funktionale Gestalt von p noch weitgehend fiir die
Variationsbestimmung offenlassen. Dadurch erhidlt die spe-
zielle Gestalt der Wechselwirkung einen weit gréBeren Einflufl
auf die Form der Nukleonenverteilung als in der bisherigen
Theorie.

Wir machen also fiir p den Ansatz:

v () w (1) .. (1)

_ ; (2 pa(2) . ..y, (2)
Tl vl AP R G @
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Die Argumente (1) usw. stehen fur sy, 4, r; usw. Die Indizes
charakterisieren die Gestalt der Einteilchenwellenfunktionen.

Dadurch, dall wir nur eine Determinante verwenden anstatt
einer Linearkombination, verzichten wir darauf, daBl 9§ eine
Eigenfunktion vom Betrag des Ladungsspinoperators und vom
Gesamtdrehimpulsoperator wird. Einen groBen Fehler machen
wir dadurch nicht, da aus energetischen Griinden nur die Ein-
teilchenfunktionen zu den niedrigsten Energien in Frage kom-
men. Deshalb tragen nur wenige Determinantenfunktionen mit
einem merklichen Gewichtsfaktor zur Bildung von % bei, und
diese Determinantenfunktionen wiederum liefern nur sehr wenig
voneinander abweichende Energiewerte, so daB der Erwartungs-
wert von A, praktisch nicht von dem mit (4) errechneten ver-
schieden ist.

Fur die Einteilchenfunktionen machen wir den Ansatz

V(i) = 9, ()05 TR Y
i

k=P, P_, N,, N_)

(5)
mit

£y
wn (Z) = 6"1:;13‘{ 6"1:11 /{ (pn (rt'> e_{Qh_ ! (6>

Die beiden ersten Faktoren von (6) beziehen sich auf den
Spin und Ladungsspin und besagen, daBl die Eigenfunktion
zum Index # einen Wert der Spinvariabeln 72 = 41 und einen
Wert der Ladungsvariabeln m) = 41 besitzt. d,, bezeichnet
das  Kroneckersymbol. ¢, (r,) bezeichnet eine Eigenfunktion
von (3), wobei der harmonische Zeitanteil abgespalten ist. Bei
der Bildung von % kommen von jeder Teilchensorte nur die
energetisch tiefstliegenden Funktionen 4, zur Anwendung.
Jeder Zustand kann nur von einem Teilchen jeder Sorte besetzt
sein.

Die Funktionen ¥, (7) sind Ldsungen von (3). Sie sind normiert
und orthogonal:

3 [du,0* 0 @) = b, @
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Die Funktionen (5) verallgemeinern (6) derart, dafl wir bei der
Variation noch eine geniigende Freiheit besitzen. Der erste

Faktor )
o A%, (g 801;

tragt dabei der Tatsache Rechnung, dafl die Wellenlinge der
inneren Bewegung der Teilchen mit dem Ort und der Zeit
variieren kann. Eine resultierende Geschwindigkeit einer Teil-
chensorte soll durch diesen Faktor nicht beschrieben werden.
Wir haben also die Forderung

Ny

Z Afn (t‘,l‘) = 0 (8)

n=1
an die Af zu stellen.

Der zweite Faktor
ez'fk (r,#)

soll dagegen gerade eine resultierende lokale Stromungsgeschwin-
digkeit beschreiben, die sich der inneren Bewegung Uberlagert.
Wir haben dabei unsere Verallgemeinerung dadurch einge-
schriankt, dall wir diese resultierende Stromungsgeschwindig-
keit fiir alle Teilchen einer Sorte als gleich angenommen haben.

Die Verhiltnisse sind weitgehend analog zu denen eines klas-
sischen Gases. Die innere Bewegung wird durch ebene Wellen
beschrieben, deren Ausbreitungsvektoren sich gegenseitig weg-
heben und keine resultierende Strémung liefern. Dem entspricht

der Anteil§

— 4t r

Yt
Durch eine duflere Kraft aber kann sich dieser ungeordneten
inneren Bewegung eine resultierende Strémung Uberlagern.
Dem entspricht

et'f}, (¢299]

DafB wir die innere Bewegung durch zwei Faktoren charakteri-
sieren, hat seinen Grund darin, dal} ¥ nur den stationiren Mit-
telwert wiedergeben soll, wihrend /4% den zeitlichen lokalen
Schwankungen Rechnung trigt.

Der dritte Faktor )/ g, (r, £) soll zeitabhingige lokale Schwan-
kungen der Dichte beschreiben, Auch hier haben wir g nur als
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abhingig von der Teilchensorte, nicht aber vom Teilchenzu-
stand angesetzt.

Die Funktionen #, () sind nicht mehr allgemein orthogonal.
Wegen der Spinfaktoren sind weiterhin Funktionen zu verschie-
denen Teilchensorten streng orthogonal. IFFunktionen zur glei-
chen Teilchensorte sind noch niherungsweise orthogonal, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.}/ g:(x, 2) weicht nur wenig von dem Wert 1 ab und ist, ver-
glichen mit der Nukleonenwellenlinge von 9, , nur langsam tiber
den Kern verdnderlich.

2. Die Veridnderungen der inneren Bewegung sind klein und
variieren langsam von Ort zu Ort. Es gilt also
ol < (©
Fir Zustinde, die vom Grundzustand nicht sehr abweichen,
sind diese Bedingungen sehr gut erfiillt.
Wenn (3) noch mit guter Niherung erfllt werden soll, wie
wir anfangs forderten, missen die resultierenden Strémungs-
geschwindigkeiten klein sein, es muf} also gelten

| grad f3(v, )| < [E,] (10)

Wir werden am Ende unserer Ausfithrungen sehen, dal3 die von
uns berechneten f, tatsichlich dieser Bedingung gentigen.

Fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators erhalten wir
nunmehr:

7
Huz—z—ﬁz Jur @) dvp;@) dr

+—= 5 Z”a’rldrz wi () v (v) - J () (11)

2 7, 7=1 55 59
4ty

C (Wt M PG+ BLP5 A+ HPE) (p; (v 9y (1) — (1) 9, (r2)

+ Z Zj‘fdrldrOWx (r) ) (r2> . Picf

4, 7/=1 5,5,
/l tl

s () wy (5) — vy (0D w; (1)

+ 2 e f de @, () y§ () PPy; ()

j=1 s,

1S

~
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Bei der Herleitung von (11) haben wir von der ndherungsweisen
Orthogonalitit der y(7) Gebrauch gemacht.
Um die kiinftigen Rechnungen zu vereinfachen, setzen wir

T S 4

Py = Pye " (12)

Da die innere Bewegung keinen resultierenden Strom liefern
darf, mul} immer gelten:

2 ¢, gradg, — @, grad ¢}, = o (13)

(= P, P, Ny, N_; > = Summe tiber alle Zustinde der Teil-

chensorte z.) g
Dann ergibt sich fiir die ecinzelnen Anteile des Hamilton-

operators der Erwartungswert:

Kinetische Energie:

= Z’ [ (grad £y DRACEACEAVIEL

+ '87332 [ B (S at O o)
2 Z f Z (pu <f> A(pn (I‘) £ (f\ d{‘ (14)

Z’ J Z div (¢}, grad g,) dv

4 m

— D[ 2 vt g el S de

Bei der Umschreibung der letzten beiden Terme in vollstindige
Divergenzen haben wir von (13) Gebrauch gemacht. Da die
vollstindigen Divergenzen keinen Beitrag zu 7 liefern, kénnen
wir sie einfach weglassen.

Nun ist aber, wie man leicht verifiziert:

Z Pn () 9,() £:(0) = (D | ] (¥) ,(x) | D) = ,(x) (15)
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also gleich dem Erwartungswert der Dichte der Nukleonensorte 7
am Ort r. Mit der Abkiirzung

T grad £,(5,0) = v,(t,2) (16)
folgt deshalb:

T—lJ‘Zg,b dv 4 ﬁzjz (gradg,)dr

8m

T om -[ Z Z (pn <r> A(p" (1:) £; (t) dr (17)

ny

Bei Verwendung von (15) folgt fiir die potenticlle Energie der
Wignerkraft:

Bl=g [favav-J(v—x] 3 0,00 ()
-%fodrdt’-]([r—r’]) (18)

{ (R On @R On050 <r'>)|

i=1 nyy my
und fiir die potentielle Energie der Majoranakraft:

Ef = ([ avar . J(r—2'])

{[Z (Z Fx ) @, () 1V gi(r) g (r) gfff,-<r'>—f,-(r))) J

z ny

’ lZ ( ; @ () 0, () V g2 (®) g2 (¥') o r® —fk(r')))]}

k

(19)

— W[ dvar . Je—v]) -3 o0 @)

Die Wirkung des Austauschoperators duBerte sich in(19)durch
Verschicbung des Kroneckersymbols und Vorzeichenumkehr.
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Ganz entsprechend folgt fiir die potentielle Energie der Bart

lettkraft
ffdrdx WAGE=EAD
{lers O + ox W] [ops &) + oy ()]

pat

+ [QP— () +oy_ (‘9] [QP—- ) + oy (tlﬂ}

— L favar - J(r—v
A2, (E70n 0 Ve ©a ) o)
=12\ n, _J (20)
2 (Y’% @, ) Ve (¥) g: ") V2O fﬂ”))
41,2 \my
+ .%’4 (Z (pn (r> <pn (r,> ]'[gt' (r) gz' (rl) (?i ;@) /i (t)))
|2 (Z @, () )V ge(t) g (v) VO —SaCe >>) }
£=38,4 mp J
Fir die Heisenbergkraft gilt statt dessen
Bl = ([avavJ(e—v])
{lers ® +op_ ] [ops ) + 05— ()]
[0y () + 0n @] [oys &) + oy _ (‘0]}
(21)

—i—iffa’rdr’-](]r_r b
{[ 2 (Z’ Py @, () Vg @) g ) £V =L J

)
2ok (N, @) Ve (g (x) V0 fur»)]

13,
+[, S (? PrO @, ) Vi () g () Vi1 <r>)) J
[ _Z (Z @r ), () Ver () g () fUr®— fk(r)))]

k=24
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SchlieBlich ergibt sich die Coulombenergie zu

po= [ e

®) (QP + (”/> + 0, (r/)) (22)
—2 (2 7O en e, () g0 £ )

1=1,2 n;m;

und fiir den Anteil des ZuBeren Feldes erhalten wir

pa/ =€ J‘ dr @, <r> {QP+ )+ op_ ()} (23)

Hiermit ist uns eine teilweise Zuriickfithrung des Erwartungs-
wertes des Hamiltonoperators auf eine Funktion der lokalen
Dichten und der Stromungsgeschwindigkeiten gelungen.

Um die weiteren Rechnungen nicht zu kompliziert werden zu
lassen, nehmen wir fir die ¢, ebene Wellen:

it

Fu @) = &Y (24)

Die ¥, legen wir durch die Forderung der Periodizitit auf dem
Rand fest. Sie haben dann die Form

=17 (25)
oder
— 25T - 217 — 27
'éx - L vx ky = _L ’Vy ’éz = ___L vz (26)

(L = Kastenlange, L? = Kernvolumen).
Die Funktionen (24) bilden bekanntlich eine brauchbare Nihe-
rung fiir die Beschreibung von sich frei innerhalb eines Poten-
tialtopfes bewegenden Teilchen. Fiir die Randzone wird aller-
dings die Niherung schlecht.

Wenn von einer Teilchensorte 7 AV, Teilchen vorhanden sind,
so sind im Grundzustand alle Wellen mit

+ v + v < vm2ax,. (27)
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je einfach besetzt. v,,,,, wird durch V; festgelegt, denn es muf
sein:

47
3 B y?nax, P Ni (28)
oder
31V~ s
’szz.r, P = (i};) <29)

Mit (24) und (12) erhalten wir
P o 1_\/, _h
% P, (1') D (t) P 0; (30>

Durch Vergleich mit (15) sehen wir, dal3

;(r) = £:(5) " o, (31)
ist. Man erkennt, dal3
| gydr =1 (32)
als Normierungsbedingung gelten mul.
Mit
fv = Fv + A Ev (r! f) <33/

koénnen wir ¢, als ebene Welle mit ortsabhingigem Ausbrei-
tungsvektor schreiben:

(34)

Um die Werte £, zu erkennen, stellen wir im Anschluf} an Macke
(Ma 34) folgende Uberlegung an:

Sehen wir von der hier nicht interessierenden Strémungs-
geschwindigkeit ab, so kénnen wir statt (24) als Ausgangs-
eigenfunktion

(pn = V-II‘, e’ tyi (3 5)

verwenden, wobei die ¥ Funktionen von r sind, die wir etwa mit
einer Funktion @ ansetzen als

r=(1-4a)r (36)
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Die Dichte am Ort ¢ ist dann gegeben durch

- G
0= 37

wobel

G = (38)

die Funktionaldeterminante der Transformation von t nach %
bedeutet.

Wir gelangen zu vélliger Ubereinstimmung mit unserem An-
satz, wenn wir fordern:

a
0

l'l‘Hl

=0 +af (39)
= G
Nun ist aber
da da da
1+d+x*37 Y ox ?ox
da oa da
G =~ Xy 14+a+ty iy 2 oy (40)
da da da
B Y %z ttatz s

= (1+a)’+0+a)? (xa,+ya,+2z2a)+--.
Wenn
(rgrad)a < (1 + @) (41)

bleibt, was wegen der vorausgesetzten Kleinheit von @ und
wegen der relativ langsamen Verdnderlichkeit sehr gut erfiillt
ist, so gilt

| = g, (42)

Damit folgt in gleicher Niherung
72 *
—zmzfz%@d%@g@dr (43)
At gz (r
- 27”- ;‘J‘ n; <r)

Nun ist aber

L L e 3N \h
Stman Clep [ ar=Femret+(07)" wo
Ty (3
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und daraus ergibt sich fiir die innere kinetische Energie:

34 [ 3\% g 5/,

10m (4;) J dr? Q; (45)
Fir die gesamte kinetische Energie erhalten wir

i

2 2 ad g;
Bl o 30 (T

. 8 gi

. (46)
-3 l2- - 3 ] % 5l
+ 107 (475) f ; e ax

Wir haben somit der kinetischen Energie eine Form gegeben,
in der nur noch die durch Variation zu bestimmenden Variabeln
p; und v; auftreten. Der letzte Term beschreibt die innere kine-
tische Energie und ist identisch mit dem Thomas-Fermi-Anteil.
Den mittleren Term hat v. Weizsdcker (Wei 35) erstmals her-
geleitet. Der erste Term beschreibt die kinetische Energie der
Nukleonenstromung und ist zwar nicht aus der Quantenmecha-
nik des Atomkernes, wohl aber aus dem klassischen Trépfchen-
modell gelaufig.

Nunmehr wollen wir die in der potentiellen Energie auftreten-
den Ausdriicke der Form
2,0 Ve®e ) SO =C (47)

7y

untersuchen. Mit (34) und (42) erhalten wir

C.— VaO&EW) w-s0)
T/

;

S exp 37 (e (g DT} @®)

’Vx ‘Vy ‘Vz

Da sich nach Wigner und Seitz (Wi 34) die Orienticrung
unseres Abstandsvektors r;—r, zu dem willkiirlichen Koordina-
tensystem x, y, # nicht physikalisch auswirken darf, so erhalten
wir fiir (47)

¢, = VEO&E), s S exp vy (49)
v VeV, =
mit
y = (g, )" v —g. ()| (50)
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Wir untersuchen nunmehr

S= 3 exp gy (s1)

VeV, Y,

Wenn wir die Summation durch eine Integration ersetzen, so
gelangen wir zu:

~ v 'La . v
S = ”77'[3)/3 (Sln (lz‘y 'Vmaxl-) - (32‘}}' ’Vmaxi) Ccos (z‘_zy_ v’”“xi)) (52>

Wir beriicksichtigen (29) und kiirzen ab:

(53)
Dann folgt fiir (47)

— ; SN Xy — X; €08 X7\ oo g
Cz' - 1/91 (r) Qi <r ) ( 3 - _-:'L’:f - ) e (/’ = /i @) (54_)

Wenn wir bedenken, dal} g nur wenig von 1 abweichen und au3er-
dem langsam verinderlich sein soll, so dirfen wir in ausgezeich-
neter Niherung setzen

y = (£:00) g,(D) "+ s (55)

mit
s =|r—1] (56)
(55) gilt fur groBe s nicht mehr allzu gut. Fiir diese aber wird

C; sehr klein, und auBerdem sind die Kernkrifte nicht mehr
wirksam. Dann aber wird x,:

Y27 (437! )ll! (Q; (1‘) T O (rl))llA °S (57)

Damit ist es nunmehr moglich, auch die potentielle Energie als
alleinige Funktion der lokalen Dichten und der Potentiale f;
der Stromungsgeschwindigkeiten zu schreiben:

S Javare s ae—vp

(s8)
’ {(91’+ +0p oy, + Oy_) (Qll’i— + Q:D-- -+ ij+ = Q;\’—>

.2 7 2 ! 2 ; : :
Dpt Qpy Qpy — Wp_0p_0p_ — Wy, Oy Oyy— Oy _0y_0y_}
Miinchen Ak. Sh, 1955 30
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mit der Abkiirzung

Orr=0ps @) (59)  wpy =3 TLETIEEERIPE (g
Uusw.

wp, ist definiert durch (57) und (60) und ist also eine Funktion
des Abstandes und der lokalen Dichten. Fiir die Austauschkrifte
erhalten wir:

Eg{{t:f{ ‘”‘ dr dr' - J(|r—1'])
{—(@p+ @ps T 0po Ot Qui Oy F oy 0) (61)
+ w‘fv+ Or+ 9;’+ + 0h_ep_0p_+ c021\74- On+ Ov+ + ON_ G-
T wp, Wp_ 1'[9P+ éli“r. ] 0r-0b- (Upi=Sps) o Up——Tp) 4 ¢ c.)
+ wpp 0y Vers Opr Vews v (7P T e e <) el
P+ PN+ /
+ wpy 0y, Vor 0bs |/ on—0y— (VP e=Ipy) o Uh—~fv) ¢ c)
+ wp_ wyy l"’QP——Q}’— ]"é;w ol (¢ fp- ~fp) ¢ Ukt —fvs) 4 c. c.)
+ wp_wy_ ]"'é;’—zli’_— J QN——QI’V: (¢ Up——1p) ¢ Uw--frv) + cc.

Ty oy ]’/’QN:QEVA.- V ov- va—(é‘i Uns ~Iys) - Sy + c.c.)}

Ef,=L ([ avar j(|r—r))
’ {(QP+ + QN+) (Q;’-;- + 9fv+) + (@p_+ QN—) (pr— -+ @;v—) (62)
o 0)2 ro 2 ro_ 2 I 2 '
P+ OprOp. Wp_0p_0p_ Oy Oyt Oy Wy _Oy_0x-
—pp wp_ Vorr 0ps Ver-gb- (1P Spi) oo =fp) 4 ¢ c)

— Wy Oy ) oxs Ovs Vow- oy~ (¢ VUne ~ie FUN-=Ty 4 e}

B, =2 [ qeav [(je—r') (63)

{= (0ps + 0r) (@;’J{- ‘i'@./n—) —(oyt +ox) (0;v+ + Q;V—)
S w3,+ Opy Q:D+ + wi,_ Op Q;v— + wfv+ On+ Q;v+ er ng_ On- Q./v—
+ 0p 0y Vors 0ps Vews oy (VP IPH) U+ o cie)

+ wp_wy Y or- b V ov-oh- (FVp-~Ib) GUN—~n) L c.c))
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Bp= 2 [[ vty 6
. {<QP+ +05) (9P+ + QP—) - w3,+ Opt 9;’+ - wi,~ @p_ Q/P—}

und fiir den Anteil des dubleren Feldes hat (23) schon die ge-
wiinschte Form.

Die Herleitung der hydrodynamischen Grundgleichungen
aus den obigen Energieausdriicken soll im nidchsten Abschnitt
erfolgen.

An dieser Stelle aber miissen wir noch auf einen wichtigen
Punkt eingehen: Die Strémungsgeschwindigkeiten 9, und die
lokalen Dichten g, sind nicht voneinander unabhingig. Thren
Zusammenhang kénnte man aus der Schrédingergleichung
(3.1) herleiten, von der % ja eine Niherungslésung sein soll.
Ein solches Vorgechen wire aber unserer Methode, Gleichungen
fur Erwartungswerte zu untersuchen, nicht gemaB. Wir stellen
darum ganz in Analogie zur klassischen Hydrodynamik den
Zusammenhang durch die Kontinuititsgleichungen her.

Wir untersuchen also die zeitliche Variation von g, und er-
halten unter Berticksichtigung von (4.4)

d0; . .
Do (1] B+ (B 0] DY)

=, (P |uf 0, H Dy = (D |H uf u| D)) (65)
= 1,172 (D* |[ufu, H]| D)

Auf die fibliche Weise 1t sich zeigen, daB (65) dquivalent ist:

.. %0 1,2
oy ;; 752 J"a’rl...a’rA-{[q,u*( ,,,,25(””—05,” 1;))
1---5 4

l‘l...lA

+ y* Z (0=t 6,y + 0(c—1) 0,

k< j=1
- (W MPY A BP] A HPY) - J(r) v
A
* N7 — 1) S
+ 1/) k<z7;1 ((S (l rl‘) (Sz Iz "k (S (t lj) (51’ Jj/j ij

4
+ p* Z ed, o (r—rj.) o —le C]}

51,
j=1 *7 7

) (66)

A

30"
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0;,5;¢; besagt, dal} s; und #; die Sorte 7 charakterisieren miissen.
Die weitere Entwicklung von (66) geht genauso vor sich wie

vorher die Berechnung des Energieerwartungswertes.
Es folgt schlieBlich:

d0p+ . 1 .
5 — —divep, v, + iE f dv' wp, wp_V 0pi0pr Vor- 0b-

@ B) - ] (1=t [) - (s ~Spe) o Upo=Lp) — c.c)

+ ZL}’Z f dv' wp, oy, Vor 0pr Voxs ove (M +1H)- ] (] r—1'|)

(e PSP Uy ~ I — el 67)

1 : :
+55f dv op op Vers obe Vew-oho - M- J(Jr—7))

(@ pr ~Spy) -~y — c.c)

Die Kontinuititsgleichung fiir die anderen Teilchensorten erhilt
man durch Vertauschung der Symbole: Pund &V, bzw. 4 und —,
bzw. Pund N und + und —.

Zu dem normalen konvektiven Anteil kommt von den Aus-
tauschkriften her noch ein zusitzlicher Beitrag hinzu, der be-
sagt, dal} sich die Dichte einer Teilchensorte an einem bestimm-
ten Ort im Kern auch dadurch dndern kann, daf3 das Teilchen
mittels der Austauschkrifte die Sorte wechselt. Wir verdeutlichen

dies noch mehr, wenn wir die Kontinuititsgleichung fir die
Gesamtprotonendichte angeben:

J :
57 (0ps + 0p) = — div(epy 9py +0p_%p)

+ il}i Ia’r' Wp. Oy, V Ort 0Pt} Q,‘vf'va+ (M +H)- J(|r—2'])
(¢ Pt —Fre) i Uy —fie) — c.c)

+ L J & ooy Veror- Vev—e- (MA+H) [ (r-—])
(¢ oo =S iy =fi) — c.c) 68)

+ Z-lﬁ Id”’ Wps 0y Vors @ Veov-ov- - M- J(Jr—1'|)
(¢ py ~Tpi) i v—— ) — c.c)

+ 5 J v os oy Ver-gr- Vews ey - M- J([r—7'])

(PSP e~ Syd) — c.c)
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Die Bartlettkraft, die nur den Spin austauscht, kann die Gesamt-
protonendichte nicht verdndern und tritt in (68) nicht mehr auf.
Fiir die Gesamtdichte der Nukleonen erhilt man einfach:

sy (@rs + @p-t oy +oa) (69)
= —div (0p; Ops - 0pYp_ F 0y Opp F 04 On)

Die Austauschkrifte licfern hier gar keinen Betrag mehr, da
sie nur die Teilchensorten austauschen koénnen, aber die Ge-
samtdichte der Materie nicht mehr beeinflussen. Die Aussage
der Formeln (67) bis (69) entspricht also durchaus dem, was man
anschaulich erwartet.

6. Die Grundgleichungen der hydrodynamischen
Kerntheorie

Die im vorangehenden Abschnitt hergeleiteten Ausdriicke
tir die Hamiltonfunktion und die Kontinuititsgleichungen rei-
chen aus, um in bekannter Weise aus dem Hamiltonschen Prin-
zip eine Kernhydrodynamik abzuleiten. Die auftretenden Glei-
chungen haben aber eine komplizierte Struktur: Wir gelangen
zu nichtlinearen Integrodifferentialgleichungen.

Gliicklicherweise jedoch gestattet die kurze Reichweite der
Kernkrifte eine erhebliche Vereinfachung. Unsere erste Auf-
gabe wird es deshalb sein, die Hamiltonfunktion und die Kon-
tinuititsgleichungen auf eine einfachere Form zu bringen.

Zu diesem Zweck machen wir die Variablentransformation:

=1+ 3 (1)

N/

und entwickeln die Funktionen von v’ nach Taylor:
Dann erhalten wir fiir die Wignerkraft:

- w ¢ »
Ep=23 ——|dr [a8-7 (2)

-
i, k=1
oo

< 1) 1)
. : (Qf (¢r) 0 — 0,40, 0; ( LI) Wy ’3;-)-

v!
vy =(
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Die Winkelintegration beziiglich 8 kann ohne Schwierig-
keiten durchgefiihrt werden und liefert:

EY, — i’-’zﬁufdrfdw-](s) (3)

5, k=1
{9; 0c— 00 @; @, 0,0, + o (0: A4 0x — O 0,0 A a'u) + - }

Bei der Integration fallen also alle Glieder heraus, die die Kom-
ponenten von 8 nicht in gerader Potenz enthalten. Die Gréfle s
hat die Bedeutung s=|r—r'| (4)

AuBerdem haben wir abgekiirzt:

By = (s, 0, (1), 0z (1)) (s)
Die Form (3) von (5.58) hat eine einfache Gestalt und ent-
hilt iiberdies keine neue Naherung. Fir die weitere Analyse
aber bietet sie eine eigentiimliche Schwierigkeit. Da im Innern
des Kernes die Dichten langsam verdnderliche Funktionen des
Ortes sein sollen und da die Kernkrifte eine kurze Reichweite
haben, geniigt es, in (3) fir £}, die ersten Entwicklungsglieder
zu beriicksichtigen. In der Randzone dagegen dndert sich die
Dichte rasch, und wir mii3ten sehr viele Glieder mitnehmen. Wir
erhalten aber eine brauchbare Anndherung an die tatsichlichen
Verhiltnisse, wenn wir annehmen, da8 fiir [¢'| << R die Dichte
o(t") durch die Taylorrethe wiedergegeben wird, dagegen fiir
|¥'| >R p(+') = o gilt. Dann kénnen wir uns bei der Berech-
nung von (5) stets auf die ersten Glieder der Taylorentwicklung
beschranken, und der Einflul der Oberfiiche des Kernes duBert
sich in einer Beschrinkung des Integrationsgebietes.
Wir schreiben darum (3) um in:

R +1 2n 2R

Ef, = [rtdr [ dC [do[ ds-p@,s) - %p(r,9) (6)
0 =1 0 0
mit
s oW o
xp (s, s) = kZ' T-/(S) {91@&‘ 0,4 0;04 0; O @
f, k=1
+ 2 (o; Aoy — 6:40,0; Addyop) + -+ }
R +1 2n

ps)=[r2ar [ar [y s(s—yAF7=2r7C)
0 —1 0
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Wir berechnen

R le+ |
2 )
P, s) =- = l v dr [ oada 8(s — o) (9)
0 Jr—r|
r. r+"r'
=i;ll rdr J adoa O(s— o)
0 r—r'
R r'+‘r
+»-27n—‘[ 7Nl J ado 6(s — o)
4 7s? fir R >s+r

=1 2L (R (s— ) fir s—r <R <s+7

>

o fur R << s—vr

Eine fir die meisten Zwecke ausreichende Niherung erhal-
ten wir, wenn wir bilden:

. R . +1 2n
P = 6[ 4z E dibfdw("“) (10)
3 Ly

_ 2 3 & 1 s
=47 (“r + 7 1t R3)

Es folgt fiir E},’a',:

2n 2R

R +1 7
Bl = [rrdr[dt [do [ds-p@) np@s) (1)
0 —1 0 0

Nunmehr untersuchen wir w,. Wir setzen dazu

e; = 61' + 61' (12}

wobel
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die mittlere Dichte der Sorte # darstellt. ¢, gibt die Abweichungen
von der Gleichverteilung an. Damit erhalten wir:

o = w) = 0@) + @ (92), ., 09

+ '(,1,‘,‘_21-1.)2 (Z;E:;)x_ T

7T Xy
worin
_ o N s
¥ = 2n (—167# —A) R, (15)
und
sin T;—X; cos x; 3 . -
CU(X;) =3 — _;{.:; -t = % ]1<xi) (16)

ist, wobei j, (x) die sphirische Besselfunktion zum Index 1 be-
zeichnet.
Da

s L e
o = 2n( N (@t oy - an)

(1 Oy 1 0%
= .

e w T

ist, so erhalten wir fur (14)

9

3 . N (5,’ . (S; . .
w (xz> - j:;’, J1 (‘ri/\ - 5{ J2 (}\’1-) + ! (1) (]2 (xl> + X: 73 (xi)) + e
_ 0. &2
= fi-‘*—zﬂi t/é" +7/i l/éf + o (18>

wenn wir bis zu Gliedern zweiter Ordnung gehen und von den
Sitzen tber die Ableitung von Besselfunktionen Gebrauch ma-
chen. Die Abkiirzungen ¢, #;, v, haben nach (18) die Bedeutung

;= }:l, Ji (&) ;= — o (%) (19)

v; = ;) (]2 (xz> + x:]3<xt>>
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a9

08 t(x)

a7 \

N
. AN

05

04

03

02

a7 |

0 L = i |
0 05 10 15 20

Schaubild 1. Korrelationsfunktionen #(x), # (x) und z (x) fiir kleine Argumente.

Sie sind nur noch Funktionen von s. Der Funktionsverlauf
ist in Schaubild 1 aufgetragen. Man erkennt, daf} fiir kleine
x; (< 2) die Relation erfiillt ist

,vi,, < ‘”il < l(z' (20>

Nach (15) liefern aber wegen der kurzen Reichweite der Kern-
krifte nur Werte von x <7 ungefihr 2 merkliche Beitrige. Die
Reihe (18) nimmt darum rapid ab, und fiir die meisten Fille
reicht es aus, wenn nur das erste Glied beibehalten wird.
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Durch Einsetzen von (18) erhalten wir in véllig ausreichender
Niherung:

=" [ ar [ ps). /@) ds- >

i A=l
{Q;Q/é [(1 — 0,4 (fi =+ ek;fé 22 ”b)] (21)
-+ —;— 0; 40, [1—96,, zi]}

Ganz entsprechend diirfen wir bei den anderen Kernkriften
vorgehen:

Fir die Majoranakraft erhalten wir:

B, = M [ ar [ p) .7 ds Y

i k=1
9,
{Qz’gk (tx tl? 6!/& + T uk t + -

+ - 2 0, 4o (%, —6,:p) + ’1% Vo, Ve (22— 5;’&)

t (pe
-l% (VQ &)’ 0; (2,8, — 96, (22)

6 0;0; 71 (b '—v,{'>2 ¢ 6;’1:)}

In ganz analoger Weise gelangen wir fiir die Bartlettkraft zu:

Efot ‘{'Jﬂ dr f? (s)-J () ds-Yepy + o) (@py+on)

+(op—toy) (@p_+04)

2 @pr— 9P+ ep.— QP—
—0p+ (tP+ + 20p tpy | — 0o tp_ 4 - 7. 2 lp_tp_

ery

P—
Oyt —0 Oy——0x_
2 e N+ Oy 2 [ V-0
Oy (Ixe + 5 2044 ”N+)“QN— Iyt g 2ly uy
oy Q-
0p_—Cp_ Cpt—Cpy
—0py 0p_ |22p  tp + -2l Uy T 28 up, (23)
Cp- 9P+
Oy_—Cx_ Oyt — [
TON O\ 20y Pt T 2y ey T 2y Uy
On— v+

2 2
+ 2 (opy + 91v+) 4 (0py + QN+> + - (0p-+oy) Alop_ + 04)
6 6
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52 2 52 2 52 9 52
— 4@, fprA0py — 6 Qr-tph- dop_ ~— 6 0n+ Tvy Ay, — G'QN_l‘fv_AQN_

52
— S tpy tp
(repy)? (rop)?
: (QP+AQP_+QP—AQP++ Vep VOp.— ; EKL—'QP——':”* P—9P+)
P+ Z @p.
52
— o Ly Lo (23)
A A 1 (VQN+)2 1 oy )?
oy dow-ton-doys VO VO~ 5 Tews -T2 e 9N+)
4 _

+ g‘ ’2;;2 (tpy tp_0py 0p (Pp — 8,)% + Ly B Oy Oy (Opry — DN—>2)}
Fiir die Heisenbergkraft folgt entsprechend:

B, =2 ae [p(5)- ] () ds

|~ (et 00 0 Fe0) = ews +e2) (e + )

Cpy—0py 2 ep-—Cp
+Qp+<tp+ +_T‘2tp+”1’+)+91=— t?v—"f‘_—@—‘ZtP— Hp_

P—

Onr—Ony Cp——0Op-
4 91v+(t1v+ + BT 2y Uy )+ o (t?v—‘i‘ . 7 Lar ”N—)

Ons—Cny epy—0p
+ert 9N+(2t}’+ vy T I 2tpy tyy T ——e;— 20y, Uy
On_—0x 0p_— 9}’—
+0p 0y (2 Lp_ty_+ T oo 2tp ty_ + T 2%y up—) (24)
N -

- %2' (epst 004 (0ps+ 0p) — ';—2 (o + o)A Oy + Oy-)

52 52 52 2
+ Ger+ 12,,+A 0ps + G 2r- t?v— Aop_+ EQN+ t§v+ Aoy, + % QN—tzgv—A On-

52

Tl tyr
1 (Vepy)? 1 (Vexy)?
’ (QP+ Aoy toy A0p +V0p VONL—7 - ev+— 5 S 9P+)
2 Qpy - Ny
52
ety
(Vep)® (Voy )
'(ep_A oyt 0w Aor Ve Vor — 5 Oy QP—)
P N

52 2m?

T8 5 (tps tys 0y Ony Opy — Oy S F1p by 0p 0 (Op-— bzv—)e)’
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Fiir die Coulombenergie diirfen wir die Taylorentwicklung
wegen der groBen Reichweite der Coulombkraft nicht durch-
fihren. Wir halten an der Form (5.64) fest.

Auch die kinetische Energie bedarf keiner weiteren Umfor-
mung.

Demgegeniiber miissen wir bei den Kontinuititsgleichungen
ebenso vorgehen wie oben. Aus (5.67) folgt nach einiger Rech-
nung, wenn wir die niedrigsten Nidherungen beibehalten,

PQP+ 2m

2
o = —div0p Ve gy fP(S) J()ds - 2
[(M—B) wp, wp_ 0py 0p_(Op, —9p_) (25)

+ (M +H) op 0y, 0py 0y (Opy — V)

| 3 ( _—
+ M wp, 0y 0p, 0y (9p, ‘*‘A’—)] |

sowie die entsprechenden Gleichungen, die durch Vertauschung
von + und — bzw. 2 und &, bzw. + und — und P und NV
daraus hervorgehen.

Man erkennt, daBl sich die Kontinuititsgleichungen in der
Form schreiben lassen

de;
at

- div g;v; =0 (26)

Die Sortengeschwindigkeit ¢ ist aber nicht identisch mit der
Geschwindigkeit der Teilchen der Sorte 7, da wir nicht nur kon-
vektiven Spin- und Landungstransport haben.

Die Integrationen nach s sind in allen obigen Ausdriicken aus-
fithrbar und liefern Konstanten fiir unsere hydrodynamischen
Gleichungen.

Wir wollen fiir den allgemeinen Fail nur die Hauptterme der
Grundgleichungen herleiten, um nicht zu schwerfillige Formeln
zu erhalten. Die néchsthéhere Niherung wurde von uns eben-
falls berechnet; sie liefert einen vernachlassigbaren Beitrag.
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a = [ J©p@)ds
bip= [ J() 2 ) t;t,ds 7)
o= [T p) 5 bty ds

und erhalten, wenn wir die Abkiirzungen

/;l.l.
= S (W—M+B—1H)+ =W+ M—B+H)

S W—H) + B (M—B)

LW B) -+ (M40

a

2

Wy

LWLy

(W B+ (Mt H)

CW—d)+ (M E)

qu'z' -

iz

a3

Mg

Moz

Hoq

Maq

= Uxn

= Un

= Hg

= Uz

= M4g =

= Mg

2771
72
297
A2
27
_752
2
}1,:2
2

7‘12

2m

%2

(28)
10 (M — B)
o3 (M +H)
- M (20)
Coys M
o (M + H)

30 (M — B)
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verwenden fiir die Hamiltonfunktion: (einschlieBSlich Mehr-
korperkrifte)

e [l Somt e 3 1 :
— v _'2 ZQ;‘D;' + Z 2 i Qi Qk (vi— vk)
i=1 fh=1
4 3}12 3 2/, 5 41 o
+ 2. Son (m) o + X oy 0.0, adtleTe (30)

=1 s Ah=1

+(ete) @+ [ av (Qlil‘?;i_(@xi@}

v

Vom Standpunkt der hydrodynamischen Theorie stellen die
in v, quadratischen Terme die kinetische Energie des Systems
dar. Die erste Summe enthilt den Anteil der konvektiven Be-
wegung, die Doppelsumme riihrt von der Trigheit des Mesonen-
austausches her.

Die iibrigen Terme beschreiben die potentielle Energie, auch
der von der inneren Bewegung herrithrende Term proportional
0/*>. Man muB Arbeit leisten, um die Dichte an einem Punkt zu
erhéhen, da man wegen des Pauliprinzips die Geschwindigkeit
der inneren Bewegung vergréfern mul.

Die Kontinuititsgleichung hat nun die Form

2o; : :
a% = = le (Qz vi +k2 fui.é Q:’Qé (D’-— Dk)) (31)
=1

Da v; und g, die dynamischen Variabeln sind, folgt aus /7 die
Lagrangefunktion

2 lu;'
szdf {%(Z@ib;_{" 2 ,,k9i9k<bi_bl‘)2)
7 £,k =
3 A2 _3_)2/3 . 5o - 20
10 \47 Q;’a‘“Z“ikQ;Qk—“e = (32)
ik

B

—elote) P —[d et 0) @6+ b

die sich auch als
L=T,—Uy, (33)
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schreiben 1a8t, wo 7 und U, die oben beschriebene kinetische
bzw. potentielle Energie unserer hydrodynamischen Theorie
darstellt.

Zur Ableitung der Bewegungsgleichungen benutzen wir das
Hamiltonsche Prinzip. Bei der Variation miissen die Kontinui-
tiatsgleichungen beriicksichtigt werden, wir koppeln sie mit La-
grangeschen Parametern an. Es folgt:

6J‘L dt = 6Ja’z‘ de L:Zg,.(gradq)f

x A2 )
+ = Z L Qx 12 (grad (¢z —(Pk)) 11 m (437t) Qilg
—Z“}éo 0s— e (o) + 02) P, — ac’e"® (34)
jdl" (o, + @ ) (91 + 03) Z 1 (__ — divo, gradtp,)

= Z (4, — 4 div 2% o0, grad (g, —%)}

Hierbei haben wir
b, = —gradg, (39

gesetzt, was im Rahmen unserer Vorstellungen immer mdoglich
ist (vgl. [5.16]).
Wir variieren ¢, und erhalten:

4
—mdiv (g, grad g ) —m 2’ p,, dive,0, grad (p,—¢z)  (36)
A=1

4

—div g, grad 4,— > p,, div p,0, grad (4,—1,) = o
E=1

Aus diesen Gleichungen liBt sich 4, bestimmen. Wir erhalten
cinfach:

A o= —me, 37)
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Fiithren wir die Variation von g, aus, so folgt nach (34):
m 9 m é 2
= (grade)” + - 2 Mo O ((grad (p.—9p)

7 3 \¥s 2 B
T 2m (471) 96/3_2 Z %, 2 Qb——dbgb((’ 00) ( 8)
‘ 3

oA
—e® (8,; 4 0,5) — o, T grade, gradi,

+ _5; e 0 grad (A, —2,) grad (p,—g@,) = o

wobei

o, = (D‘—}—eh‘"dr’ 9‘+Q," (39)

[t—1'|

das gesamte am Ort r wirksame elektrische Potential ist. Mit

(37) folgt:

¢ Qe
gjt — 7: (grad gv,)2 — '7: 4? U, » 0, (grad (‘PE—%))Z (40)

2m

N - 5(9—00)_ 7 *ha /a
2%’ a,,0,— abe (471) —e®, (6,14 9,5) =

Durch Anwendung von — grad ergibt sich:

ob
m—— -+ mv, grady, —I———grad (Zﬂzk@k(b —bk)z)

+ X'y, gradg, + aé? gradg £ (41)
— @3, +8,5) = o

wenn wir
B2 4 \2
Vie = 2%+ 0y 3m (4371) " §T‘/a (42)
i
setzen.
Die Struktur von (41) entspricht ganz derjenigen der phino-
menologischen Theorie von Jensen und Steinwedel. Im all-
gemeinen durfen wir v und o als kleine Gréfien ansehen — nur
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unter dieser Voraussetzung gilt unsere Ableitung — und diirfen
in guter Ndherung mit der linearisierten Gleichung

m % + X y,, gradg, - ab? gradp e @~
! (43)
—e€ (9, +9,,) =o0
rechnen.

In der Ndherung der linearisierten Gleichung wollen wir noch
mittels (31) v, eliminieren und eine Differentialgleichung fiir die
lokalen Dichten allein aufstellen.

Dazu multiplizieren wir die Gleichung fiir v, mit

(1 + Zlu’t}cék)
&
die tibrigen Gleichungen fiir v, (7 == ¢) mit

i O
und addieren unter Bildung von —div:
%o

4 4
£ — Ao, — 0. —_y. A
o2 1_%’17}51 9; ;',kZ-;l[u” Q; (yzk y;l:) 0 (44)

?Il.—-

s 4 4 _
+ 47Z€2<Ql+92) [(1 +k2_71;uzk9—k) <6el+ 6:‘2) - Zlﬂez'gx' (61'1+ 6:'2)]

— div (ab*gradp £©7%) = o

da

div€, =o (45)
und

div €,,,, = 4me (o, + 02) (46)
1st.

Fir die meisten Zwecke ist es vorteilhaft, noch eine Variabeln-
transformation durchzufiihren:

Es sei
4
ne = 2 gi:0; (47)
=1
Ld
Qi = 4 S gi,{' 7](‘ (48)
k=1

Miinchen Ak. Sb. 1955 131
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1 1 1 1
1 e oy |

Eri = 1 —1 1 ai (49>
1 ~—1 ==1 1
Wir erhalten dann aus (44):
o® A??/z
72 E 49‘ gvegz,u 312 77/1 - #’Zz’: __4_ yex gvegx/:
+ .{:_;ueiﬁi(yeb y:k) -y gvegku (SO)
Hye, Ry 1
4
—27E€2<Q+§) ngz (521—{—652)
e=1
- Z Iu’ek Qk gve<6kl + 6&2 52)}

- Z e div ((lé grad 965(9—'00)

Besonders einfach werden die Verhiltnisse im Fall des ,,Normal-
kerns‘‘, der charakterisiert ist durch

Opy = 0p_ =0y, = Qy- = (51>
Dann wird

Y= Y2 = Va3 = Yas = ’n
V12 = Vo1 = Va1 = Va3 = V12
V13 = V31 = Va1 = Va2 = V13 (52)
Ve = VY = Vs = V32 = Vs
und
fag = My = Hgq = Mgz = U1z
M1z = Mgy = llag = Mg = [i13 (53)
i = gy = Moy = Hgp = [lyy

Eine sehr gute Anndherung an (50) erhalten wir, wenn wir
auch bei Kernen, fiir die (51) nicht erfillt ist, (52) und (53) als
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giiltig ansehen. Eine Begrindung fiir dieses Vorgehen erhilt
man sofort, indem man analog zu (14) bis (20) zeigt, dal3

G, &

0, —
£ = to+ g ——" (54)
e
mit
ty = %0]1 (%0) (55)
und
#y = — 7 (%) (56)
sowie
a\Ys
Xy = (281) : 7%; (57)
ist.

Wegen |, < ¢, ist bis auf Glieder zweiter Ordnung

4, = 1y (58)

3

und damit gilt auch (52), (53) bis auf Glieder zweiter Ordnung.

Damit wiaren wir am Ziel. Die genauere physikalische Dis-
kussion dieser Gleichungen soll in den nichsten Abschnitten er-
folgen. ’

7. Der Grundzustand stabiler Atomkerne

a) Die Nukleonenkonfiguration

Das erste Problem, auf das wir unsere hydrodynamische Kern-
theorie anwenden wollen, ist die Berechnung der Nukleonen-
konfiguration und der Bindungsenergie von stabilen Kernen.

Da ein stabiler Atomkern sich in einem stationdren Zustand
befindet und die Nukleonenkonfiguration zeitunabhingig ist,
tritt eine erhebliche Vereinfachung der Formeln ein.

Wir kniipfen zweckmiBigerweise an die Ausdriicke fir die
Bindungsenergie an, die wir im vorhergehenden Abschnitt her-
geleitet haben. Wenn wir von den g, zu den 7, Gbergehen und
explizit einfithren:

*

31
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M =0 =0py +0p_t+oy.to,-

Ny — 5 — QP.+. +Q}’— —Oy4 —On-

(1)
Ny =17 =0py —CQp_ 1 0ysr —0n-
Ny =10=0p, —0p_—0yy +0y-
so erhalten wir:
£ = Jar (i) (14355
tifar[as j pe 0@l (w=L L)
a2 )
+4far[ass@pe el -2 —L) +a(—L -2
3 farfar st~ 2) s )

_}_%j‘dr'[df'/(f)ﬁ(”; Dl -
+ = fa’rfdr { —+&@©+£)
—%[@w @+~ +0 o+

In dieser Formel sind vernachlissigt die hoheren Glieder der
Taylorentwicklung, héhere als quadratischeGlieder in E/g, 77/9, C/Q
und die Abweichungen der w;w, von 75. Wir diirfen sicher sein,
daB alle diese vernachlissigten Terme sehr klein sind gegen die
beibehaltenen, denn wie wir gleich zeigen werden, sind p, &, 7, {
niherungsweise konstant, aulerdem sind &, 5, { < ¢, und schlief3-
lich wissen wir aus Abschnitt 6, daB die Abweichung der w; w,
von #2 relativ klein ist.

Eine genauere Berechnung ist von uns durchgefiihrt worden.
Die Ergebnisse weichen von denen, die aus (2) gefolgert wurden,
nur unwesentlich ab.
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Wir beschrinken unsere weiteren Betrachtungen auf den Fall
vélliger Inkompressibilitat, der frither schon von Danos
(Da 52) untersucht wurde:

0 =0 (3)

Um die Bestimmungsgleichungen fiir die Nukleonenverteilung
zu erhalten, brauchen wir nur (2) nach &, #, { zu variieren:

2k Ks(r)+ I[r~r| —(+£&) =o @
277.5’;(()_]:)—_—0 Zé‘_j(éoﬁ:o (S)

Hierin ist

Ke(ry }12( 3 )2/3 _1)
0

g6 6m\16m
cifasopeal-y- g val-i-4)
‘KZEI)' - % (1gn)% 0, % ©
jds J(8)p(x, J)‘(_ M ) (_ W _)}
'Zif), - 5(1635)2/ Y fdf J®p, s)]—___to %

In (4) und (5) haben wir den kleinen Anteil des Coulombtausch-
integrals weggelassen. Aus (3) folgt:

n=o0 {=o (7)
In (6) ist p(r,s) durch (6.9) gegeben. Vergleichen wir K. (7)
mit dem Mittelwert ]?E, so sehen wir, daf} der Beitrag der kine-

tischen Energie unverdndert ist. Fir den Beitrag der potentiellen
Energie gilt:

]i?m =1 fir »r< R—b (8)
Epw

T ) ) )
Va 2 b 16 b 4 s 4

Epv
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Hierbei ist unter Z’Hw der Volumenanteil der gemittelten po-
tentiellen Energie der Asymmetriekraft, also

[—(:“., = @jds-;;nsz

M H ’
=) al-

verstanden.

Die obigen Formeln sind fiir ein Kastenpotential hergeleitet.
(8) gilt exakt fir den ersten Term in der geschweiften Klammer,
fiir den Term mit 7; dagegen nur in sehr guter Niherung. Fiir
das Exponentialpotential erhalten wir eine gute Ndherung, wenn
wie die Formeln (8) und (9) tibernehmen und fiir 4 den Wert

b = ﬂ/o.282

einsetzen. (Vgl. BL-]J. 49.)

In Schaubild 2 ist £, (») fiir das Kastenpotential IT und Radien
von 5 bzw. 7 - 1071 cm aufgetragen. Man sieht, dall der Ab-
fall der Form und GréBe nach weitgehend unabhingig von R ist,
im Abstand 4 vom Rand beginnt und am Rand auf einen Wert

~ K (o) hinfiihrt.
Wiirden wir unzuldssigerweise in (4) den Wert ]?5 fur K(r)

einsetzen, so erhielten wir durch Anwendung des Operators 4
die im Innern des Kernes giltige Gleichung:

Af— 2% 1 8) = o (10)
SA’E 0 /

Unter Einfihrung von

0+ &

(11)

0y =

18

und
g __ 4melg
D? = 8[?50 (12)

gelangen wir zu der Gleichung

AQ/)—D2Q/, =0 (13)
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Genau dieselbe Gleichung hat Danos (Da 52) aus dem phi-
nomenologischen Trépfchenmodell gefolgert. Sein mit einer
Asymmetriekonstanten von 20 MeV berechneter Wert flir D?:

D? = 0.955 - 10** cm~
stimmt sehr gut {iberein mit unseren Werten:

D? = 1.008 - 10** cm~? fiir das Kastenpotential I
D2

D? = 0.992 - 10** cm™2  fir das Exponentialpotential.

0.953 - 10** cm™?  fir das Kastenpotential 11

Wegen der deutlichen Abweichungen, die X(») von X auf-
weist, diirfen wir unsere Diskussion aber nicht an (13) anschlie-
Ben, sondern missen auf (4) zuriickgreifen.

Fir eine kugelsymmetrische Verteilung kénnen wir in dem
Integral in (4) die Integration nach ¢ und ¢ durchfithren und er-
halten:

0, () = - 09— 8“}?;;) Qo( irr 0, d7r' +|r o, dr') (14)
0

Wir lésen (14) durch Iteration und gelangen in niedrigster
Niaherung zu:

I

_ 1 3 & L1 2/, 1. 7%
9, (7> - —2'90 (1 T 6 K (7) 7€;A (1 ”—? /(2)) (15>

Man liest aus dieser Formel bereits alle wichtigen qualitativen
Ergebnisse ab. Fiir X, == const erkennt man, daf3 eine Zunahme

A . . . .
von - — z proportional A’k auftritt. Die Protonendichte

wichst gegen den Rand zu an. Mit dem X ,(») von (6) dagegen
erhalten wir einen Anstieg nur bis » = A — 4. Dann tritt infolge
des Absinkens von K, (7) ein Abfall der Protonendichte ein. Dieser
Abfall nimmt seiner GréBe nach mit 4% zu und ist fiir leichte

Kerne gering, fur schwere aber merklich. Der Mittelwert von

é — z bleibt gegeniiber X, = const praktisch ungeindert.

In Schaubild 3 ist der Verlauf der Protonendichte mit 7 fir
einen relativ leichten, einen mittleren und einen schweren Kern
aufgetragen.
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Bei unserer Ableitung haben wir das absolute Energiemini-
mum fiir vorgegebenes 4 aufgesucht und keine Ricksicht darauf
genommen, daBZ,, Z_, N, N_ ganzzahlig sein miissen. AuBer-
dem koénnen bekanntlich Kerne, die nicht unmittelbar am Grund
der Energietalsohle liegen, stabil gegen g+ und f~-Zerfall sein,
weil die Umwandlung in den stabilsten Kern iiber energetisch
ungiinstigere Zwischenkerne erfolgen muf3. SchlieBlich miiiten
wir bei Verwendung von richtigen Potentialtopfeigenfunktionen
an Stelle von ebenen Wellen und bei Beriicksichtigung der Spin-
bahnkopplung in (2) noch Zusatzterme berlcksichtigen, in die
die Schalenstruktur der Kerne eingeht.

In formaler Weise kénnen wir all dem dadurch Rechnung
tragen, daB3 wir die Nebenbedingungen

[édr=Z +Z_—N,--N_
f ndv =2, —Z_ +N_ —N_ (16)
[tdv=2, —Z_ —N, +N_

mit Lagrangeschen Parametern bei der Variation beriicksich-
tigen und diese Parameter durch Einsetzen der Lésung in (16)
festlegen. Fiir stabile Kerne kann Z, + NV, —Z_—/N_ und
Z, +N_—Z_— N, nicht viel von O, Z — N nicht viel von
dem nach (15) berechneten stabilsten Wert abweichen. Dem ist
auch wirklich so, wie ein Blick auf die Tabelle der stabilen Kerne
beweist. Die Niherung (15) liefert allerdings fiir schwere Kerne
noch keine allzu gute Ubereinstimmung, wir miissen einen
Iterationsschritt weitergehen.

Wir geben fiir einige A den stabilsten Wert von V=2 an und

A
vergleichen ihn mit den in der Natur auftretenden Werten.
T N
A th. A exp.

40 0.084 o biso.10
100 0.142 0.12 bis 0.16 (1)
160 0.187 0.175 bis 0.20
200 0.216 0.200

238 0.228 0.226
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Die Abnahme der Protonendichte am Rand, die wir aus (15)
abgelesen haben, fiihrt dazu, dafl bei Radiusmessungen mittels
elektromagnetischer Methoden ein kleinerer Wert fiir R gemessen
wird als bei der Radiusbestimmung mit Hilfe von Nukleonen-
streuexperimenten. Der Oberflicheneffekt der Ladungsasym-
metrieenergie erklart also mindestens teilweise den zunichst so
tiberraschenden Befund des verkleinerten Protonenradius. Zu
diesem Ergebnis kamen auch mit etwas anderen Methoden
Wildermuth und Mittelstaedt in kiirzlich erschienenen Ar-
beiten (Wm 354, Mi 55).

Fir eine quantitative Beschreibung des experimentellen Be-
fundes kann aber (15) nicht ausreichen, wenn wir mit &£, (») nach
(6) arbeiten. In Wirklichkeit fallt nimlich die Gesamtdichte nicht
jah ab, vielmehr tritt cin stetiger Abfall innerhalb einer Randzone
von der Breite ca. 1,6 10713 ¢m auf (Wei 35). In dieser Rand-
zone hat die kinetische Energie einen kleineren Wert als im
Kerninneren, da die Teilchen bei ihrem Anlaufen gegen den
Potentialberg am Rand abgebremst werden. Der Beitrag der
potentiellen Energie beginnt in einem Abstand 4 vom Anfang
des Randabfalls abzusinken, die Abnahme ist aber zunichst
weniger steil als nach (8). Am Ende der Randzone ist der Bei-
trag der potentiellen Energie auf einen Wert abgefallen, der etwas
kleiner ist als K, ,(R) nach (8).

In Schaubild 4 haben wir halbquantitativ den Verlauf von
K¢ (7) bei stetigem Randabfall dargestellt. Es ist anzunehmen,
daB die Wirklichkeit nicht stark von diesem abgeschitzten Ver-
lauf abweicht.

Um p, zu erhalten, brauchen wir nur in (15) g, durch p zu er-
setzen und den korrigierten Wert fiir K,(») zu verwenden. Der
Dichteverlauf fiir o, bei vorgegebenem g ist fiir 4 = 200 in Figur 3
aufgetragen. Der Radius der Protonenersatzkugel sollte etwa
7,7 + 1078 c¢m betragen und ist damit um rund 0.8 - 10733 ¢cm kleiner
als der Kernradius nach Nukleonenstreuversuchen. Wendet man,
was allerdings wenig sinnvoll, aber bisher iiblich ist, die Formel

R, =R, - A (18)
an, so erhalt man fir Rh bei 4 = 200
R, ~ 1.32-10¥cm (19)
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Schaubild 5. In dieser Figur ist der stabilste Dichteverlauf der Ladung bel

vorgegebener stetig abfallender Gesamtnukleonendichte unter Verwendung

der Asymmetrieenergie des Schaubildes 4 dargestellt. Auch diese Figur hat im
wesentlichen nur qualitative Bedeutung.

Dies stimmt gut {iberein mit den Uberlegungen von Wilder-
muth, deckt aber nur ungefihr die Hilfte der experimentell
beobachteten Radiusabweichung. Der Differenzbetrag ist nach
Wildermuth wahrscheinlich auf eine inkonsequente Analyse
der MeBergebnisse zurtickzufiihren.

Abschliefend méchten wir noch betonen, daf3 unsere quanti-
tativen Aussagen tiber den Protonenradius noch eine betricht-
liche Unsicherheit besitzen, dall aber allen qualitativen Folge-
rungen grofles Vertrauen geschenkt werden diirfte.

b) Die Konstanten der Bethe-Weizsicker-Formel
Nach Abschnitt a) gilt in guter Niherung

=0
§=(Z, +Z_— N, —N)A4 -,
N=(Z,—Z_ +N,—N)A g (20)

{=(Z,—Z_—N, +N)A4-g
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Wir diirfen dann ohne weiteren Fehler p(r, 5) durch p(s) er-
setzen! und erhalten aus (2)

E = A-{-a+c-A‘1’3—{—dZ2-A“/3

AR R A R

(£t zm ey

+ &, ;

Aus der niedrigsten sinnvollen Niherung wunserer Theoric
folgt also die Bethe-Weizsicker-Formel. Wir haben gezeigt, daf
diese Naherung bereits eine gute Approximation der Wirk-
lichkeit darstellen sollte, so daB3 (21) den empirischen Befund gut
wiedergeben miilte; diese Erwartung wird bekanntlich sehr gut
bestitigt.

Fir die Konstanten von (21) liefern die Potentiale aus § 1:

Kastenpotential I
a = —12.55 MeV (22)
¢ = 22.6 MeV
K.= (2075 —10.45 - A7) MeV (= 18.65 fiir 4 = 123)
K, = (13.60— 4.54+ A7) MeV (= 12.50 fiir 4 = 125)
K,= (17.20— 7.52- A7) MeV (= 15.70 fiir 4 = 123)

Kastenpotential II

a = —14.45 MeV

¢ = 254 MeV

K= (22.35 — 12.35 + A7) MeV (= 19.80) (23)
K,=1(13.20 — 4.40- A7) MeV (= 12.30)

K, == (17.75 — 8.40 - A7"") MeV (= 16.10)

1 Die betrichtlichen Abweichungen von Asymmetrieenergie und Protonen-
dichte vom Mittelwert, die in der Randzone auftreten, konnten zu der Ver-
mutung Anlal} geben, dafl mit (20) die Asymmetrieenergie falsch berechnet
werden konnte. Das ist aber nicht der Fall, weil sich beide Effekte weitgehend
kompensieren; wo &% () klein ist, da ist g,, und g, grol und umgekehrt.
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Exponentialpotential

a = —14.15 MeV

¢ = 27.9 MeV

K= (21.65 —13.1 - A7%) MeV (= 19.03) (24)
K, = (13.90 — 5.55 - A7) MeV (= 12.80)

K, = (17.75 —9.32 - A7) MeV (= 15.90)

Fir die Konstante & der Coulombenergie erhalten wir

d=0.617(1 —1.14A47" + 1.21. 477

= (0.505 flir A = 125%) (25)

Vergleichen wir unser Ergebnis mit der empirischen Formel,
so springt zundchst das zusitzliche Auftreten von zwei weiteren
Assymmetrietermen neben der bekannten Asymmetrieenergic
der Ladung in die Augen. Man erkennt aber sofort, daf3 diese
Terme der experimentellen Bestimmung praktisch unzuging-
lich sind und darum in einer empirischen Formel fehlen miissen.
Fiir alle stabilen Kerne sind ndmlich die Faktoren

— 7 ] 2 1 — — 2
(z+ + N+A Z Av_) , (Z+ + N_A Z—N, (26)
schr klein. Es besteht ja beim Spin — wenn man von der Schalen-
struktur absieht — kein Anlaf3 zum Uberwiegen einer Sorte, im
Gegensatz zu den Verhiltnissen bei der Ladung, wo der Cou-
lombeffekt die Protonenzahl herabzudriicken strebt.

Ein weiteres Novum ist der Oberflicheneffekt der Asymmetrie-
energie. Auch er entgeht der experimentellen Beobachtung, da
die Ladungsasymmetrieenergie erst fiir schwere Kerne merklich
wird und bei diesen der Oberflicheneffekt nur noch wenig mit
A variiert. Experimentell wird man immer etwa die Konstante
beobachten, die fiir 47 = 0.2 in Klammern angegeben ist.
Das vorliegende experimentelle Material legt die moglichen
Konstantensitze noch nicht véllig fest. Es werden diskutiert:

Heisenberg Feenberg Fermi
a= — 15.74 — 14.0 —19.67 MeV
b= 22.0 18.1 20.5 MeV

€= 16.5 13.1 15.37 MeV
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Was die quantitative Ubereinstimmung mit den empirischen
Konstanten anbetrifft, so ist diese bei Volumen- und Ladungs-
asymmetrieenergie sowie natirlich beim Coulombterm gut. Vor
allem beim Exponentialpotential, das von der Streuung her am
besten begriindet ist, haben wir Ubereinstimmung mit den
Feenbergschen Werten bei einem maximalen Fehler von etwa
5%. Ein besseres Ergebnis kénnen wir nicht erwarten, einmal
wegen des Nidherungscharakters unserer Theorie, zum anderen
wegen der Unsicherheit des Radius R und der Werte der Po-
tentialkonstanten.

Eine deutliche Abweichung miissen wir nur bei der Konstanten
der Oberflichenenergie feststellen, die um 50-1009, zu grof} aus-
falit. Das ist nicht verwunderlich, denn wir dirfen nur erwarten,
daB wir den Oberflicheneffekt der potentiellen Energie leidlich
erfaB3t haben. Die kinetische Energie der inneren Bewegung aber
muBte bei unserem Ansatz fiir die Einteilchenwellenfunktionen
viel zu groB3 ausfallen, da wir einen Topf mit unendlich hohen
Winden zugrunde gelegt haben. Wegen der Unméglichkeit des
Austritts aus dem Kernvolumen muf3 allein infolge der Un-
schirferelation der mittlere Teilchenimpuls wesentlich groBer
werden als bei einem Pauschalpotential mit endlicher Tiefe und
entsprechend endlicher Breite der Randzone.

Man sieht aus dieser Diskussion bereits, dal3 ein besseres
Erfassen des Oberflicheneffektes ein Abgehen von dem ein-
fachen Ansatz (5.24) fir die Einteilchenwellenfunktionen erfor-
dert.

Beztiglich der Asymmetriecnergie sind dhnliche Ergebnisse
auf etwas anderem Wege frither von Schlogl (Schl 53) erhal-
ten worden, der nicht die pauschale Asymmetrieenergie, sondern
die lokalen Symmetriekrifte bei seiner Ableitung in den Vorder-
grund stellte. Seine Werte

K. = 19.5 MeV K, = 11.5 MeV

n

K, = 15,5 MeV

stimmen mit den unseren recht gut tiberein. Allerdings erhéhen

sich die Werte nach Korrektur eines Rechenfehlers um jeweils
6 MeV.
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Unser Ergebnis ist insofern hochst bemerkenswert, als allein
mit Zweikérperkréften die Bindungsenergie weitgehend richtig
beschrieben werden kann, wenn der Parameter Kernradius
nicht variiert, sondern vorgegeben wird. Unser Ergebnis liefert
damit den Beweis fiir die in § 1 aufgestellte Hypothese von der
Wirkungsweise der Mehrkorperkrifte.

Jede genauere Berechnung der Bindungsenergie 1aB3t sich
nicht mehr in eine fiir alle Kerne giiltige Formel einpassen, son-
dern erfordert individuelle Kernkonstanten. Diese weichen aber
sehr wenig von den Werten (22)—(24) ab. So erhalten wir beim
U8 fur die Asymmetrieenergie bei Verwendung von £/, statt
#2 eine um 1%, niedrigere Konstante. Diese Abweichung ist noch
kleiner, als man erwarten koénnte, was davon herriihrt, daf3 sich
die in den Einzeltermen auftretenden Abweichungen groflenteils
kompensieren.

Wir dirfen also beim heutigen Stand von Theorie und Ex-
periment mit bester Berechtigung an den universellen Konstan-
ten in der Bethe-Weizsicker-Formel festhalten.

8. Nichtstationdre Kernschwingungen
der Ladungsdichte

Wir wollen uns nun den nichtstationdren Lésungen von (6.50)
zuwenden.

Wie Jensen und Steinwedel gezeigt haben (Je 50), lassen
sich die bel (y, x)-Prozessen (x = p, &, n, 27) auftretenden Re-
sonanzfrequenzen im Bereich von 10 bis 25 MeV deuten als
Eigenfrequenzen der Schwingungen von Neutronen- und Pro-
tonenflissigkeit im Kerntrépfchen.

Solche Ladungsschwingungen werden angeregt durch ein
auBeres Feld. Freie Schwingungen sind nach (6.50) moglich,
klingen aber wegen der stets vorhandenen Dampfung rasch ab.

a) Freie Schwingungen

Wir wollen unsere Diskussion mit der Analyse der freien
Ladungsschwingungen beginnen. Um das Problem zu ver-

Miinchen Ak. Sb. 1955 32
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einfachen, beschrinken wir unsere Diskussion vorerst auf den
einfachsten Fall, nimlich auf Kerne, die die Bedingungen

8y - [ (1>

Opsr = 0p_ = > i Ovge = 0y = —

erfiillen.
Dann vereinfachen sich die Gleichungen (6.50) bei Benut-
zung der Wihrung (6.52, 53) zu:

o? 2
af.(;+ _;) + m _;i(_;-—_#)
z e, e, o \e e,

?

2)
= 4o (’)711 + 72 + Yz + ?_’14)
+ A& (7_’11 + 7_’12_ ?713 - ?—’14> ' ‘;‘ (/Z13 + /714) (ﬁ_’n‘_ Z’p)
— 4 div (ab? grad p ¢* @~ %)
—am et e+ &) 1+ ML @, —g,)
2 (;_ ;) Lo (; +1

orr \g, o, o8 \g, 0,

= A& (yu + Ve — V13— V10 (1 + #13-:#14_ Qo) (3)

—4me* (o + &) (1 +%<ﬁ13 +/_114))

7z

o2y [ 1 1 2C {1 1
7 EYE (g_}_é_n)—i_ m 12 (QT;_E_:)
= Aﬁ(?_’u - ?—’12 + ?713 _?714> (1 +%(ﬁ12 + ﬁm)) (4)

+ AL (ra— Ve — V13 + V1) (é": % (3 — /;12))

o2 (1 1 2y (1 1
niwlg e+ i)

g, -
=A77(711—712+7’13“714)( > /’(/‘14"/112)) (5)

+ AL — 71— 13 + 710 (1 + %_2 (e + ﬁw))
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Man sieht, dal3 die durch 5 und { beschriebenen Spinschwingun-
gen vollstindig von den Ladungsschwingungen entkoppelt sind
und daBl # = o, { = 0 eine mogliche Lésung darstellt.

Die uns hinfort allein interessierenden Ladungsschwingungen
wollen wir unter der Annahme untersuchen, daB3 die Mehr-
korperkrifte fast vollige Inkompressibilitit erzwingen. Die erste
Gleichung (2) wird dann mit bester Niaherung durch

0 =0 (6)

geldst, wobel der Wert von & ohne EinfluBl bleibt. (In (3) spielen
die Mehrkorperkrifte keine Rolle. Mit (6) kénnen wir umformen:

7z a;}gf— — _QPQQn AQ;, (}_)11 + )712 '—)713 — )—}_14) (1 + _%J_(ﬂ13+ﬁ14))
0

—4mety, (1 + & (ﬂla + ,u14)) X ™
Qo
oder
o
‘azi_”zdgp"“/lz@p:o (8)
mit
NZ _ _ _ _
ut = 12 o % Fu+ Va2 — F1s — P10 (1 + % (g + #14)) ©)

i

=08 gt 1+ 2 (g + ) (10)

Hinzu kommt die Randbedingung, daB an der Oberfliche die
Radialgeschwindigkeit der Nukleonenstromung gleich der Ge-
schwindigkeit der Oberfliche sein muf3. Wenn wir annehmen,
dall der Rand starr ist, wenn wir also von der Kopplung mit
Oberflichenschwingungen absehen, folgt aus (6.43):

(11 -+ 1) grad, 0, + (i3 + 714) grad, o, (11)
=20C, 4 a bt grad, o

(7 -+ 712 grad, o, + (13 -+ 71 grad, o, (12)
= ab?fC W grad, o fir r = R

32
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Subtraktion bzw. Addition liefert

(P + 712 — %13 — 710) (grad, @, —grad, g,) = 2¢€,  (13)
(Pru+Fro+ Y1+ y10) grad, 0o = 2¢ €, +-2a62°@ @ grad, o (14)
Bei entsprechend singuldrem Verhalten der Mehrkérperkraft

folgt die Randbedingung

e G,
('}711 -+ ?12 - 7—’-13 - 5’14)

grad, o, = fur » = R. (13)

Als Loésung von (8) haben wir
0 = 0 T ¥ 1) (16)

0,, beschreibt den im vorigen Abschnitt hergeleiteten statio-
nidren Anteil, wihrend y die nichtstationdren Dichteschwankun-
gen angibt.

Fiir die nichtstationdren Ladungsschwingungen machen wir
den Ansatz:

oo

y =2 A,,j,(kr) P (cos §) "7 (17)

=0
Dann gilt fiir die Frequenz die Bezichung
w? = 2% + A2 (18)

Die Wellenzahl £ folgt aus der Randbedingung (15). Fiir den
stationdren Anteil von Dichte und Feldstirke gilt nach (7.4) die
Beziehung (15) im ganzen Kern.! Fiir den nichtstationiaren An-
teil folgt

o7 .
aiP,"’ (cos) ™| _p = ¢

(19)

Brrf

22 +1 R
f de’ Z P, (cos @)( ) 7, (k7" P7 (cos #") & ™%
<16

v=10
112 ’
d cos ¥ r'2dr |r=R

& = (;11 + 7 — Y1z — V11) = 8]{5/@0 (20)

! In diesem Abschnitt rechnen wir mit dem Mittelwert 1?5, was bei der Pro-
blemstellung in erster Niherung gerechtfertigt ist.
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Nach dem Additionstheorem der Kugelfunktionen ist

+»
P, (cos O) = Z b =p)! P! (cos?) P* (cos §) o @=9)

, v+l
Es folgt
2 e [
Ji . e 4m(l+1 +2 r ’
£ lrar = rw s ) 7 Ak A

Fir / = o folgt

X cos X —sinX 4me? sz XcosX

X2 £ X2

mit
X = £R
und dies erfordert

X =o0 kg =0

Wegen der Normierungsforderung

J‘Qp ot = 72
mul} aber dann

Ay =o0
sein.

Fir den Dipolfall folgt:

1. .
8m 2R2 F/1(X) =72 (X)

3o L
oder
1 X
0 8 2 R? 2X2C0th_,_\’+7
= . T T = 1 X
3 3 COthX_}_‘-_?)—

Nun ist Q eine kleine GroBe

Kastenpotential 1

23-55 g
Q = -—-—___Tl/,. .A/s
1914 —964 - A4~ 7

433

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(39)
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Kastenpotential 11

P 2355 Azls
= - O
Q 2o5o——1139-A"1/3 (3 )
Exponentialpotential
- 2355 . A4
1991 — 1207 « A~ M

Vernachlissigen wir Q génzlich, so ist

2—X32
cotg Xy = 28 (31)

die Bedingungsgleichung fiir die Losung. (31) wird erfullt durch

Xo= £ 2.08; 45.95; 4 9.20; 4 12.42 usw. (32)

Um fiir nichtverschwindendes Q@ die Korrektur zu erhalten,
setzen wir

X =X,+0 (33)
Dann folgt aus (29):
_ 2L =t
30 6 cotg)(’—27;;{2 (34)

und nach Entwicklung bis zu Gliedern erster Ordnung in Q und ¢

X
X ngz (33)

6:

Fir die Frequenz w erhalten wird dann

X2 A R® Xa u*
(,03-— R (1+ uZX:;;)_ ( -+ 2X2) (36)

wobei a die Anregungsstufe bezeichnet. Entwickeln wir bis zu
Gliedern erster Ordnung in Q, so folgt

Xoa 3 0 Y
0, =5 <1+7?; _—}‘—__QX“) 37
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Die Coulombkraft vergréflert also die Resonanzfrequenzen. Die
Abweichung in der Frequenz

Ao _ o[ 3 =) (39

@ /Y:J,a ‘/Y:a_ZX:a
148t sich fir Xg « = 2,08 mit ausreichender Genauigkeit durch

Ae 1 1078 4% (39)

w

darstellen. Die Irequenzerhéhung erreicht fiir die schwersten
Kerne = 4Y%,.

Unser Ergebnis unterscheidet sich von dem bei Danos (Da 52)
hergeleiteten. Danos konnte sein Ergebnis interpolieren durch
die Formel

do _ s 1o0—-4. 413
, = 116-107%- 4 (40)

Die Gréflenordnung stimmt allerdings Giberein. Der Unterschied
ist darauf zurlickzufiihren, daf3 Danos auch noch die ortliche
Variation der stationiren Protonendichte beriicksichtigt, fiir
diese Dichte aber einen unzutreffenden Wert mit gegen den Rand
zu wachsender Protonendichte zugrunde legt.

Wir verzichten auf eine analoge Behandlung, da wir gesehen
haben, daf} eine genauere Untersuchung derartiger Effekte eine
sorgfiltigere Berticksichtigung der Oberflichenstruktur not-
wendig macht. Es muB dann nidmlich konsequenterweise nicht
nur die Variation der Dichte im Kerninnern, sondern auch die
Abinderung der Randbedingung durch den stetigen Randabfall
und die Ortsabhingigkeit der Symmetriekraft mitberiicksichtigt
werden.

Die unverschobene Frequenz wird durch eine Formel von
fast der gleichen Form wiedergegeben wie bei Steinwedel und
Jensen. Der wichtigste Unterschied ist, daBB an die Stelle der
Nukleonenmasse eine effektive Masse

m* = o (41)
1+ 2 (pag + faa)

tritt, die kleiner ist als #2. Dieser Effekt rithrt allein von den Aus-
tauschkriften her und ist von Jensen und Steinwedel voraus-
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gesagt worden (St 51). Eine quantitative Berechnung ist aber
erst jetzt méglich, nachdem die Symmetrickrifte auf die nor-
malen Kernkrifte zurtickgefiihrt sind. Qualitativ ist die Ver-
kleinerung der Masse unmittelbar einleuchtend, da die Tragheit
des mesonischen Ladungstransportes kleiner sein sollte als die
des konvektiven.

Ein weiterer Unterschied unseres Ergebnisses gegeniiber der
alten Theorie ist, da nunmehr die Symmetriekraft infolge des
Oberflicheneffektes vom Atomgewicht abhiingig wird.

Im Energiemall erhalten wir fir die Resonanzfrequenzen

Kastenpotential I
haw = 1/4 NZ < 73.1 (1 4 1073 - 4%) - A% (42)
: ]/(1-0.50 - AN (1;0.30 CAY MeV
Kastenpotential I
o = ]/‘LQQZ =782 (1 4 1073 - A%) - A% (43)

. 'l//r(1:&55 A (1;0.36 A=) MeV

Exponentialpotential
4NZ 34 . 4
o = l/ 730 (1 + 1078 A%) - A (44)
V(1—o.go ;4—”1) (—1—70.25 A;‘ﬁ) MeV
Jensenund Steinwedel erhielten:
;50)_|'4NZ- 60 - A (43)

Die Ergebnisse sind in Schaubild 6 aufgetragen. Die Kurve
stimmt sowohl dem Absolutwert nach als auch in ihrer Abhin-
hangigkeit von A4 besser mit den experimentellen Resultaten
tiberein als die von Jensen und Steinwedel. Aufler bei den
leichtesten Kernen, fiir die unser Modell ohnehin nicht zustandig
ist, betrigt die Abweichung vom Experiment nie mehr als 109,
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(gegeniiber 309, bei Jensen und Steinwedel). Die Abflachung
des Kurvenverlaufes gegeniiber der alten Theorie bedeutet eine
merkliche Anndherung an den experimentellen Verlauf, reicht
aber noch nicht ganz aus. Man {berlegt sich aber qualitativ
sofort, daB der von uns berechnete Oberflicheneffekt der
Asymmetrieenergie zu klein ausfillt, da der nicht erfallite Ober-
flacheneffekt der kinetischen Energie additiv hinzutritt. Auler-
dem erhoht die Abweichung der stationdren Protonendichte von
der Gleichverteilung im Mittel die riicktreibende Kraft und fiithrt
zu einer weiteren ErhShung der Resonanzfrequenz, die fir kleine
Kerne unmerklich, fiir schwere aber nicht unbetrichtlich ist. Die
Ergebnisse von Danos kénnen als Hinweis auf die Gré8enord-
nung dieses Effektes angesehen werden.

Von den verschiedenen Potentialtypen scheint das Kasten-
potential IT zur Beschreibung des experimentellen Sachverhaltes
am besten geeignet.

b) Kopplung mit Spinschwingungen

Wir verzichten nun auf die Einschrinkung (1). Bei entsprechen-
der Singularitit der Mehrkoérperkrifte ist wiederum

2= 0
Der Kern ist also inkompressibel. Fir &, #, { machen wir, indem
wir uns auf Dipolschwingungen beschrinken, den Ansatz

& =& + ajy (k7) cos # et
n = 1, 4+ bj (k7) cos § &'"* (46)
= 2C, + ¢jy (k7) cos P '

Mit den Abkiirzungen

— - — - 1 1 1 1 i

€ = 0 T 02— 03— 04 51=‘4‘ (‘él“}‘@_)—’é;_z)
- - - - 1 1 1 1 1

B e Ta e 6‘“’_7(?1_5;4_*6:~E) (47)
_ — - - 1 1 1 1 1

g3 = 0 —0;— 03+ 04 ’53'—“7(?1"“?:_;; ‘_@T)
_ - = - 11 1 1 1

Op = 01 + 05+ 03+ 0, 60=T(Qfl+ﬁ+a+}_—:>
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und den Bezichungen

'}711 + ?_’12 — ?—’-13““~ 7714 = 8](5/90
?_’11 - 7712 + Y1z — 7_’14 == 8[(,,/90 (48)
7711“ ?_’12‘— ;13 + ;14 = 8K5/Qo

haben wir, wenn wir den Coulombeffekt vernachlissigen, das
homogene Gleichungssystem zu 1sen.

k28 Ks A28 A,
Z (wz bo—- "0, ( + = go (/113 + Hu))) +4 ( ®? 83— ﬁ’;’éoﬁ‘ % (31— I‘m))
k28K &,
+ :(w2 0y — 0, £ 2 <M13 /‘12)) =0 (49)
,é 8 K 42-8 K% _ -
(0’2 0y — "0, g (/‘14 ,“13)) + Z’(wz by — - ,;Zgo’ﬂ‘ (1 +% (2 + !"14)))
A2 8 K
+c (0)2 0y — 700 ‘A (! 12 /‘13)) =0 (50)
£2-8Ke &, . £ 8 K, -
e ulo) 0 (2o = EE A Gy — )
k2
+ e (‘“2 0o — 0, ( nalo 00 (e -+ /‘13))) =0 (s1)

Die GréBe 4 ist durch die Randbedingung festgelegt

dj, (k7) | _ '
- dr =R =0 (52>

und hat nach Abschnitt a) den Wert
KXo
'éa = 'R' (53)
mit X, = 2,08 usw
Falls wir nichttriviale Lésungen haben wollen, mul} die De-
terminante
%8y — ay 020y — ay, 02y — ay; (34)
w203 —— ay 020 ~— @y w20 — Ay | = 0O

@20y — ay w20, — ags 020y — Qgq
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sein. Hierbei ist

ay = A5 1+ 8 @y, + i)
g = /ei-j@f’,, % (g = fiyo) A3 = B”-ZE;:’Q *621 (g — flr2)
g = /{32};289:{"‘ (1 + % (B + /714>) (55)
Qa1 = 427-”895(5 % (g — o) a3 = kg,;,SQOKC' % (fuz — fh1g)
agg = - /{:,“io]{g (1 == % (s + ﬂm))
g = ‘éz,;lsgff ”F;‘ (fag — fiyy) g = 162,;1895'(” 521_ (ftyz — flys)

Da die a;, mit 7= £ und die 6, mit 7 <=0 kleine GréBen sind, er-
halten wir statt (54) niherungsweise die Gleichung

(@20y — ay) (020 — agp) (WP0y — ayg)
— (020 - ayy) (0?0 — agy) (W20; — agy) (56)
5
= (020~ ay) (PO — ayy) (W0, — ay)

= (@20 ~— agy) (0203 — ay) (0*03— ay) = 0

Sie wird in nullter Ndherung gel6st durch
020y = ay;  bzw. @28, = ayy bzw. ®*8) = agy (57)

Nehmen wir den ersten Fall, so erhalten wir konsequenterweise
in nachsthéherer Niherung

(@2 8y — ay3) (028, — ay,)
@20 — ay

D20y — ay,) (B0, — a,
+( 203 — ay,) (024, 21) (38)

(@*0g—ayy) = @26y — ay,

und mit

w=0nb+dw (59)
folgt
Ad — @ (au g%_ am) (au :;_z - aal) + (”’11 %Z_ ‘Z_xrz)ﬁ_(aig_:_ a21) (60)

24y @y 3y Ay Ay
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Man priift durch Einsetzen der numerischen Werte leicht nach,
dal3
Ay > gy A (61)

und auBerdem

8, é
“11‘5‘:' =~ l“13l’ |431|; 4115*:‘ >|a12[, | @y | (62)

Die Frequenzverschiebung ist also positiv.

Die Verschiebung der beiden anderen Frequenzen ist von
geringem Interesse, da die hierzu gehérigen Schwingungen vor-
wiegend Spinschwingungen sind, die nur mit sehr geringem
Wirkungsquerschnitt angeregt werden kénnen. Um ein Beispiel
fiir die auftretenden GroBenordnungen anzugeben, haben wir die
Frequenzinderung fiir den Kern 0% ausgerechnet. Wir erhalten

Aw
- ~ 2%

Fiir schwere Kerne wird die Frequenzverschiebung noch kleiner.

Die MeBgenauigkeit reicht heute noch nicht aus, um unser Er-
gebnis zu bestitigen oder zu widerlegen. Die Gréfienordnung des
Effektes ist auBerdem kleiner als die von nicht berlicksichtigten
LEffekten anderer Art.

Wihrend die praktische Bedeutung unseres Ergebnisses also
gering ist, ist es von prinzipiellem Interesse, hier ein Problem zur
Untersuchung zu haben, wo durch die spezielle Struktur der
Kernkrifte Kopplungen von Spin- und Ladungsbewegung auf-
treten, ein Effekt, der den bisherigen rein phinomenologischen
Theorien fremd war.

c) Erzwungene Schwingungen

Wir wollen nun unter Vernachlissigung des Coulomb-Effektes
und der Kopplung mit Spinschwingungen die Anregung von
Ladungsschwingungen durch ein duBeres Feld untersuchen.

Wir vervollstindigen aber vorher die dann zustiandige Schwin-
gungsgleichung

829}, 5
s — 1 de, = o (63)
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durch einen phinomenologischen Dampfungsterm

op
b af '
Durch ihn wird eine innere Reibung der Flussigkeit erfal3t.

Da eine solche innere Reibung nicht aus einem Potential
gefolgert werden kann, muBte unsere Herleitung zwangsliufig
zu einer reibungsfreien Hydrodynymik fiithren. In Wirklichkeit
aber wird die geordnete Dipolschwingung gedimpft werden und
ihre Energie an die ungeordnete Bewegung abgegeben. Man ge-
langt so zu einer Aufheizung des Kernes, die schlieBlich zur Ver-
dampfung von einzelnen Nukleonen fiihrt.

Eine genauere physikalische Diskussion des Mechanismus der
Energiedissipation ist sehr kompliziert. Reifman (Re 53) und
Wildermuth (Wm 55) haben Abschitzungen fiir den Dimp-
fungsterm angegeben.

Unsere Grundgleichung ist also:

%o

» 90, 2 _
T ]’—b-t——u dg, = o0 (64)

Als Randbedingung haben wir zu fordern:

e(rpgradg,) =r,e € (65)

(ro = Einheitsvektor in radialer Richtung)
€ bedeutet das duflere anregende Feld.

Abgeschen von der verdnderten Bedeutung von # unter-
scheiden sich unsere Gleichungen nicht von den von Jensen und
Steinwedel und etwas genauer von Danos diskutierten
Gleichungen. Unsere folgenden Ableitungen schliefen sich dar-
um eng an die genannten Arbeiten an.

Mit dem Ansatz

0, = 0,, + v () et (16)
folgt
Ay + =y = o (66)
mit

B A
"y = % (1 +ZE) 67)
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Das angehende Feld werde durch eine ebene Welle dargestellt
¢ = 60 ei(kz—wt) — @0 ei(brcos@-—w;) (68)

¢, sei Polarachse unseres Koordinatensystems.
Es gilt:
cos O = cos & cos ¥ - sin &’ sin 9 cos ¢ (69)

Wir entwickeln € in {iblicher Weise nach Kugelfunktionen

€ = e 3 I (214-1),(§) Py (cos O) (70)
/=0
mit

&= kr b= (71)

Nun ist nach dem Additionstheorem der Kugelfunktionen wegen
¥ = go°
Cry = Ecosd = Ege'®! S’ ZI’ e «{lié(é) Py (cos?) (72)
I=0 m=0 Ve
< cos? cos me
mit
{— 1))

[+ ) i P;n <O> (73>

) T RACTE

1 fur m=o0

£, = ) (74)
2 flir m 940

Wir benutzen nun die Beziehung

(73)
cos & PJ (cos ) = 7-1?} 1 {+m) Py + (41— m)Pr )

und formen um

[+5) 7
Cr, = E o ¥ T P’ (cos ) cos m
0 0 /=0 ,,.Z_—o g ) 7 (76)

o !1 ; a/z(is) [+ 1—m - /71_71/2(5) {—m
ik 1 VE T2/ 3 €11 Ve 2/—1
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Aus (75) folgt aber

P;"+1(_? _ {4 m
Py (o) Y 77
und damit aus (73):
o 2/4+3 {—m e
Trr= L7 T4 T (78)

und

o) /
Gry= Zye™ 3 X PP (cos ) cosmp oy Lo

I=0 m=0
'_/1_,_ !/, (E/ jl—‘lz <£_) (79)
ve TV

!l

e /
e Z Zo Py cos mo c}"_l e o (2l 1) f1+‘/z (&

Die allgemeinste Lésung von (66) ist

=D 4,, j—H;—l/Lx)— P} (cos &) cos m g e~ (80)
L, m

x =17 (81)

und damit folgt:

ty grad ¥ —ZAZ,,, PV cos m @ g - ;x ]“;/‘/iir),
m x

= ";—lgo %o Apn [0 1421, () — % J 149y, (2)] ®2)

1

. Va P} (cos &) cos mp

Die Randbedingung erzwingt dann:

(83)

4 BR L, @A U—m) S ®  x%
Im = e /=1 2/—1 (B )/2 lf1+1/z (X)=X /) 1q,
wobei E=*kR X =xR (84)

Wir wollen dieses Ergebnis nunmehr verwenden, um den Ab-
sorptionsquerschnitt fiir p-Strahlung auszurechnen.
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d) Wirkungsquerschnitte fiir (y, x)-Prozesse

Bei nicht zu hohen Frequenzen ist die Wellenlinge der y-
Strahlung grof3 gegeniiber der Ausdehnung des Atomkernes.
Dann ist das anregende Feld im Kern értlich konstant, und es
werden nur Dipolschwingungen angeregt. Wir diskutieren daher
zuerst diesen Fall und untersuchen anschlieBend, welchen Bei-
trag man von Multipolschwingungen héherer Ordnung erwarten
mub.

Dann folgt nach Abschnitt ¢)

CER 3 (E

— ':,2 o ; —iwf
Y1 = 8/(5 99 ]'1 (X) _/ng (1‘{) J1 <x) Cos 19 € (85)

Wir bilden das Dipolelement

p = efryla’v:
_ AE,R-A  35,(8) # R (X) 1 it
8K: RO E (X)X X)) (36)
Ly (&)

X (7, (X) =X j, (X))
mit

2B .- Re (= .
P — € 08[/(5 3_715(' ) et (87)

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch:

S 1C) — . B—#sinz—3zcosz
f@)= z(ji(2) —Fu(2) 2y 22 ((2 — 2%) sin 2 — 22 o5 2)
. . (88)
=2 Z 2‘?”—2 “‘”En—zz

A . .. 2—z2
wobei die z,, die Lésungen von cotg z == ,»  durchlaufen.
Damit
» 1 1
= 2 — .
p=2% Z X% 2 X2 __X? (89)

Miinchen Ak, Sb. 1955 33



446 Wolfgang Wild

Mit
_ X
Om = 7 ¥ (90)
und
. X2
o + i w = "5 0t (91)
erhalten wir
_2NZ & it 1 3]1(._.
-4 m*‘ Z Y —2 w -w?—— z'_f (92)
wobei m* wieder wie frither
”
—— (03)

1+ % (frs + f2y4)

bedeutet.

Beschrianken wir uns auf die Umgebung der niedrigsten Re-
sonanzstelle, so diirfen wir den kleineren Beitrag der héheren
Resonanzen weglassen:

RN R o N VAC I
A w* XiZ2 (-t (Tw)? & 4)
Der Realteil davon ist:

L 2NZ 22 1 3]1(H)/_

A m* TOXE 2 (wi— w4 (Dw) (93)

{(f—w?) coswt 4+ I'w sin w ¢}

Den Absorptionsquerschnitt 4 berechnen wir nach der Formel
o= =" (96)

Der Strich deutet zeitliche Mittelung an. S ist der Mittelwert
des Betrages des Poyntingvektors

S =2 B (97)

8n
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Der Beitrag des ersten Termes in (93) verschwindet. Vom zwei-
ten Term her aber erhalten wir:

. joR
./YZ o2 3]1( Z )_ 1 Tw? (98)

O=8% T x. wRlc " Xi—2 (wh— o+ LR

Dieses Ergebnis unterscheidet sich von dem bei Steinwedel
und Jensen durch einen Faktor 2, das Auftreten von m* statt
m und den zusitzlichen Faktor 3/,(Z)/Z. Das Fehlen des Fak-
tors 2 bei Jensen und Steinwedel beruht auf einem Rechen-
fehler.

Die GréBe I" entnimmt man der Halbwertsbreite der beobach-
teten Resonanzen. Man erhilt nach Montalbetti (Mo 53)

'~ 5 MeV
Mit /% ~ ]: und m¥* =~ 1”15 erhilt man fiir die Linienmitte:
o, = 2.36+ 4107 cm? (09)
Die GroB3e
(o R
3]1( f)! o (100)

I e

ist an der Resonanzstelle 0,97, also nur wenig von 1 verschieden.
Fiir groBe w wird sie aber merklich kleiner. Man wird darum

ein etwas zu groBes Ergebnis erhalten, wenn man den integrier-

ten Wirkungsquerschnitt bildet und fir 37, (96) /EJCR- den Wert 1
/

<
einsetzt. Mit dieser Niherung ergibt sich fiir den integrierten

Wirkungsquerschnitt

oo (101)
2
: r" do=g4n2 2 € h 19.1+ A -10% em® MeV
J A m*c 22— 2
Die experimentellen Werte streuen stark. Im groBen und ganzen
ist die Ubereinstimmung bei den mittelschweren und schweren
Kernen annehmbar. Bei den leichten Kernen dagegen ist der
berechnete Wirkungsquerschnitt zu groB3 (Faktor 3-5).

33"
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Fig. 7 gibt den integrierten Wirkungsquerschnitt in seinem
Verlauf mit 4 wieder.

In allen Fillen ist eine Verbesserung gegeniiber den alten
Werten von Steinwedel und Jensen zu beobachten.

Die experimentellen Werte geben nicht den Absorptions-
querschnitt, sondern den Wirkungsquerschnitt

oy, x) = o(y, u) + oy, p) +oly, 2u) (102)

wieder. Ein unmittelbarer Vergleich der experimentellen und
theoretischen Werte impliziert also die Hypothese, daB3 die ge-
samte absorbierte y-Energie zur Verdampfung von Protonen
und Neutronen verbraucht wird.

Die hoheren Eigenfrequenzen der Dipolschwingung werden
wegen des Faktors

1

2
X, —z2

mit viel geringerer Intensitit angeregt. Hinzu kommt, dal}
wegen der héheren Resonanzfrequenz auch der Faktor

37 (E>/E

kleiner wird. Schon der Wirkungsquerschnitt der zweitniedrig-
sten Dipoleigenschwingung betrdgt nur noch wenige Prozent
desjenigen der ersten.

Die Anregung von héheren Multipolschwingungen ist wegen
des Faktors

re s ®Eyh

in A,, bei niederen Frequenzen sehr gering. Eine genauere
Untersuchung des Wirkungsquerschnitts der Multipolschwingun-
gen ist von Danos durchgefiihrt worden. Seine Ergebnisse {iber-
tragen sich mit kleinen Anderungen auf unsere Theorie.
Danach spielt einzig und allein noch der Wirkungsquerschnitt
der niedrigsten Eigenfrequenz der Quadrupolschwingung eine
o _ 0.08).
o7 pi
Experimentell ist der Bereich der hochenergetischen y-Pro-
zesse noch nicht genau genug erforscht, so dal ein zweifelsfreier

eventuell ins Gewicht fallende Rolle (



449

Trépfchenmodell des Atomkerns und Zweikdrperkrifte

appundgeoy = o oo o000 UOSUD [ PUN [PPIMUING = — — — ~ — — QUIOAY T, 2195UN = —— —

e3sadIep pr uoA uonun spe st Muiosionbs3unyiiy o1eudaur 19¢1 L priqneyds

4 4 o5t 00! o5 g

- 74

= ° | 0z

- o [e} QM.

0%

(Neyy-uing) sbajur o %



450 Wolfgang Wild

Nachweis der hoheren Schwingungen bisher nicht erbracht
wurde.

Der Streuquerschnitt fiir die y-Strahlung ist, wie schon Stein-
wedel und Jensen zeigten, auBlerordentlich klein und nur
schwer zu beobachten.

Da unsere Theorie hierbei keine wesentlich Giber das Vorhan-
dene hinausgehenden Resultate liefert, verzichten wir auf eine
weitergehende Diskussion.

Zusammenfassung

Die kollektiven Eigenschaften eines Atomkerns werden durch
eine Art Hydrodynamik beschrieben. Sie sind von den quanten-
mechanischen Nukleonenfeldgleichungen her begriindet.

Die Krifte zwischen den Nukleonen werden den Ergebnissen
der Proton-Proton- und Proton-Neutronstreuung entnommen.
Es gelingt, den Erwartungswert des Hamiltonoperators néhe-
rungsweise als Funktion lokaler Dichten und Strémungsge-
schwindigkeiten der Nukleonen darzustellen, welche noch frei
variiert werden kénnen. Die individuellen Kerneigenschaften
bestimmen die Gestalt der Hamiltonfunktion.

Mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips und unter Verwendung
der aus den quantenmechanischen Grundgleichungen abgelei-
teten Kontinuititsgleichungen kommt man zu hydrodynamischen
Gleichungen, deren Konstanten Funktionen der Potentialkon-
stanten sind. In dieser Hydrodynamik ist das Tropfchenmodell
und seine Erweiterung enthalten. Man kommt insbesondere zu
einer quantitativen Begriindung der Bethe-Weizsicker-Formel,
zu einer Verbesserung der Theorie der Resonanzabsorption der
y-Strahlen und zu einer Erkldrung der Verkleinerung des Pro-
tonenradius gegeniiber dem Neutronenradius der Kerne.

Herrn Prof. Dr. F. Bopp und Herrn Dr. K. Wildermuth
mochte ich fir viele férdernde Diskussionen herzlichst danken.



Be 49

BI-J 49
BI-W 53

Bo 39
Bo 352
Br 38
Bru 54

Da 52
Dr 53
Ed 54
Fe 37
Fe 47
Fm 51
Fisq
Flsz

Flo 54
Ha 49
Ha 52

He 51
Hu 54
Je 50

Jo 28
Ke 37
Ma 48
Ma 49
Ma 55
Mi 54
Mi 55
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