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Einleitung

Im folgenden soll der Nutzen der Anwendung Poincaré-
scher Integral-Invarianten in der Stérungstheorie dargestellt wer-
den. Da das relative Dreikérperproblem aufler den Integralen
der Energie und der Flichen keine weiteren Integrale, auBler im
Falle der periodischen Lésungen, besitzt, ergibt sich auf der

Suche nach Fortschritten in der Behandlung des Problems die
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124 Alexander Wilkens

Notwendigkeit, Integral-Invarianten heranzuzichen, um mit ihrer
Hilfe vielleicht tiefer in das Problem eindringen zu kénnen, wie
es schon Poincaré mit dem Nachweise der Existenz der asympto-
tischen und doppelt-asymptotischen Ldsungen gelungen ist, zu-
erst in seiner Stockholmer Preisschrift im 13. Bande der Acta
Mathematica und weiter im 3. Bande seiner Méthodes Nouvelles
de la Mécanique Céleste.

Als erste Aufgabe wird im folgenden die betrachtet, im Drei-
korperproblem, von der Stérungstheorie ausgehend, entsprechen-
de Integral-Invarianten in bezug auf jeden der beiden um die
Sonne laufenden Planeten zunichst beliebiger Masse zu erlangen,
d. h. solche Integral-Invarianten, welche die Elementensysteme
jedes der beiden Koérper betreffen. Dabei wird versucht, eine
Reduktion der Differentialgleichungen und damit der Integral-
Invarianten durch eine Elimination der Stérungsfunktion zu er-
reichen. Eine solche Reduktion der Differentialgleichungen allein
ist bisher nur einmal im Jahre 1900 von P.Scholz versucht
worden, in seiner Schrift mit dem Titel: ,,Uber die Reduktion
des Dreikérperproblems auf eine einzige Differentialgleichung*
(Berlin 1900), aber ohne den gewlinschten Erfolg, ebenso wie bei
dem gleichzeitigen Versuch einer Elimination der Storungsfunk-
tion, auch nicht bei dem Versuch einer Darstellung der stérenden
Krifte unter vereinfachten Annahmen.

§ 1 (a). Aufstellung der Integral-Invarianten
der Stérungstheorie

Entsprechend der Definition der Integral-Invarianten auf
Grund von einer Beziehung zwischen mindestens 2 unabhingi-
gen Differentialen, sollen diese Beziehungen zwischen den Ele-
menten der oskulierenden Bahn, also zwischen a, ¢, 7, &, @ und §}
aufgestellt werden, und zwar auf Grund der Differentialgleichun-
gen der genannten Variablen im System der Variation der Kon-
stanten, wo das Differential jeder einzelnen der 6 Variablen pro
Kérper als Funktion der 6 partiellen Ableitungen der Stdérungs-
funktion nach den genannten Variablen selbst definiert ist. Als
nichste Aufgabe verbleibt dann die, die gemeinsamen Beziehun-
gen zwischen méglichst vielen der 6 Differentiale als Funktion
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von méglichst wenigen der partiellen Ableitungen der Stérungs-
funktion darzustellen. Die klassischen Ausgangsgleichungen der
Varation der Konstanten lauten nun folgendermaflen:

da 2)a OR
(1) dt K 8’
d 1—e® OR Va 1 —)Y1—e 8R
(2) f:_.l/: S - _], 1——(32 . . -,
dt Kya-e 0 KVya-e o¢
di 1 or tg § 7 3R+3R
@3) dt K]/a]/l—-e"-sinz' o8 Kyayi—e \oo oe |’
de 2)a OR tg L OR
@ Z=""k o T KYay1—e oi ™
o —Vi1—e* 2R
gl i—e  Of
+Vi—e Kya-e de’
46 tg )i 0R | Vi oR
) dt ~ Kyayi1—é 01 Kya-e oe’
a8 1 oR

© dr KV a)1—e sini T
wo K=~£%}/1-+m und £ die GauBsche Konstante.

Um eine erste gemeinsame Differentialgieichung und daraus
eine erste Integral-Invariante zu erhalten, wollen wir von der
Gleichung (3) ausgehen und die darin vorkommenden Ableitun-
gen von R durch zeitliche Ableitungen von @ und e ersetzen. Die

. R . .
Ableitung —aag folgt nach der Gleichung (1) unmittelbar als

da

2 » dann aber folgt aus der 2. Gleichung die Ablei-
tung gu‘f als Funktion von Z‘; und —Z—j—, so daB} die 3. Gleichung
infolge der genannten Substitutionen die gesuchte Gleichung
ergibt:

da de di 1 R oR
O Loy MGt igm = i an =T s

Funktion von -

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

1 K 1 . o -4 1 .
faz?l/'aA l'/l_eztg?z) fe=——Kl'a VI__L,Z tg-;l’

fi=KVa Vi—e, fq=-(sind)?,

Miinchen Ak, Sb, 1955 10
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womit wir fir unsere Zwecke eine erste Grundlage gewonnen
haben.

Um nun eine analoge Differentialgleichung fur die 2. Gruppe
der Elemente, d. h. g, @, und § zu erhalten, gehen wir von der
Differentialgleichung (4) aus, die eine Funktion der partiellen

Ableitungen der Stérungsfunktion nach den Elementen des er-

. S R . R
sten Tripels @, ¢ und 7 sind. Zuerst ersetzen wir die Ableitung a;~

nach der Gleichung (6) durch aaf = 5n-a 1/1_6“2 ! sievi f{ds}’
ferner die Ableltung _313 nach (5) durch —t , nachdem noch

oR d
nach der soeben abgelelteten Formel durch “%% ersetzt wor-

Te7 dt
den ist, so daf3 hiermit erhalten wird:
OR _ nat-e dw ¢ 7 . .df
Toe T Yi—e ( dr '8 sme a’t)
und deshalb schlieBlich nach (4) folgt:
(7)
de ao 7 . .d8 2 [OR
Sr— 4 — Vi S — Y= g i i G —— (3]

wo die Funktion (aag) die Ableitung von R nach « fixiert, nur

insofern @ auBerhalb der trigonometrischen Funktionen von &
vorkommt. Wir erhalten also als gemeinsame Differentialglei-
chung des 2. Elemententripels &, @ und §, allgemein die folgende
Gleichung:

d.Q, 2 oR oR
D &4 dt +gw dt +gg dr = ’(aa)zga(a[z_)’

na
wobei die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:
£.=1, go=—(0—Vi—e), g=—2)1—¢sin’}
g, =—2ma)y™.

Im Falle des ebenen Problems ergeben sich infolge des Wegfalles
von 7 und §, die folgenden analogen Gleichungen:

de oR
(Ia) ’éa dt kg =k s
am oR

(IIa) 5 dt 4+ Is 47 :Za da’
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wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

,én_—_-I-;mL/l_gz (1 — ) 1—e?), /e,=1,/éu')=—-'l/l—ﬁ*

2 a mnat-e

1 1 yar i
l,=—— na, Z(,-,=?7za(1 — Vi1—ey), ,=1.

Beim Ubergange auf die der Masse »' entsprechenden Glei-
chungen sind in den obigen Gleichungen nur siamtliche Koeffi-
zienten zu stricheln, auBerdem aber ist R mit R’ zu vertauschen,
da die £ und R' um die verschiedenen Nebenteile der Stérungs-
funktion verschieden sind, abgesehen noch von dem Ubergange
der Massenfaktoren von 7 auf »'.

Es ist also interessant und wesentlich, daB3 das 1. Tripel der
Elemente, @, ¢ und 7, analog das entsprechende Tripel &', ¢’ und 7'

durch eine gemeinsame Differentialgleichung an die Ableitung

2§ resp. a& gebunden sind, ebenso das 2. Tripel ¢, @ und §

aR )

oa' '
da

bemerkenswert, dal3 ferner jede der Ableitungen - 2 Cte. noch in

oR
resp. &, @', ' an die Ableitungen - 54 TESP- Ferner ist

der folgenden besonderen Form an die partiellen Ableitungen
von R gebunden ist, wie das folgende Schema der beiden Gruppen
der Elemente klarmacht. Auf Grund der Gleichungen (1) bis (6) er-
kennt man, dall die Differentialgleichungen der Elemente der
oberen Gruppe nur von den Ableitungen von R nach den Ele-

a, e zl

menten 5, 0| der 2., unteren Gruppe abhﬁngen und umge-
) )

kehrt. Ferner ersicht man, dal} die Ableitung d -nur von einer

oR
Ableitung, »885 abhingt, aber i—;—? von den 2 Ableitungen

nach ¢ und @, schliellich das 3. Element ‘Z von allen 3 Ele-

menten resp. Ableitungen nach &, @ und . Suchen wir jetzt die
analoge Abhingigkeit der Elemente der 2. Zeile unseres Schemas,
&, @und &, sozeigenunsere Differentialgleichungen (1) bis (6), daB,

4 d : 5
wihrend vorher nur 'd(; von der einen Ableitung von R nach &
abhing, jetzt das im Schema asymmetrische Element § nur

von der einen Ableitung von R nach 7 abhingt, dann (5;3— von

den 2 Ableitungen von R nach 7 und ¢, und schlieBlich —Z—j von

10%
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allen drei Ableitungen von R nach 4, ¢ und 7 abhingig ist. Ins-
gesamt ergibt sich also ein System der Abhingigkeit der Ele-
menten-Differentialgleichungen von den entsprechenden Ab-
leitungen der Stérungsfunktion nach den Elementen der oberen
resp. unteren Reihe des Schemas, wie es sich auch bei der Wahl
der kanonischen Form der Elemente und Differentialgleichun-
gen zeigt, aus denen (I) und (II) auch ableitbar sind.

In bezug auf die Umkehrung, die Abhingigkeit der Ablei-
tungen der Stérungsfunktion von den zeitlichen Ableitungen der

. . oR . . .
Elemente ergibt sich analog, daQ3 oe o Wie unmittelbar ersicht-

lich, nur von einer Ableitung, ndmlich d‘; abhingt, dagegen

d
. . _ OR d
die Ableitung des nebengeordneten Elementes @ : = von —d%
J de o eR da de . di .
und von -, ferner oo von -, -, —= und 5 in bezug au

die Ableitungen von A& nach den 3 Elementen der ersten

Reihe des Schemas ergibt sich analog, dal3 »25 von den 3 Ele-

de dad a8, . oR

menten -, -, und 1 abhingt, ferner 5, von den 2 Ele-
/ D . . R .

menten &% und -dci, und schlieBlich -~ von nur einem
at ai 1oy

Element, Zz’S} Die explizite Abhidngigkeit der genannten par-

tiellen Ableitungen der Stérungsfunktion & von den zeitlichen
Ableitungen der Elemente lautet folgendermalen:

2R dya
2) oe =K dt
oR nat-e de K , w 2a
b) = (1 — V12
7 dw Vi—et dt 2 a ( } ) dt
oR K SEE— 1 . da Vae . 1 .de
=V 1—esin? —7i—  + 2K - sin? — 7 —
) a8 Va V ¢ 2 dt - Vi—et T
e di
_ A,II' . 2 . c et
KVayi1—esini —
@R R T 7 S WO 1
) oa T T 2 "8 T T 8% 44 2 "E 4,
e) 8@_ gzaze do __2_)1512-5 Sinz_l_z.z_is‘l,
ge | Yi—et dt Vi—e? 2 " d¢

o R .. d
f) /dal. =na? |/ 1—¢e¥sing 7‘2’-,
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wobei zu bemerken bleibt, dal die Definitionen ¢) und d) mit
unseren vorhergehenden Gleichungen I und IT identisch sind.

§ 1 (b). Die Integration

in bezug auf eine beliebige Grundebene

Integriert man nun die Systeme I und II, so gelangt man leicht
zu einer Verallgemeinerung des Tisserandschen Kriteriums, das
sich aber speziell nur auf die Kometen bezieht und nur diejenigen,
die zufillig die Attraktionssphire eines grof3en Planeten durch-
laufen. Bei der Integration der Gleichungen I und II ist zu be-
achten, daf} die Koeffizienten f,, f, . . . bis gy, ebenso wie die
rechtsstehenden Koeffizienten f; und g,, alle von den variablen
Elementen selbst abhingen, so daf3 sie also bei allen Operationen
nicht als Konstanten betrachtet werden durfen. Integriert man
also unsere Gleichungen nach der Methode der partiellen Inte-
gration, so erhilt man nach der Gleichung 1:

foratfietfii=C— | <sim')—1-:R.d¢+

b e rars [oSeaer [

wo die linke Seite, wie unmittelbar ersichtlich, nur Terme der
0. Ordnung der stérenden Masse enthilt, da alle Koeffizienten £,
ete., ebenso wie weiterhin auch alle Koeffizienten g von der
0. Ordnung der Masse sind, wihrend auf der rechten Seite der
von R direkt abhingende Term von der 1. Ordnung der stéren-

(111)

. S . a
den Masse ist, ebenso wie die von den Ableitungen - el

g USW. ab-
hingenden Terme, weil die Ableitungen
d_(‘ja - 6fa_ ) -dﬂ‘ + af, . de af; di
dt = vaar T ae @ T oar T am WSV

. d d
wegen der Koeffizienten 'd(;_’ dj und aift von der 1. Ordnung

der stérenden Masse sind. Folglich muf3 dann die Integrations-
konstante €' wegen der o. Ordnung der linken Seite der Glei-
chung auch von der o. Ordnung sein. Vernachlissigen wir dann
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auf der rechten Seite in 1. Niherung die Terme 1. Ordnung der
storenden Masse #2’, so verbleibt die Relation:

(I11a) fora+fred fii=

als Gegenstiick zum Tisserandschen Kriterium, das sich auf
den speziellen Fall bezieht, wo die Stérungsfunktion und ihre
Ableitungen durch starke Anndherung des Kometen an den
storenden Planeten sehr grol3 werden.

Die analoge Folgerung gilt nun, iiber Tisserands Kriterium
hinaus und allgemein auch fiir die Elemente ¢, @ und §, ge-
mil der Gleichung II, wonach bei demselben Integrationsver-
fahren die entsprechende Gleichung (IV) entsteht:

wobei die folgenden Terme als von der 1. Ordnung vernach-
lassigt worden sind:

+J‘%( ) a’z‘—}—J‘e—— a’t—i—jw = @ gt -+
+ [ ot

Eine Erweiterung der Kriterien ergibt sich auf Grund der Tat-
sache, daB die rechten Seiten von I und II infolge der bekannten

. R o0R
Eigenschaften von E und b2 konstante Terme enthalten, so

daB bei der Integration der rechten Seiten von I und II nicht nur
periodische, sondern auch der Zeit proportionale Sikularglieder
entstehen, die mit der Zeit beliebig anwachsen kénnen und
bei Anwendung der Kriterien auf lingere Zecitrdume zweck-
maBigerweise in Riicksicht gestellt werden. Bedeuten sg und s,

die konstanten Teile der rechten Seiten von I und II, so dal}
R . .
Ia % =s5q und g, g—a = s,, so gehen die rechten Sciten von

III und IV, unter Vernachlissigung der entsprechenden perio-
dischen Glieder, tiber in C 4 sq - # resp. D +- s, * £, so daB die
Gleichungen IIT und IV in die folgende neue Form iibergehen:

(111 forat+foret firi=C+ gt
(v gooet gy 0t gy =D A 5,08
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Will man mit Riicksicht auf eine spitere Integration das Auf-
treten dieser Siakularterme auf den rechten Seiten von vorneweg
vermeiden, so erreicht man dies durch die Substitutionen:

Z~—/lc‘+f z‘undSZ,—m—i—?—t wo 4 und s die neuen an
23

Stelle von 7z und 4 tretenden Variablen sind, indem alsdann die
neuen Differentialgleichungen entstehen:

da de dk
) Jorar Vom v =0
de dd dm
1 g gy T &8s gr T8 g5 =0©

Auf die Grundgleichungen I und II zuriickkommend, wollen wir
jetzt die aus ihnen unmittelbar folgenden Integral-Invarianten ab-
leiten, indem wir zuerst die Gleichung I durch die rechte Seite,

d. h. fy - 3&?,’ und die Gleichung II entsprechend durch

g, E;‘: dividieren, so daf3 wir erhalten:
a fodat fl - de + fl di=
(") g det gy ddbgh-dQ=di

also nach Gleichsetzung und nachfolgender Integration:
V)
[fi-das [fl-de+ [fi-di+ [g) -de+ [ g} -dd+ [gg-dQ=]=const.,

WO

f;=—f-sinz'(§§)—l, f:=—fe-sinz'(§—§-)

-1

’ . foR\?
, fim=trsind ({7
1

E)R -1 o1 . dR\! 1 o R\
= ge na da ’gtf)—+;gd) 7’&[15; y 89 +_g.ﬂ, na aa)

womit durch (V) die gesuchte Integral-Invariante / erlangt wor-
denist, alle 6 Elemente der Masse 7z enthaltend. Die der Masse 7/
entsprechende Integralinvariante ergibt sich durch einfache Stri-
chelung aller Elemente, einschlieflich der Stérungsfunktion &,
die also in R’ % R tibergeht. Bemerkenswert ist, daB die Koeffi-
zienten in (V) explizit nur von den 3 Elementen a, ¢, 7, resp. @',
¢, 7' abhingig erscheinen, aber durch die Ableitungen von R
resp. R' doch von allen Elementen abhingen.
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Zu dieser Integral-Invariante ist nun zu bemerken, dal sie
noch keine strenge Integral-Invariante im Sinne Poincarés dar-
stellt, weil die in den Koeffizienten f, usw. auftretenden Ab-
leitungen der Stérungsfunktion, wie schon die Funktion & selbst
in bezug auf die Lingen nicht nur von den Lingen der Epoche
e und &' allein, sondern vielmehr von e - f n-dt =/ und
e 4+ f #n' - dt =1, also den mittleren Lingen der beiden Kor-
per 7. und ' abhingig sind. Daraus folgt, daf3 in der Glei-
chung (V) die erwihnten Koeffizienten f, der Differentiale da,
de usw., und analog auch die der Masse »’ entsprechenden
Koeffizienten von da', de' usw. durch die Koeffizienten R,
und Ry resp. R, und R mit den Zeit-Integralen [ n-dtund
| ' - dt belastet sind, was dem Prinzip der Theorie der Inte-
gral-Invarianten im Sinne Poincarés widerspricht, wonach die
Koeffizienten nur von den Variablen, nicht aber noch von der
Zeit abhingen diirfen. Die lastigen Terme [ % - d7und [ #' - d¢
lassen sich nun aber beseitigen, wenn statt der Variablen ¢ und
¢’ neue Variable eingefiihrt werden, namlich ¢ - f n-dt =1

und ¢ + [ %' - dt=1. Alsdann geht die (II) entsprechende
. de  dl de' Al .
Gleichung, da nun Sy =g analog g = g " wird,

in die folgende Gleichung tiber:

dl do a8, . oR L R 7n
@ T 8s " g T8y ar T8 g +'”"ga(aa"+ gay
Da nun nach (II): # = K- a3"? und g, = -—2(n-a)7", so dal}

4

= —;— Ke. g2 = 8% (K2 - a™1), so folgt schlieilich, wenn

&a
noch R + % K2. =1 = R gesetzt wird, noch mit Riicksicht dar-
auf, daf -Z% = g - ist, das neue Gleichungspaar:
da de di oR
(Ia) fa"dz +fg.7;+ﬁ-—;;_fn'3ﬂ
dl dé a9, R
(la) 77 T8 g T8 a4 T8 4,

wo jetzt R in bezug auf die Langen nur von /und /' abhingig ist.
Daraus folgt dann analog zu (V) die neue Integral-Invariante (V)'
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der Poincaréschen Form:
I[fa’a—i—ffde—{—ffa’z—}—fg; dl+ ‘fgw-da')—{—

V")
+ fg - d §), = / = const.,

wo
f;:-fasini'ﬁhl, f::—fesini-k‘l, ff:——fisini-ﬁhl

=+ —gmnaR},  gi=—gynaR}, gi= ] ggnak.

Die der Masse #' entsprechende Integral-Invariante ergibt
sich durch die einfache Strichelung der Elemente unter Er-
setzung der Stérungsfunktion R durch &', und dann weiter durch
R', wenn der Ubergang von &' auf // = ¢' + In’ - dt erfolgen soll,
wobei dann R’ = R' + — K2+ (a'y  und K'* = #2(1 + /). Diese
Uberginge von & auf /und & auf /” sind auch weiterhin bei allen
anderen Formeln zu beachten.

Ferner ist im Anschluf an die in (V') fixierte Integrations-
konstante / zu bemerken, daf3 diese wie auch alle anderen weiter-
hin auftretenden Integrationskonstanten gemif3 den Theoremen
von Bruns und Poincaré keine neuen unabhingigen Integra-
tionskonstanten fixieren, sondern alle nur Funktionen der Kon-
stanten der algebraischen Integrale der Energie und der Fliachen-
sitze sein kénnen. Demgegentber spielt in der vorliegenden Ab-
handlung die Frage nach dem Nutzen der obigen und der noch
weiterhin abzuleitenden Integral-Invarianten der Stérungs-
theorie die erste wesentliche Rolle, wobei die Elimination der
Storungsfunktion ein weiteres Ziel ist.

Fiir den Fall der Anwendung der obigen Integral-Invarianten
als Kontrollformeln numerischer Stérungsrechnungen wollen wir
noch zeigen, wie man die Integrale bis zu Termen beliebig hoher
Ordnung der stérenden Masse erhalten kann, und zwar an einem
Term der Gleichung I1I, wobei die entsprechende Lésung auch
fiir alle anderen Terme gilt. Mittels partieller Integration hatten
wir bereits gefunden, daB (¢) [ f,-da = f,-a-— [a*df,, so daB,
wenn (B) @ = ay + da, wo Aa die Summe der Stérungen aller
Ordnungen darstellt, also (v) Aa = Aa, + Aay + ..., durch Sub-
stitution folgt: (o) [ f,-da= [ f,-d(da)y=f,-Aa— [ Aa-df,.
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Setzen wir weiter (8) f, = f° + Af,, so wird die Funktion
(&) f,-Aa=F"Aa -+ Aa- A(f,), wo A (f,) umzuformen ist in:

@ avo=[ a= [ L.

- of, . da 3f,, de af, di J
= J \oa @r T ea @ ai az)

Als letzter zu entwickelnder Term bleibt dann, nach (a):
of, da  of, de . of, di
("]) J’.Aa.df“= J'Aa(‘aa-'—dt + Toe dt + dz 7—1.‘—) @z,
so dafB3 allgemein nach (a'):
@) [f.-da=p2- 20+
of, da of, de of, di
+ Aaf ("612‘. dt + de  dit + o7 W) dt

3fa da af,, de of, di

wo der 1. Term rechts mindestens von der 1. Ordnung, dagegen
die beiden folgenden Integrale von mindcstens der 2. Ordnung

sind, wegen der Faktoren dea - dt ,Aa- dt usw. Kennt man also

auf Grund einer praktisch ausgefiihrten Theorie der Stérungen
da de
4t dt
a, ¢, 7 usw., so geben die letzten Formeln eine Kontrolle, basierend
auf der Entwicklung der Integral-Invarianten. Bei der Anwen-
dung der Formel (a'’) ist noch zu beachten, daf3 bei der Potenz-
0fa  8fa
oa ' oe

usw. bis zu irgendeiner beliebigen Ordnung in bezug auf

entwicklung der Funktionen — usw. zu setzen ist:

3fa 0fa T *f >f .
0 % = (22, + (2 00+ ) e (2o
-+ hoheren Potenzen von Aa, Ae usw., und entsprechend fiir
aa];” USW.

Hat man dann in dhnlicher Form die Integrale [ 7, -de¢ und
[ f;di abgeleitet, so besteht die Kontrolle schlieflich darin, dal
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die Summe der abgeleiteten Integrale gemiB (I11): | /, - da +
+ [ f,-de+ [ f;-di = C + Rest sein muB, wobei die Kon-
stante € das Kriterium der Kontrolle bildet.

Wenn man nicht, wie oben, die Zerlegung von ¢ und dem
Faktor £, gemiB den Gleichungen (8) und (3) vornimmt, so kann
man die Kontrolle noch auf eine andere Form bringen, die eben-
falls niitzlich sein durfte. Den ersten Schritt zur Zerlegung eines
Integrals: [ /- da mittels der particllen Integration, so daB
[f-da=f-a— [a-df, wollen wir beibehalten, weil er zur Folge
hat, daBl das Integral dadurch in ecinen Term o. Ordnung und
einen zweiten von der 1. Ordnung der stérenden Masse zerfallt.
Wollte man versuchen, den 2. Teil: [@-df wiederum nach der
partiellen Integrationsmethode in einen Teil 1. und einen solchen
2. Ordnung zu zerlegen, so ersihe man unmittelbar, dal3 man
stattdessen auf das Anfangs-Integral zuriickkommt, so daB3 dieser
Weg nicht gangbar ist, sondern ein andererWeg einzuschlagen ist.
Zunichst bringen wir das Integral: [ @-df auf die folgende
Form:

fa-dfzfa(f’f da+ de+a—f-dz')

d

B of da _91_. de | of  di
- ,,r (84 dt + de  dt oi dt) ar.

(2y)

Wenden wir jetzt auf das erste Integral rechter Hand die partielle

Bf da

Integrationsmethode an, also auf: f - dt, indem

a- :g . —‘Z als erster Faktor, & als 2. Faktor betrachtet wird,
so folgt

of da __ef da . d of da
GBI)L]“( oa dt) t—a% It T( —%'iiz‘)dt’

wo der 1. Teil rechter Hand wegen des Faktors Z,i
1. Ordnung der stérenden Masse ist, wahrend der 2. Teil zunéchst
ergibt:

(ro) ( o

Lof _da _of da a(3%)  da of da
dt( da dz‘)_dt e ar VT a T %% am

von der
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=

- da\*?
so daB3 der 1. Summand rechter Hand wegen des Faktors ( B

von der 2. Ordnung der Masse ist; ebenso ist der 2. Teil wegen
7 (2L
e ) da

des Faktors — 7t g7 von der 2. Ordnung der Masse, weil

d (of\ _ &f  da Ff | de | #f | di
GD G {Ga) =G w F vabe wt tvari T
in allen Termen von der 1. Ordnung der Masse ist. Schlief3lich ist

in bezug auf den 3. Term der Gleichung (v;) in bezug auf den

a? . . d
Faktor % zu bemerken, daB die 1. Ableitung —dj stets von der

dz?
.. da 2Va @R
1. Ordnung der stérenden Masse ist, indem = EK g Wo

~, o . . . . az
Stérungsfunktion immer den Faktor 7 hat; die 2. Ableitung d—ta
. . . d oR
setzt sich dann aus einem Term mit dem Faktor »df- "

also von der 2. Ordnung der Masse ist, und einem Term mit dem

d oR .
Faktor P (673‘) zusammen ; E;f setzt sich nun auller dem von

@, ¢ und 7 explizit abhidngigen Faktor aus trigonometrischen
Funktionen zusammen, deren Argumente von der Zeit abhiingig
sind, insofern diese insbesondere von den Langen des gestérten

e,d(‘r

und stérenden Kérpers abhingen, nimlich von den mittleren
Lingen: /=¢ —{—f?z -dt und ' = ¢ + fﬂ’dzf, so da3

d (8R\ &R [de BR (e ,
W(aa)— (W+”>+aaae' (';f7+”)

oe?
'

. de de
wird, wo v und e
0 R

62R -
7+~ und 7' e s von der Ordnung 7 - 7' resp. #' - " sind.

von der 1. Ordnung der Masse sind, aber

Beide Faktoren kénnen klein von der 2. Ordnung der Masse sein,
wenn z. B. 7' = Jupitermasse, so dall »' = 300" - sin 1" = 1,5 #//,
weil 7' = 1073 (runder Wert), so dal also #’ - 7’ = 2. Ordnung
der Masse ist, wihrend der Faktor 7 - ' bei n > #»' allgemein
von geringerer Ordnung als 2’2 sein kann, wenn auch von
hoherer als der 1. Ordnung von 7, was bei der Anwendung der
Formeln zu beachten bleibt, wihrend die Terme

*R de *R de'

.5 und -

oer  dt oede dt

stets von der 2. Ordnung 72’2 sind.
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In bezug auf den 2. Term der obigen Formel (¢;) ergibt sich
analog zum 1. Term:
of de . of de of de\
(B2) J‘aﬁ'ﬁ"ﬁ 25" t_ft dt( e 2f) b
wo der 1. Term der rechten Seite auch wieder von der 1. Ordnung
der Masse 72’ ist, wahrend

af  de da of de af\ . de of  de
(v2) dz‘( Be a’t) dt e di TC dz(ae 2 Yo% am

de
wo der letzte Term -,

der Masse ist. Endlich lautet der 3. Term von («;) analog zum

wieder nur bedingt von der 2. Ordnung

a?
soeben behandelten 2. Term, wobei jetzt dti

der 2. Ordnung der Masse ist. Listig bei diesem Verfahren ist das
explizite Auftreten der Zeit # auBerhalb wie innerhalb der obigen
Integrale, weil dieser Faktor vergréBernd wirkt, wenn auch die
Koeffizienten von der 1. resp. 2. Potenz der Masse sind.

nur bedingt von

§ 1 (c). Die Integration in bezug auf die Laplacesche
unveriinderliche Ebene

Bei Verwendung der Laplaceschen unveridnderlichen Ebene
als Grundebene an Stelle der Ekliptik, des Aquators oder einer
anderen Ebene pflegt allgemein eine wesentliche Vereinfachung
der Untersuchungen einzutreten, weshalb auch hier der entspre-
chende Ubergang gemacht werden soll. Die Flichen-Integrale
nehmen in diesem Falle, wo der Schnittpunkt der beiden Bahnen
stets auf der unveridnderlichen Ebene gelegen ist, so dafl ' = §,
+ 180° und der gemeinsame Schnittpunkt die Geschwindigkeit

d 1
'd%' =4 bCSItLt die folgende einfache Form an:

© mK |} p cosi + m'K'|/p' cosi’ = C = const.
9 e .
mK ) psing— m'K' )/ p' sini’ = o,

wo C die gemeinsame Flichenkonstante fixiert und alle anderen
Parameter bereits oben fixiert worden sind. Differenzieren wir
nun die letzten beiden Gleichungen nach den Variablen 7, 7/, p
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und p', so ergibt die Auflésung dieser Gleichungen nach Z7 und
7' die folgenden neuen Gleichungen:

mK| psin(G+i)di=mK cos(i+)d () p)+m'K'd() p")

10) ,
( m' K" p'sin(G+7)di' = mKd ()p)+m'K'cos (i + i) d()/p").

Bilden wir hiernach dann die gesuchten Groflen ;@7 und f;, i,
wobei f, = K }/p und f;= K'}/p', wo noch p = a (1 — ¢2),
1 e : e
alsod ()/p) = T Vi—e*-da—Va e de, so neh-

men die gesuchten Funktionen die folgende Form an:

fidz. =

— X
msin(z + ')

mK cos(Z + 7') [ 211/22— Vi1i—e2da— ] “a 1/1i—e2 - de]

X
e |1 2, t 1/ A e g
+772Kl21/a,V1 ¢t da Va Vl_e,zde]
(11)
! oo __M1*7<
Jidi = ! sin (2 +7%) .
Iﬁ'gf e o/ € )
mK[”/a ) 1—e*da— | a Ve a’e] l
X

+ 7' K' cos (¢ —)—z")[—z»l}/; Vi—e?da' — )/ a 1/1ie'2 de’J
also allgemein von der Form:

fidi=f;,da + f;,de + f.pda' + f,, - de’
fidi =fl,da +fl.de' + fl.da 4 fl, - de.

Folglich nimmt die Endgleichung bei Annahme der unverinder-
lichen Ebene als Basis die Form an:

[(fot i 28 4 (fo 4 120 84 oo 2t 1,2

R
X

’ da' de' ;) da ,
(fa +j[ia') dt + .(fe' + .f;'e') 0;{[- +.fia _dz— + ‘fie
oR
a8

= — (sinz)~ -

¢
di

= — (sin7’)"1-
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’
—a% u. aig, wegen der Annahme der unveranderlichen
Fbene noch zu setzen ist §' = 180 4+ §,. Zu diesen Differen-
tialgleichungen kommen nun noch die auf ¢, @ und § sowie auf

¢, @' und §' bezliglichen hinzu, also

wo in

ds di o, 2 (@R

@i T8 ar T80 4y __Z-Z(aa )
1
(13) de' _ 4w a9 2 [eR\|

- z‘.+g‘”’ dr TEY T T n'-a \oa

— /122 - sin? L g —
wo noch gg = — 2+ }/1—¢* - sin® — ¢ und analog g5, =
=—2)1—¢?sin? —;— #'. Da wegen der Annahme der unver-
. dir . . . .. . .

dnderlichen Ebene- - = -, ist, so ergibt die Elimination dieser

Knotenbewegung aus unseren Gleichungen die neue Form:

de dw 2 616)
*dt.—*—gp‘:’?[ + ( da

—ﬂll - g‘Q‘ —
(14) a7 e e B aR') _g;; =1,
dt Eo’ ¢t wtea ( da’
1—e?sin? 17 . . .
wo 4 = v 2 Um eine homogene Differential-

Vi—e?sin?)i -
gleichung zu erhalten, mit Riicksicht auf die kommende Integral-
Invariante, filhren wir neue Variable ein, indem wir setzen:

(15)

_dﬁ{_{_i 31?)_ _ . do »dw‘_d(;_*_ 1 2z (OR
8o gy na\ea) 80 a4 T a4y ga nal\da

A 2 (R de | do'_d@ 1 2 (0R
8ot 4y un'a (6:1’ =8 g WO 4t T 4 gor #-d \oad

so daf3 die entsprechende Differentialgleichung lautet:

de dw ds' dw'
') L . A _
(16) 2 &y T T kg =0,

analog also die (12) entsprechende Integral-Invariante:
(16a) f de + fg;;a’w — f hde — j hgsdw' = const. = /.

Um nun weiter die zu den Elementen a, ¢, @' und ¢’ gehérigen
homogenen Differentialgleichungen auf Grund der obigen in-
homogenen Gleichungen zu erhalten, bedarf es nur der Einfiihrung
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zweier neuer Variablen, nimlich zuerst gemil der ersteren der
beiden Gleichungen:

de' 4 (sinz)™ 9R dp_
dt fie oq T dt’

und ferner gemal der 2. Gleichung:

de (sinz')~!  oR' dg
e "}" TIEB = »
dt Tis o dt

so daB die homogenen Differentialgleichungen entstehen:

AT ~‘§, + o+ i) S + fow e+ f P =0
(17)
o+ D+ o+ o) L L 22 1,20

aus denen dann sofort die entsprechenden Integral-Invarianten
entstehen, namlich:

(17a)
| Grtiddas [ (frfi)des [ frpdd + [ £, dp=const.=C,

[ Foifdda s [(forfoyde's [ floda+ [ fl,dq-const.—C,|

§ 2. Aufstellung zweigliedriger Elementengruppen
und ihrer Integral-Invarianten

Bisher hatten wir mit den Differentialgleichungen T und II nur
dreigliedrige Gruppen von je drei Elementen in Verbindung mit
nur je einer Ableitung der Stérungsfunktion betrachtet und die
entsprechenden Integral-Invarianten abgeleitet, entsprechend den
Gleichungen (¢) und (d) am Anfang unserer Untersuchungen.
Die dort befindlichen Gleichungen (b) und (e) zeigen uns aber
weiter, daB3 auch Beziehungen zwischen nur 2 Elementen in Ver-
bindung mit anderen Ableitungen der Stérungsfunktion méoglich
sind, d. h. wir haben die beiden Gleichungen:

da de
o ar Tl g = ks
(18) ,
da NN —d P
Y5 g7 T s dt =l
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wo jetzt R, = %{;, R, = aa]: ete. Die entsprechenden Ele-
mente a, ¢ und @, §, sind, wie ein Blick auf das Elementenschema
zeigt, zwei asymmetrische Elementensysteme, deren weitere
existieren, wie wir sogleich sehen werden. Die oben fixierten
Koeffizienten ¢, ¢,, d; und &g sind aus den genannten Gleichun-
gen direkt ablesbar, so daB keine Zusammenstellung nétig ist.
Nach der Aufstellung der ersten Paare asymmetrischer Elemen-
tengruppen wollen wir jetzt die weiteren ableiten, zuerst das
Paar e, 7, das an R,, R; gebunden sein muBl. In der Tat zeigen
die einleitenden Differentialgleichungen (2) und (3), daB3:

L

ai

o
S =dy Ry +d5- Ry +d,R,,

[a'R;-{-L‘E'R

€

(19)

wo die entsprechenden Koeffizienten den genannten Gleichungen
wieder unmittelbar zu entnehmen sind, und die gesuchte Diffe-
rentialgleichung unmittelbar bei Elimination der Terme in
R oder R, folgt. Bei Elimination von R folgt also die gesuchte
Differentialgleichung zwischen ¢ und :

e 1 . de di 1 1. 1
(20) 1— e tg 2T T AT T e tg 2 ! R, + rnat 1/1——e2-sinz-' Rﬂ*’

so daf3 die ¢ und ¢ gemeinsame Differentialgleichung von 2 Ab-
leitungen, d. h. von R, und R, abhingt, im Gegensatz zu den
Gruppen (g, ¢, 2) und (a4, ¢) und (@, §1), die alle von nur einer Ab-
leitung von R abhingig sind.

Als letztes Paar in bezug auf die Elemente der 1. Zeile unseres
da
pe dt
nur von K, abhingt, 4, aber von Rg, Ry und R,, so ist R,

Schemas verbleibt die Verbindung der Elemente 2 und 7. Da

4 : . .
durch 72,[;- zu ersetzen, um die gesuchte Gleichung in bezug auf R

und R zu gewinnen. Man erhilt alsdann die folgende Gleichung:

1 _1_2._da_+dz’__
2a)1—e 8 dt dt
1) 1
1. 1
—_— tg —IiR;— —  ——
nat ) 1—e* €, @ nat) 1—e?sing 2

eine Bezichung, die also von 2 Ableitungen von R abhingig ist.
Minchen Ak. Sb. 1955 11
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Gehen wir jetzt zu den Elementen der 2. Reihe unseres Ele-
mentenschemas Uber, zuerst zu dem Paar (e, @), so haben wir die
beiden Differentialgleichungen (4) und (5) zu betrachten. Wie
man sieht, ist der Term X, in beiden Gleichungen derselbe, so dal3
dieser in der Differenz der beiden Gleichungen herausfillt und
deshalb die folgende Gleichung resultiert:

de dw 2 (1—e% i
(22) BTl T T e e e, R

-na_
eliminiert man statt des Termes in £, den in &,, so ergibt sich
die weitere Form:

(23) ,

% _ _1 1/ 2 _1 ;.
n-ak"-*—naz]/f——e2 (1 [ e)tgzz R

mit der Abhingigkeit von R, und R,.

. . . . . . 7] a .
Die nichste Ableitung ist die zwischen lfia;— und -d‘g}, die

aber bereits oben in (18) fixiert worden ist; sie entspricht, wie
schon bemerkt, der Gleichung (¢) am Anfang dieser Abhand-
lung, wonach also:

i dg. Ve

. L
(24) g —2sint—i- - R,,

na*-e 4

. ad . L .
wobei der Faktor von % auch gleich —tg % 7 sin 7 zu setzen ist,

at
. . . d
da sin 7 stérungstheoretisch immer der Faktor von - dS}

mul.
Als letzte Beziehung verbleibt schlieBlich die zwischen e nd

- sein

dt

d . . . .
—dStz’—, die man unter Summierung der soeben fixierten Bezie-
hung (z22) f;%—— d;; und der zuletzt dargelegten Bezichung

. » A ar ‘
(24) zwischen Fr und 27 erhilt, indem:
(25)
de t, . .d8 2 Vi— e 5
Jr TS, = 7m_R“ + neatee e
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womit alle Kombinationen erschépft sind, indem wir die 6 fol-
genden Kombinationen, in Integralform geschrieben, erhalten,
nachdem die oben abgeleiteten Gleichungen alle durch die Funk-
tionen von R dividiert zu denken sind:

) [fida + [ fide =t+C
2) [g.de +[ gdi =t4+G
3) [ hda 4 [ hdi =14+G
4 [hde + ][ bzdw=1+C,
) [Lodo + [ dQ =2+Cs
| 6) [mds 4 [mgdQ =14Cy

(26)

Bei Subtraktion je zweier Gleichungen folgen dann die von
explizitem # unabhingigen Integral-Invarianten in bezug auf
3 oder 4 Elemente, wihrend die urspriinglichen Hauptglei-
chungen I und II zu Integralgleichungen von je 3, oder, bei
Kombination, von je 6 Elementen fithrten. Die Differenz der
Gleichungen 1)-2) gibt die Gleichung I wieder, ebenso wie die
Differenz 4)-5) der Gleichung II entspricht. Dagegen liefern
die Differenzen der Gleichungen 1) und 4), ebenso wie die von 2)
und 5) und die von 3) und 6) weitere Integralinvarianten in bezug
auf die korrespondierenden Elemente «, ¢ und ¢, @, weiter ¢, 7 und
®, §& und schiieBlich ¢, 7 und &, §.

§ 3 (a). Die Integral-Invarianten der Koordinaten
im ,,probleme restreint** der Ebene

Jetzt wollen wir uns einem speziellen Falle des 3-Kérper-
Problems zuwenden, dem reduzierten Falle, wo die eine Masse
#m = 0 ist, und die Masse ' == 0 sich in einem Kreise um
die Hauptmasse, die Sonne, bewegt. Der Planetoid m = o soll
auf den Schwerpunkt der Sonne mit der Masse 1 — g und des
stérenden Planeten der Masse i bezogen sein, und weiter soll der
Planetoid sich in der Ebene von Sonne und Jupiter bewegen,

i
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wenn der stérende Koérper mit Jupiter bezeichnet wird, so dal}
also der Fall des Probléme restreint vorliegen soll. Dabei be-
ziechen wir die Koordinaten x, ¥ des Planetoiden auf die beweg-
liche Richtung Sonne-Jupiter als x-Achse, die sich infolge der
Kreisbewegung des Jupiter um die Sonne mit der konstanten
Rotationsgeschwindigkeit 1 bewegt, so dafl die Differential-
gleichungen der Bewegung des Planetoiden die bekannte Form
haben:

dix 2 dy _ oU
) drr~ C dt T ex
1
( 2% dx _ 8U |’

ar T2 =y

wo die Kraftefunktion U die Form hat:

©) U=S@++ 75+

und die Abstinde des Planetoiden von der Sonne und Jupiter:
=V ()

(3) )
ry = VIxr— (0 —wP -+~

Das einzige algebraische Integral des Problems ist dann be-
kanntlich, wenn o die Geschwindigkeit des Planctoiden:
(4) v* = 2% + »* = 2U — (, das bekannte Jacobische Integral
des Systems (1). Unser Ziel soll nun sein, die Integral-Invarjanten
des Problems zu ermitteln. Deshalb wollen wir auf die obigen
Gleichungen (1) zunichst die folgenden Multiplikatorensysteme
anwenden:

a) —y b) —p ¢ F22 d) Hx
+x +2 +2y +y.

Alsdann ergibt sich im ersten Falle (a) die Gleichung:

L oU
ox

a)  wfe—yxtex-itayi—x G —y
oder auch:

y . . |y U U
a'’) xa’y—ya’x—}—zxa’x—{—Zya’y_-(x oy ¥ ax)dz‘.
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a.
Zur Elimination von & ¢ werde rechter Hand im 1. Term dz = —f—,

im 2. Term d¢ = dT gesetzt, so daB alsdann nach Zusammen-

fassung aller Terme in bezug auf die Faktoren dx, 4y, 4% und &y
bei Integration die erste Integral-Invariante entstcht:

e ) ext J (oo 43 2) r—

_fyd;e+‘]‘x-dy:0=const.

ey

mit den 4 Parametern x, y, %, .
Die Anwendung des 2. Faktorensystems (b) auf die Glei-
chungen (1) ergibt dann analog:

. dy . .0 o . 0U L 3U
oder, wenn hier links 2 = % %’,7 und p? = y el und rechts wie

dx dy
vorher: # = ——und y = — substitutiert w1rd ergibt sich die

; di Z
Gleichung:

2dy—ydi + 2(2dx + ydy) = (—)U,a’x— ic.rdy)

oder bei Anordnung nach den 4 Parametern und Integration:

(ID)

jj’/d?&—j:&dj‘/—}—j(zx—-%}[/i) dx + I (2))—}—(’;—:) dy

= FE = const.,

womit eine 2. Integral-Invariante erlangt worden ist.
Weiter ergibt das 3. Multiplikatorensystem (c) das schon
fixierte und bekannte Jacobische Integral, d. h.: o2 = U — C,

wo vzz;\ég+y2=9&-%+33-%=(2-U——C), so daf3:
(111) jxdx+jydy=zj0dx—c-z+ﬁ,

wo £ eine neue Konstante, womit eine weitere Integral-Invariante
erlangt worden ist, die aber noch das Integral [ Ud¢ enthilt,
weshalb man zweckmiBiger den folgenden Weg einschlagen muB,
um eine Invariante in bezug auf die 4 Parameter x, y, 2 und »
ohne das Auftreten von [ Ud# abzuleiten. Deshalb setzt man
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zweckmiBigerweise: v = [d(2#?) 4 [ d(9?) = 2 U—C, so daB,

wenn wir noch
U= [av=| (aUd —}————dy)

setzen, sogleich die gesuchte Integral-Invariante aus o® folgt:
. 7 T oU oUu 1
fxdx 1 J‘ydy—f—d;dx— f S dy=—7C

als Form des Jacobischen Integrals in Form einer Integral-
Invariante mit den Parametern dx, &y, d« und &y.

SchlieBlich ergibt unser Multiplikatorensystem (d) die folgende
Differentialgleichung:

x EFFfy-y—2(xy—yi) =x— ax —%—3 ig
Ersetzen wir # und ¥ durch: » = % und ¥ = % und setzen
weiter auf der rechten Seite 4¢ = 7x resp. df = [;—?’, S0
erhalten wir alsdann die Integral-Invariante:

J‘x-dx—{— J‘y-a’y—l— JI (zy—%%(xi) dx —

(Iv)
— f (2x -{—Z—ig) dy = G = const.

Die Auswahl der Faktoren in den Féllen (a) bis (d) geschah von
dem Gesichtspunkte aus, daB die Kombination (a) der Herleitung
des Flichensatzes entspricht, ferner (¢) der entsprechenden Her-
leitung des Integrals der lebendigen Kraft, wihrend die Kom-
bination (b) der Kombination (a) entspricht, wobei aber an Stelle
der Koordinaten die Geschwindigkeiten treten, und schlieBlich
die Kombination (d), an Stelle der Geschwindigkeiten in (c), die
Koordinaten selbst als Faktoren vorsieht, so dal} also insgesamt
nur die Koordinaten resp. ihre Geschwindigkeiten als kombi-
nierende Faktoren auftreten.

Wiihlen wir als weiteres Faktorensystem im Anschluf3 an die
Faktoren (b) als System (e) die zweiten Ableitungen — ¥ und
-+ x, so resultiert die folgende Gleichung:

b sl 2

X = X o
ay ox

+2 (Srw+ G
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oder bei Umformung:

2% 7 dt -t 2 =, T

so daB die Integral-Invariante folgt:
W) f(zx—-_—)dx+f(zy+ L) ay =4,

als besonders einfache Form, wobei wir aber bemerken, dal3 der
Faktor von 4% gemi8 unseren Ausgangsgleichungen (1) gleich
— 4, und der von v gleich x ist, so daB3 die Summe der beiden
Integranden: —— 3 - d# + & - dy = o0 ist, weil dx =~ 4t und
dyv = ¥+ dt, das Faktorensystem (e) also zwecklos ist.

Machen wir jetzt, dem letzten Ubergang von (b) auf (e) ent-
sprechend, weiter den Ubergang von (c) auf den Fall (f), d. h.
auf die Faktoren 4+2x und +27, so ergibt sich unmittelbar:

2(e) 4 2(9F + 4T —x) = 2 (9 55 + 2 57),

. dx S . .
oder, da x = —— usw., und wenn wir die Gleichung sofort in der
Form einer Integral-Invariante schreiben:

(V1)
f (x—zv—i—i:) ax + f (j" -+ 2x—%) dy = K = const.,

eine Gleichung, die aber wie (V) nur scheinbar besteht, da die
beiden Faktoren von &% und &y gemil} den Ausgangsdifferential-
gleichungen (1) gleich o sind, so daB die Konstante X = o und
die linke Seite der Gleichung (V1) also identisch o ist, als Zeichen
der Unbrauchbarkeit des Falles (f), also des Uberganges auf die
2. Differentialquotienten von x und y.

Zur Erweiterung verbleibt noch der Ubergang vom Faktoren-
system (d) auf ein System mit # und p, was aber identisch mit
(c) wiére; so verbleibt schlieflich als Erweiterung von (b) der Fall
mit den beiden Faktoren: —y und -}, was aber identisch mit
dem Falle (a) ist. Folglich verbleiben nur noch die Faktoren hé-
herer als der 2. Ordnung in #, von denen wir aber absehen kén-
nen, weil sie der mechanischen Bedeutung entbehren und nicht
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den Problemen der Mechanik entsprechen. Werden Integral-
Invarianten als Kontrollen bei den entsprechenden Untersu-
chungen im Dreikérperproblem verwendet, so diirften nur die
oben abgeleiteten Invarianten in Frage kommen.

Wir wollen weiter untersuchen, welche Integral-Invarianten
sich ergeben, wenn wir die urspriinglichen Differentialgleichun-
gen (I) zuerst durch unmittelbare Integration nach # um eine
Ordnung herabsetzen. Es ergeben sich dann zunichst die fol-
genden Analogien zu den Gleichungen I:

fy o [k
(Ta) dy oU ’
T +2x = ‘[-ay—dz-l—B

wo die GréBen 4 und B Integrationskonstanten fixieren.
Da nun % =i = fa’x und analog d fa’y usw., so folgen

aus (I,) unmittelbar die beiden neuen Gleichungen:
. oU

fdy+zfdx—f-zyy~d;;3

oder, wenn wir in die 1. Gleichung &z = —li und in die 2. Glei-

(Ib)

chung d¢ = ﬁ}’_ substituieren, folgen direkt die beiden Integral-

Invarianten:
. oU d
Idx—zfdy—jax %-—A
(11a) ,

Jqdy—}—zjvdx—.]ﬂig %L:B

wo die 1. Invariante nur von dx, &4y und &%, die zweite nur von
dx, dy und 4y abhingt. Die alle 4 unabhingigen Parameter
x, ¥, %, ¥ enthaltende Invariante erhalten wir dann nach Division
der 1. Gleichung durch 4, der zweiten durch B in der folgenden
gemeinsamen Form:

[ fodx + [ f,dy + [ fedz + [ f;dy = C,
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wo die Koeffizienten die Bedeutung haben:

8o O A __J_.LU.L_?.)

* = 4 Tox ?+Hl)” y B oy y 1/
—_— ,lv —_1
# 4 5T B

Unabhingig von den Konstanten 4 und B erhélt man auch,
z. B. durch bloBe Differenz der beiden Gleichungen, die Integral-

Invarjante:
[ godz+ [ g,dv+ [ gidi+ [ g;dy =— A+ B=C,
wo C' eine neue Konstante, und die Koeffizienten bedeuten:
oU 1 oU 1
&="Tehgy gy H=Te8—g 5

gy =—1 g =+ 1.

Ifiir die Anwendung der Integral-Invarianten erweist es sich nun
als nfitzlich, die Flachenintegrale bei Ableitung aus den obigen
Gleichungen (I) und denen des Systems (1) zu vergleichen. Bei An-
wendung des fritheren Multiplikatorensystems (a) zuerst auf das
System (I) und dann folgender Integration, alsdann auf das System
(I,) ohne weitere Integration, folgen die beiden Gleichungen:

(I11a)

BeY— & T = f( U},— g—AU_)dszC

x-y—y-x+272:x‘l‘%dt~yj‘%ga’t—z4-y+5"x.

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich also die folgenden
Ausdriicke fiir 7% und die Flichengeschwindigkeit x - y — y - 2:

(I11b)

rzz—yf

—A-y+B-x-—C
x-}'/-yw&;—_zf(zi—i],“y m)a’t—{— fg—f{dt—

| -xf%dz‘—{—A'y—B-x—{—zC.
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Diese beiden Gleichungen lassen sich nun niitzlicherweise zu
einer einzigen Beziehung verbinden, da, wenn & die Flichen-
geschwindigkeit, also x-p — vy -2 = F, diese auch mit #? ver-

bunden ist durch die Gleichung: #*- Z,l = F, wo v die wahre
. Vo
Linge in der Bahn, so daf wir mittels der Beziehung Z—Zt/= =0

d. h.v-—u94= _[Q - dt, wo Q der Quotient der beiden Gleichun-
gen des Systems III,, eine Kontrolle fiir die wahre Linge ge-
winnen, wobei v wie 7, die auf die bewegliche x-Achse bezogenen
wahren Langen fiir den Moment ¢ resp. # = o fixieren.

Wenden wir jetzt das frithere schon oben auf die Differential-
gleichungen 1 angewandte Multiplikatorensystem auf das Sy-
stem I, an, so ergeben die Multiplikatoren (a), die schon oben
erhaltene 2. Gleichung von II1_, die wir jetzt sogleich als Integral-
Invariante schreiben wollen:

x-dy— |y -dx+ 2| (x4 92 d¢
) I )

= [l [ Srar)ae— [ (v [ SZadar—

— A [y-dt+B[x-dt+C.

. .. a ,
Setzen wir hierin d¢ = —f— resp. d¢ = %, so daf3:

[a+mar= [ 4 e 2
so erhalten wir schlieBlich die folgende Form:
1)
2 -
‘[(—y—}—zi-——Bz)a’x-{—I(;\:—f—z + 4 ) +

+.[ (}/ %éi)ﬁ—'f( fﬂ'j——)%}/——@——-const.

Weiter ergibt das 2. System mit den Faktoren (b): — 3 und
- 2 direkt:

2(x-x+y-y'):xj%dz-yf%%dt+3.«%——@,
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so daB nach Integration die folgende Integral-Invarjante entsteht:
(ITh)

[ oo J 22 afans [ o [ 2202 d)

wo also wieder zuerst eine erste Integration der analogen von U
abhingigen Funktionen wie vorher auszufithren ist, um die
Integral-Invariante in der Normalform erscheinen zu lassen.

Drittens ergeben die Faktoren (c), also 2# und 2y, die folgende
Differentialgleichung:

2492 2 (xy—yR) =% dt+ Jﬂ——dt—kA X+ By,

so dafl nach Multiplikation mit &# und Integration die folgende
Integral-Invariante folgt:

[
(I11b) +J‘ (y—{—zx—j——‘df— )d},:E’ = const.,

aber sie ist nur scheinbar eine Invariante, weil die Koeffizienten
von dx und &y auf Grund der Differentialgleichungen (I,) beide
gleich o sind, so daf3 die Konstante £’ = o ist. Das Faktoren-
system (c) ergibt also keine Integral-Invariante.

Schljeflich verbleibt noch das 4. Faktorensystem (d), d. h.
+x und -+, womit resultiert:

£ oU
zodty y=zx[Zdtty [ at+ 4248y,
so daB die entsprechende letzte Integral-Invariante lautet:

J'(x_ '%_—_J‘CU d,t)d +

+ f (;V — B2 = ;? d,},) = /' = const.,

(IVh)

wo wieder die von U abhingigen Integrale auftreten, die schon
in den Fillen (I,) und (I1,) auftraten.
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§ 3 (b). Die Integral-Invarianten
der Koordinaten im ,,probléme restreint* im Raum

Es verbleibt jetzt noch die Erweiterung des bisher behandelten
ebenen Problems auf den Raum, indem wir unseren Differentjal-
gleichungen in x, ¥ noch die der 3. Koordinate z entsprechende

Gleichung hinzufiigen, d. h.: {:;2; = Z—Z—, wo U dieselbe bis-

herige Definition hat, wobei aber die auf z erweiterten Definitio-
nen von 7; und 73 nunmehr Jauten:

M=(r—x) +22+ 2 und g = (x— ) 2 4 22

Wenden wir alsdann, der fixierten Erweiterung entsprechend, die
folgenden neuen Faktoren auf die um die obige Gleichung in z

erweiterten Gleichungen an, und zwar auf die 1. und 3. Glei-
chung, nimlich:

a)—z b)y—:z ) +22 d)+«x
+ x -+ x +4-2 2 + z

so folgt, zunichst nach dem System a):
. . U ol
X di—z di+2z-dy= (x_a7~237)dt'
Wird in dieser Gleichung der Faktor &# in Verbindung mit %%
durch 4d¢ = % und im Falle von —aag durch 4¢ = ﬁ:— ersetzt,
so folgt bei Integration die entsprechende Integral-Invariante in

bezug auf die 5 Differentiale: dx, dy, &z, d¥ und 42, nimlich
(Te)

—gg~ia’x+ J‘z-a’y—fig'-ﬁa’z—fz-a’o&JrJ‘xdzeconst.
x X oz z

Im Falle (b) mit den Faktoren — % und + % folgt analog:

. dz . dx .

., oU ., 0U
dt a7 o

dr =% oz T Fax
oder in Form einer Integral-Invariante:

(II¢)

J‘Z_de—Zféa’y—f—Z%dz—i—fz'a’n&——fp&a’z'::const.
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Der Fall (c), der frither mit dem Multiplikatoren 24 und 2y zum
Energie-Integral in der Ebene fiihrte, soll nun durch Anwendung
der 3 Faktoren 2%, 2y und 22 auf alle 3 Gleichungen zum all-
gemeinen rdumlichen Integral fiihren, indem alsdann:

2 =22 4+ 32+ 2= 2U —C,

ein Integral, das wir nun in die Form einer Integral-Invariante
kleiden wollen. Deshalb schreiben wir das Integral in der folgen-
den Form:

2-dx +y-dy +2-de=0U—C)- d¢,
worin wir der Symmetrie halber setzen wollen:
1 [dx dy dz
ar =35+ + )

so dal} alsdann als weitere Form der Integral-Invariante des
Jacobischen Integrals entsteht:

(1)
[lF=2-Fev—0]ax+ | [J’i—%%@U—C)]dy -+
+ [l —5Fev—0]a=c.

Dieser Form wollen wir noch cine andere Form gegeniiber-
stellen, bei der nicht nur dx, 4y und 42, sondern auch noch
%, ¥ und 2 als Integrationsvariable auftreten. Deshalb setzen wir:

= [d@ 452+ =2 [dU—C,
so daB} bei Substitution von
oU oU oU
alsdann die neue Integral-Invariante entsteht:
[ zdx + [pdy + [ zdz—
)
Y4 oU ou 1 .

worin also die 6 Parameter eines bewegten Massenpunktes auf-
treten: x, v, 2, £, ¥ und 2.

(I ¢
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SchlieBlich ergibt sich gemdB dem Faktorensystem (d), also
“+xund +2z:

x X+ zz—2x" y—x —{—u- U
also bei Umformung, die Integral-Invariante:
(IVe)
Iia—Uzz’x-f 2 J‘x'dy+ f%%fia’u—J‘x-a’x'—fmdzeconst.

Es liegt nun nahe, dieselben Transformationen mit denselben
Faktoren auf das um eine Ordnung erniedrigte System der Dif-
ferentialgleichnungen I, vorzunehmen, aber es treten in den In-
varianten alsdann Doppel-Integrale auf, infolge der in I, schon
vorhandenen einfachen Integrale, so dal3 fur die Anwendung der
Formeln in der Praxis unerwiinschte Komplikationen eintreten,
weshalb wir hier von der Entwicklung der Invarianten absehen
wollen.

§ 4. Die Integral-Invarianten
im allgemeinen ,,probléme restreint nach Elimination
der Stérungsfunktion

Wir wollen jetzt weiter, immer im Hinblick auf die Aufstellung
zugehériger Integral-Invarianten, das Problem behandeln, die
Differentialgleichungen des beschrinkten Dreikdrperproblems,
wo der stérende Kérper eine Kreisbahn um die Sonne beschreibt
und der gestorte Kérper mit der Masse o in ciner Bahn beliebiger
Neigung lauft, von der Stérungsfunktion zu befreien und ein von
ihr unabhingiges System von Differentialgleichungen aufzustel-
len, wie es schon Scholz, wie bereits einleitend bemerkt, versucht
hatte, ohne aber zum Erfolge zu kommen. Gemif dem System (1)
S. 144 kénnen wir setzen:

) .U ou,
X—2y=o=2+ o
y . oU aU,

(18.) }’+2x——87—}’+'3y )
U,

dz
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wo U;=(-—p) -rll + u ;2-, und deshalb:

oU, T—X XX
ax <1 _‘u) 7y # 73
oU;, _ ¥y A
(1b) By = A= B
oty _ 2 g
R e et I

Das Ziel der Untersuchung besteht darin, die Stérungsfunktion,
d. h. hier die GréBe 7r,, den gegenseitigen Abstand zwischen dem
stérenden und gestorten Kérper, zu eliminieren. Zuerst ersehen
wir, dafl die 2. und die 3. Gleichung denselben gemeinsamen
Faktor haben, indem

2% 1 1
(1) = |a—m e uy]
tc
oU, 1 1
071 =23 [(1 _"lu) ;?_ + Hm 7’5_3_J'
Nun kann aber auch die 1. Ableitung, d. h. Z—Z von derselben
Klammer wie die beiden soeben fixierten Ableitungen abhingig
gemacht werden, wenn wir aav;l wie folgt schreiben:
ol 1— i x Xy
Gd) Gt — D e,

wo aber auller der allen 3 Ableitungen nun gemeinsamen Klam-

mer noch ein Term in -5 auftritt, den wir noch eliminieren

2

kénnen, wenn man statt x eine neue Variable einfithrt: x = & + Xg,
wo £ die neue Variable ist. Setzt man dann noch y = 5 und
z = { und beriicksichtigt, da die Differenz xy —x; = 1 und
Xy = 1—u, so ergibt sich das neue System der Differential-
gleichungen in &, # und ¢, wo die zu eliminierende GréBe 7, jetzt
nur noch in der eckigen Klammer vorkommt:

Fozij=ffr—p— &[T A — £

(e) | iit2é=1 — |+ |

-3
7y

b= el

3
rl
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Die Elimination des eckigen Klammerausdrucks in allen 3 Glei-
chungen fihrt dann direkt zu der folgenden Doppelgleichung in

En,CEn,CfnCundrl
—5[5—277—5—1 +M+(l‘#);l:;]=—,l7—[ﬁ+2‘,&*77];‘?5

unter Elimination von 7, und Reduktion der urspriinglich 3 Dif-
ferentialgleichungen auf nur 2 Gleichungen, wo jetzt nur noch
71, wie im Zweikorperproblem, auftritt. Zerlegen wir die Doppel-
gleichung in 2 Differentialgleichungen, nimlich:

tab—ztdag—dar— U0 gr BT L gy = A
(g | 1 i

und bringen sie mit Ricksicht auf die folgende Ableitung der
Integral-Invarianten auf die Differentialform, so folgt nach
Multiplikation mit ¢ das folgende Gleichungspaar:

T gi o gy g 1T H TSI _at

Ed"& 2Ea’77 dit £ + (1 M)E r;’dt_ at
(1h)

1, 1 C

—dn + 2 — =

p 7 Zﬂd§ -dt = -

Da das Differential #¢ fiir die Bildung einer reinen Integral-

d d d
Invariante lastig ist, wollen wir es durch d¢ = - —1}-77— =14

¢
resp. der Symmetrie halber durch &¢ = % (i:— + %Z -+ %C—)

ersetzen. Alsdann ergeben sich die beiden folgenden Differential-
Ausdriicke:

& 3 33 1

s S
of e e

_—;—dg—}—%a’éao




Uber die Integral-Invarianten der Stérungstheorie 157

Bei Integration erhalten wir dann die folgenden beiden Integral-
Invarianten:

(1k)
[fede+ ffndn+ffca’é+ffédé+_ff,-7d7'7+fféd§=C=const.
J'géa’fdrfg,]dn+fg¢d&‘+fgéa’§+fgﬁa’ﬁ+J‘géa’é=D=const.,

wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

P -y

31¢ EE && 7
2 gy iy i iemp 1
L= E IR TS e T e 7
Y TR T Sl St N |
f¢—3[c- 134 134 r‘f]
1 1
f.f"__'_—gy fq: ) fngy
NS . % R S 1
ge= 2y 3§ & 3 70 & 3 ¢
gé:O) g;} :»l—'y g; = —_1")
7 ¢

wobei noch hinzugefiigt werde, daB (11) 7§ = (€ + 1)% 4- 52 - (2
und die Gleichungen unabhingig vom Potential des stérenden
Kérpers sind, was unser Ziel war. In der Praxis wird es zweck-
miBig sein, die obigen Gleichungen noch von den listigen Nen-
nern zu befreien, und zwar durch die Anbringung der Faktoren
£-&-5- (- Cin der 1. Gleichung und & 7 % ¢ ¢ in der 2. Glei-
chung. Ferner wird es zweckmiBig sein, bei der numerischen

Rechnung 4& = dEt d¢ usw. zu setzen, da man an allen Stellen

d
der Rechnung die GréBen 7%— usw. kennt oder unmittelbar aus

dem Rechenschema ableiten kann. Eine weitere Kontrolle bieten
auch die aus den obigen Gleichungen (1 f) und dann (1), 2. Glei-

chung, folgenden Definitionen von —} - und —17, wonach:
2

1;” = (?7+2§)—5+2?7+1—u und
§=_ 1+§< + 28+ E—27 +pu.

Minchen Ak, Sh, 1955 12
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§ 5. Dasselbe Problem wie in § 4, aber im Falle
der Storungstheorie

Die soeben abgeschlossenen Betrachtungen bezogen sich auf
den Fall beliebiger Masse u des stérenden Kérpers, jetzt wollen
wir den speziellen Fall der Stérungstheorie untersuchen, wo die
storende Masse p klein ist, wie im Sonnensystem, so dal} dieser
Untersuchung eine besondere praktische Bedeutung zukommt.
Ausgehend von den allgemeinen Differentialgleichungen (1)
S. 144, setzen wir deshalb, die Koordinaten x, y, z in die un-
gestorten Teile x,, v, 2, und ihre Stérungen &, %, ¢ zerlegend,
fir den beliebigen Zeitpunkt #: x =2xy 4+ & v =y,+ 1,
2z =2+ (. Dementsprechend wollen wir zuerst die rechten Seiten

unserer Differentialgleichungen: ¥ —2y = U sw.in der Weise

ox
zerlegen, daB U=Uy+U;, wo Uy = — (x2 + 2 4+ —
und U, = -—, der erstere Teil also den ungestorten und der

2
2. Teil die nur vom gegenseitigen Abstande #, abhingigen

und g proportionalen Stérungen fixiert, wenn auch der 1. Teil
d. h. Uy noch einen Term in g, aber nur von »; abhingig, enthilt.

Fir die Ableitungen von U, also von U, und U, ergeben sich
die folgenden Ausdricke:

U, X—x U, r—ux
ik Gt DR P D
al ¥ oU, ¥y
oy =Y —w 5y ==l
ol, z ou, z
e B

Alle diese Ableitungen von U, und U, fihren bei Entwicklung der
Koordinaten x, v, z und »; und #, nach dem Parameter p zu
Termen 1. und hoheren Grades in y, die wir suchen. Die Gesamt-
heit der Terme vom Grade o in unseren Gleichungen, wenn sic
also nur von xg, ¥4, 2z, und »y, abhingen, stellt die ungestorte
Bewegung dar und verschwindet fiir sich in unseren Differential-
gleichungen, so dafl nur die Terme Ubrigbleiben, die die gestorte
Bewegung fixieren, d. h. eine Potenzreihe nach g und &,  und (.
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. . . ol
Unter diesen Gesichtspunkten reduziert sich zuerst —a-x" auf

die folgenden Terme, wenn wir uns vornehmen, nur die Terme
1. Grades in bezug auf p herauszusuchen, die Terme 2. und
hoheren Grades alsdann vernachlidssigend:

oU, "
ox §— (1 —/,L)

st s+ e+ 20,0

710

WO

o\ _ % (97m) _ K (?@) s Fi —
(8,1) = T’ (a}, 7o 3z Jo = 7 VO (7)o = 710 etc,

so daB die Beriicksichtigung allein der Terme 1. Gradesin &, #, {
und p ergibt:

i “5(1—71;) F o o — 1) 4 37 (%07 €k yor 1 F 200)

oU, 0
‘af:n(l—%) h o + 3 fi)u (%0 o1 1 208)
oU, ~0 +

7 =Lt )‘1‘“ z +3- (xo F o1+ 200

Die entsprechenden Ableitungen von U; geniigen den folgenden
Termen 1. Ordnung, die alle nur den Faktor p besitzen:

U, Xy oU, ol Zy
ox H 75y’ oy

— =-—u =— U —.
A,d, P B

Folglich lauten nun die Differentialgleichungen in &, %, ¢ und g,

wenn wir nur die erste Potenz dieser Parameter berlicksichtigen,
wie folgt:

d?y dé 1 1 1 Y .

de T2 (1 _f_'i‘o) T HYo (r_l’o_—é) + 3,—5) (%06 + Yo7 + 200)
- +pzg (o — =) + 32 (o + +2,0)
412 r:lxo a2:n) ri‘o 7:_?0 3 ri”O 0 Yo 0>/

Um auf Grund dieser Gleichungen die entsprechenden Integral-
Invarianten zu bilden, multiplizieren wir jede der 3 Gleichungen

12*
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mit dem Faktor Z¢, zu dessen Vermeidung aber im System der
Integral-Invarianten alsdann in Verbindung mit dem Faktor &

das Differential: 4d¢ = —%’&—, bei 7 aber: di = %und bei
dt = ECA gesetzt werden soll, so daB3 die folgenden Integral-

Invarianten entstehen:

Jee=]lel =5 +35) “(f"ri’—%":)]’ |
s _J‘(Z . 3_%}’0 i) ' 3‘[ xﬂzo » = const.==(
: o o
LA
_f[(l _—— )77 —I—‘uyo(r{ ——flg’_o)]%— o= const.=21D
j Yoo C dc
rlu
Jat—s [ o pas—s [ 20 Lag ]
N 1 e 4t =const.=(.
+J‘[,—M_M( s ks 0

§ 6.

Die Integral-Invarianten unter Elimination der Stérungsfunktion
im asteroidischen Falle des Dreikorperproblems

Nach der obigen Behandlung des Spezialfalles des beschrinkten
Dreikérperproblems in bezug auf die Frage der Elimination der
Stérungsfunktion aus den Differentialgleichungen wollen wir uns
jetzt dem allgemeinen Falle einer exzentrischen Bahn des sté-
renden Korpers zuwenden, und dabei, nicht wie oben, in bezug
auf die Koordinaten als Variable, sondern in bezug auf die Bahn-
elemente. Deshalb gehen wir auf die entsprechenden Differential-
gleichungen I und II am Beginn unserer Untersuchungen zu-
riick, wonach fiir die beiden ausgewihlten Elementengruppen
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a, ¢, 7 einerseits und ¢, @, § andererseits die folgenden Gleichun-
gen bestehen:

d d di R
a VA R e il T
de do 1 dQ,  OR P ’
(II>, g;. dt g:o d? g.ﬂ, dt da a

wo gegentiber (I) und (II) gesetzt ist:

fz: :fa:fn,
(1> fz/ :fe:f.ﬂ,
f[’ :j[t’fﬂ,
und analog:
©) £=8.'80 £o=£0 80 £8 =80 Lu
wo
(3) R =F-mKR
also
(3a) R’ :{I——%COSV,

und 4 den gegenseitigen Abstand der beiden Planeten fixiert,
deren innerer die ungestrichelten Elemente und Koordinaten,
der dullere die gestrichelten Buchstaben trigt. Der Winkel V'
fixiert den Winkelabstand der beiden Planeten an der Sonne, so
daB die Elimination der Stérungsfunktion mit der Elimination von
A resp. Videntisch ist, da 42 = #2 -+ #'2 — 2+ 7+ ' cos V. Sub-
stituieren wir an Stelle von I” nach letzterer Definition die GréBe
A in die Stérungsfunktion, so erhalten wir:

(4) R’:5——{—%;‘%——;—-%(73—}—7'2)::R’(A,r).
Bilden wir, dieser Darstellung entsprechend, die nach obigen

Gleichungen (I)" und (II)' erforderlichen Ableitungen, so er-
halten wir:

)

OR' . OR' 04 | R or | OR _OR 94 d(cosD)
oa o4 da or  oa WO a8~ a4 o(cosV) o
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so dal} wir zuerst die folgenden partiellen Ableitungen zu bilden
haben:

oR' 1 A
© ox = =t 7w

weiter erhalten wir:

o4
da

1 , L ar oR
_Z(y—rcosV) a0 WO —

>
a )

und der 2. Faktor » — 7' cos V, wenn 7 durch 4 ausgedriickt
wird :

leosVim Ly L 72 1 &
?’—TCOSV—-——Z*? P +27,
also
o4 1 1
o4 1.1 e e 2
(7) da 2 a41<7 7+A)

. a1s oR' 7 T .
und schlieBlich: —55; = — 5%, womit die dann gesuchte Ablei-
tung:

oR' ’ 1 1 1 -
® e =R=gl—m ) A=
wo zweckentsprechend auch gesetzt wird:
22 4 A% = 27(r — ' cosV).
+ . OR' . . o4 -
Um weiter nun ——— zu bilden, ist noch — =T -
7812 d{cosl) A
o(cosV) .
und - P abzuleiten.

Zur Bildung des letzteren Differentialquotienten ist zuerst 7/
einer sphirischen Betrachtung zu entnehmen. Auf der helio-
zentrischen Einheitssphire seien 2 und 2’ die den beiden
Planeten entsprechenden Richtungen auf der Sphire, ferner §
und §,’ die beiden Bahnknoten auf der ekliptikalen Grundebene,
ferner S der Schnittpunkt beider Bahnen, so daBl AS = s,
PSS =3, 58 =0 S = o, schlieBlich 7 und 7/ die beiden
Bahnneigungen und / der Winkel zwischen den beiden Bahnen.
Dann sind die Langen von S in bezug auf die beiden Bahnen:
T=§ + ound v = ' + ¢ (s. Figur). Um die partielle Ab-
d(cos )

I8
stellung: cos I/ == cos s cos s -+ sins sins’ cos /, wo / und dazu

=S58 und ¢ = S aus dem Dreieck S 8" bekannt werden,

leitung

bilden zu kénnen, gehen wir aus von der Dar-
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und zwar mittels der Winkel ¢/, # — 7 und § — §’. Auf Grund
der Darstellungen von 4 und V” beruht nun die Unabhéngigkeit

Fig.1

der Gleichungen (I") und (II") von 4 auf der Unabhangigkeit von

s', dem Abstande des stérenden Kérpers vom Bahnschnittpunkt

S, also von der Linge s’, vom gemeinsamen Knoten S gezihlt.
Nun wird gemil der letzten Darstellung von cos I7:

(cosl) ) ., o8
o5 = coss’ - sins: oo — coss sing W—}—
) ~+ sins’ coss a5 cos/ -+ sins coss’ a5 cos J —
o8 o
— sins sins’ sin/ - %,
. . os o5 o . .
so daB die Ableitungen 9 Iq und 7 2 bilden bleiben,

und zwar mit Riicksicht auf die weiteren Definitionen von s und s’,
wonach s = v —7und s’ = ¢ — 7’ gesetzt wird; dabei fixieren v
und 2’ die wahren Lingen der beiden Planeten in der Bahn und
sind als unabhingige Variable im Stérungsproblem unabhingig

von § und §', so daBl deshalb: :—s = — E und analog
os' ot . .. ..'Q’ . 0%
T Die expliziten Ausdricke dieser letzteren Ab-
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leitungen sind nun von Tisserand in seinem ,,Traité de Méca-
nique Céleste’’, Bd. I pag. 323 gegeben, wonach

os sin ¢’ cos (z'— ) as’ sin 7 cos (v — Q)
(10) o [1 + sin_/ J’ o0 sin / )
o/

und T =sin7 sin (— §) = sin ¢’ sin (¢’ — '). Da nunmehr

alle Koeffizienten in dem Ausdruck fur L bekannt sind, re-

sultiert, wenn noch abkirzend on
(11a) F=— % + -rl,—d
gesetzt wird:
2_§’= Y 2(;95_1/)
(11b) =—r-r’-F[coss {— sins aa&+sms cos]}

. os’' os . . o/
+ sins {— COSS For + COSS 7o cos/ —sins sm]m .

R
da
friiheren Formel entsprechend

Analog erhalten wir di

oR'
da

== F-(r—7 cos V) ——- -

. p'3

setzen wollen, so daB wir dann die folgende Darstellung erhalten:

(12)
oR' 7 ; ’ . . 7?
= - F-(r—7' coss-coss’— 7' sins - sins 'COS/>_a-r’7

Folglich ergeben sich die beiden Differentialquotienten von R’
nach @ und 2 als lineare Funktionen der zu eliminierenden Funk-
tionen cos s’ und sin 5" in der folgenden Form:

aaf =R =a-F+4 B+ Fcoss' + yFsins' + 6
(13) o

Bl S R;L = B'F - coss’ + ' F - sins’,
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wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:

72

rr! rer
a—-—— ﬁ————coss y=—-—,sinscos/, 0=-—%

(14) 1 ﬂ’=+r-r'(+sins;n sms 5 Cos )

"= 477 [coss —= o — COSS == gs cos/ + sins sm] b7
Y o5 o9 !

8s 05 4@
IR I8 o8
oben bereits als Funktion der Bahnelemente definiert wurden.

Unsere Aufgabe ist nun die Elimination der GréBe s' aus den
beiden Gleichungen fiir R und Ry, wodurch dann eine einzige
Gleichung zwischen den Ableitungen R, und K, entsteht, die
die gesuchte Beziehung fixiert, wenn wir

wobei die auch hier auftretenden Koeffizienten

n da 1 de n di

( 5) d fa d[ +fe dt +f1 dt
1 un

r_ de 1 d® 1w dSs

Ro=g 77+ & 7 T8

wo f.' = f. : k2m' usw., substituieren. Man erreicht die genannte
Elimination durch die Auflésung der beiden in /& - coss’ und
F - sins’ linearen Gleichungen (13) und dann folgende Quadrie-
rung und Summierung, so dal3 wegen des in der Gleichung fiir
R noch verbleibenden Termes a - F eine quadratische Gleichung
in /" Gbrigbleibt, womit dann also #, folglich auch 4, V" und s

als Funktionen von R, und R erscheinen. Wir erhalten dem-
nach zuerst:

F - coss’ = ,% [y (R, — 6 —aF)—yRg]
(16)
Fesing' = L [f- Ry —p/(R.— 6 — aF)]

wo die Determinante D = 9" —y -+ f’. Bilden wir nun zur
Elimination von s die Summe der Quadrate und ordnen die neue
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Gleichung nach Potenzen von /, so resultiert die in # quadra-
tische Gleichung:

(17)
Ji- Fr+2f,- F=f,, wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung
haben:
fr=(By'=yB -2 (B%+y"), fy=a(B+y") (R, =0)~a(BB'+y¥) Ry
Fa=(B+ 'S (Ro=0+ (B +y) Ry —2(B' + v y") (R,~8) Ry

Somit lautet die Losung nach 7 bei gleichzeitigem Ubergange
zur Ldsung nach 4:

18 F=—— s = [ AEVETAL]L

womit jetzt auch A als Funktion der f; d. h. von s fixjert ist. Die
Koeffizienten der Gleichung fiir # koénnen noch wesentlich ver-
einfacht werden, insbesondere durch das Wegheben von Termen
und Entstehung gemeinsamer Faktoren in £, + f; -+ f5, so daB
sich die folgenden vereinfachten Ausdriicke ergeben:

(10) fifs+Si=(By = 7B
<[(B2+9"%) (R,=0)2+ (=2~ y?) Rg—2(BF'+ 7 ") (R,=0) Ry,

also eine in R, und R} quadratische Form, wihrend sich fiir
f, die folgende lineare Form ergibt:

(20)  fo=a(f?+ v (R,— &) —a(Bf + v y) Ry,

AuBer der Funktion F als Funktion der f; benétigen wir zur
Substitution in die Gleichung fiir (13) R noch die GréBe A2 als
Funktion der £, wofiir sich nach der Definition von # als Funk-
tion von 4 ergibt:

(21) A= " -

so daB folglich:
) Rlm i Fopm i )
N 2a

y

2 | - AL
Vit— 7oy a7

worin fiir # noch der obige Ausdruck als Funktion der f; zu
substituieren ist, wo die f; Funktionen der Ableitungen R, und
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R:Q mit von den a, f, v, ', ¥', also von s, », 7’ abhingigen Koeffi-
zienten sind. Ersetzen wir dann schlieBlich die Funktionen R
und R;L durch die fritheren Ausdriicke:

! 1 da 1" de 1w di
) Ro=1a dt /e +f dr
(13 und
; " d&: /_ do | .dﬂ
R, =g T8 G T8 g

so ergibt sich hiermit die gesuchte Endgleichung, d. h. die Diffe-
rentialgleichung zwischen den 6 Bahnelementen nach Ausschal-

tung des Potentials % aus den urspriinglichen beiden Gleichun-

gen. Die gemeinsame Gleichung ist aber keine lineare Dif-
ferentialgleichung zwischen den zeitlichen Differentialen der
Elemente, sondern eine algebraische Gleichung héheren Grades
zwischen den R, und Ry, d. h. den linearen Beziechungen zwi-
schen den Zeitdifferentialen der 6 Elemente. Es bleibt zu bemer-
ken, daB R nach der Darstellung (8) nur von A abhingig ist,
nicht aber aulerdem von cos s’ und sin s’, cos s und sin s, wie es
fir R, nach (3) und (9) der Fall ist, so daB dieser Weg iiber
R, der einfachere ist, zum Ziele zu gelangen.

Hitten wir aus den obigen beiden Gleichungen (13) firr R/
und R;l nicht s’ eliminieren wollen, sondern £, so sind die ent-
sprechenden beiden Gleichungen auf die folgende Form zu brin-
gen:

s Fleoss’ 4y ) =5 [0 (R — ) — y Ry
23
Flsing' —pr- 5} = L 1BRL — B (R — 0],

so daf3 bei Elimination von # durch Division beider Gleichungen
die folgende Gleichung in s’ verbleibt:

|coss’ + 57 5| 1BRY, — /(R — 8)]
(24)
.y a /
— [sm —p 5_] [/ (R — ) — y RY].
Folglich ergibt sich cos s’ oder sin s’ aus einer Gleichung 2. Gra-

des, wie vorher auch Z aus einer Gleichung desselben Grades
folgte. Die Substitution der Losung in jede der beiden Glei-
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chungen (23) ergibt dann #, und zwar wieder als Funktion von
R, und Ry und cos s und sin s, womit wir wieder zu dem Aus-
gangspunkte, der Bestimmung von 4 und der Substitution von 4
in die nur von 4 abhingige Gleichung fiir R/, zuriickgekehrt sind.

Nach dem soeben behandelten Falle der Bewegung eines inne-
ren Asteroiden bleibt jetzt die dem Falle eines duBBeren Asteroiden
entsprechende Untersuchung auszufithren. Alsdann geht zu-
erst die bisherige Storungsfunktion R = £% - m' - R' Uber in

S=4am- S, Wobei die Funktion R’ = —j]- — :,2 - cos I/ {iber-
gehtin: §' = a

— —7 + cosV, indem nur 7 mit 7" und »' mit »

4]
zu vertauschen ist, wobei der gegenscitige Abstand der Korper
A% = 2 L 42— 2 -y -y cos IV unverandert bleibt, Im fritheren
ersten Falle handelte es sich um die Elimination der Variablen s/,
der Linge des stérenden Koérpers, gezihlt vom gemeinsamen
Knotenpunkt der Bahnen beider Kérper 2 und 72’ ; dementspre-
chend ist jetzt s zu eliminieren. Da nun die GréBen s und s’ ex-
plizit in R" wie S’ nur in der Funktion cos ' = cos s * cos s’ +
+sins - sins’ - cos / auftreten, so bleibt die Vertauschung von s
mit s’ und umgekehrt im Faktor cos V' wirkungslos, wihrend die
Faktoren im Nebenteil der Storungsfunktion sich dndern, ent-
sprechend der Vertauschung von » mit ' und umgekehrt. Dem-
entsprechend haben wir weiter beim Ubergange zum 2. Falle in
unseren Differentialgleichungen (13), auf den rechten Seiten die
Koeffizienten cos s’ und sin s’ mit cos s und sins, ferner a mit o
und § mit " zu vertauschen, entsprechend auch den Koeffizien-

ten £ — — % € -r‘—a mit G = — ﬁ + % und schlieBlich die

Koeffizienten a, f, y, 6, #', ¥’ mit ay, Sy, 1, 61, f'1, ¥'1, da in deren
Definitionsformeln an Stelle von coss und sins jetzt s auftritt,
so daB wir die neuen Formeln gewinnen:

(23)
712 N },/ ! 7,12

¢ rr . ’
a = —, f1=- 4 Coss’, yy=——7sins -cosf, 6; = —

|~

a -’

. as'
ﬁ{=7’r’[sms -3—5,—— sins’ = ,cos]]

i as'
yi=+7r [+ coss’ ~=— — cos s’ . cos / + sins’ sm]ds{, )

o8/ o8/
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mit den zugehérigen neuen Differentialgleichungen:

% =S/, =0a,G 4 p1G coss + y,G sins + &
(26) .
pr T oW T By - G coss + G sins,

wo die neuen Ableitungen von s und s’ jetzt nach &' die folgende
Bedeutung haben:

as 6_1: . sinz’ cos(?’—-gz,’l
e T e sin/
os' ot _sini COE_(T—SZ,))
(27) a—ﬂ:‘, = == a_ﬂ,’ == — (1 sing und
o7 L e ,
G = —sin? sin(z — §) = —siné’ sin(x’ — {').

Die weitere Behandlung ist dann vollig analog der des ersten
Falles, wo der stérende Koérper auBerhalb der Bahn des Asteroi-
den lag.

§ 7. Die Elimination der Stérungsfunktion
im allgemeinen Falle des Dreikérperproblems und die
zugehdrigen Integral-Invarianten

Im 3., allgemeinsten Falle, wo beide Massen m und '
von o verschieden sind, besteht unsere Aufgabe gemil unserer
obigen Formulierung in der Elimination nun der beiden GréBen
s und s aus den jetzt 4 Differentialgleichungen (13) und (26),
die zur Darstellung der Integral-Invarianten herangezogen wur-
den. Unser Leitgedanke zur Elimination der Variablen s und s’
kann auf der Darstellung von s’ und # in den Gleichungen (23)
entwickelt werden, da nach der Elimination von F aus (23) die
Gleichung (24) eine in cos 5" und sin s’ lineare Gleichung darstellt,
der wir die Form geben: (28) ¢ - coss’ 4 & - sins’ = ¢, wo die
Koeffizienten ¢, & und ¢ durch die Koeffizienten 8, ¢ p’ und y’
nach (14) Funktionen von s sind. Wiirden wir alsdann die auf den
vorhergehenden Fall beziiglichen auf den 3. Fall iibertragbaren
Formeln ebenfalls auf die Form: (28") ¢/ - coss’ -+ &' - sins’ = ¢’
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bringen, wo die Koeffizienten folglich auch Funktionen von s sind,
wie ¢, 4 und ¢ in (28), so kénnten wir cos s’ und sin s" auf Grund
der beiden Gleichungen (28) und (28’) als Funktionen von s dar-
stellen, um damit dann mittels der Operation: cos?s’ + sin?s’' =1
die Definitionsgleichung fiir s als Funktion von R/, Ry, S, und
St zu erhalten. Dann aber folgen auch sofort riickwirkend sin s’
und cos s’ als Funktionen der soeben fixierten Ableitungen von

R' und S’. Ebenso folgen dann auch /= — % + 71,; aus (23)
und G = — % + —;3— aus der zu (23) analogen, dem 3. Falle

entsprechenden Gleichung als Funktionen von s, also auch als
Funktionen der Ableitungen &, Ry, S, und S;.. Dann folgen
weiter auch die linken Seiten, d. h. R, R}, und ebenso S., und
Sq-nach den Ausgangsgleichungen (13) und (26) bei Substitution
von F, G und s’ auf den rechten Seiten als Funktionen von &,
Ry, S, und S%., aber nicht als lincrare Funktionen dieser Ab-
leitungen, sondern in komplizierter Form, so dal3 schlie3lich bei
Darstellung aller 4 Ableitungen R, Ry, Sy, und S, durch ihre in
den

da de dg dd 4l dw

dt’ dt " dt’ dr’ dt T de

linearen Ausgangsdarstellungen keine linearen Integral-Invari-
anten erhalten werden kénnen.
Zwecks nunmehriger Ausfihrung der soeben fixierten Skizze

. . . . .08
haben wir zuerst die rechten Seiten der Ausdricke fiir 2 und
0S" . . . . .
— in Abhingigkeit von s statt von s zu bringen, so dal} wir

a !
erhalten:

Z_j = a,G + B,G coss' + y,G sins’ + 6, = S,
29 1 Lo

R BsG coss’ + y,G sins’ =Sy

Die neuen Koeffizienten ay, S5, ¥, B3, ¥s unterscheiden sich
dann von denen im 1. Falle, Gleichung (13) dadurch, da3 R’ mit
S’, also » mit #" und #' mit 7, ferner ¢ mit &’ und die Ableitungen
nach 2 und £, mit denen nach ¢’ und §}’ zu vertauschen sind. Die
neuen Koeffizienten genligen dann den folgenden Darstellungen,
im Anschluf} an die Darstellungen in den Gleichungen (13):



Uber die Integral-Invarianten der Storungstheorie 171

7’2 ror rr’ . 712
=7 fo=——5—coss, ’}’2=——TSmscos], 62=—W
1 as os'
(30) Pa=+7-7 +smsaﬂ —sins Fa €08
a’
Yo =+ 7 (cossa&, cosy—ﬁ—,cos]+sm5 sin J - f)

Aus den obigen Gleichungen (29) ergeben sich nun die neuen
zur Elimination von & dienenden Gleichungen:
G coss’ + 74 72) = 57 s (S — 89— 7254.]
(31) g
G sins' — i 22) = = B Str— Bo(St—],

wo die Determinante D, = f,¥s — 25 Durch unmittelbare
Elimination von G ergibt sich dann die folgende Gleichung:

|coss” + yi 52| 1B+ St — Bi(Si — 89

(32) - ra 1ot ’
= [sms’ — B 022 ] [y (Se— 6 — ¥ Sgd,

so daB wir schlieBlich, zuerst gemaB der fritheren Gleichung (24)
und dann nach (32) die folgenden beiden in coss’ und sin s’
linearen Gleichungen erhalten:

(33a) c¢-coss’ 4+ d-sins’ = ¢ und
(33b) ¢’ cos s’ 4 d'sin s’ = ¢’, wo nach obigen Definitionen
¢=pRy—F (R, —0), d=—y(R,—0)+vRy

(34a) .
~—y' 5 [BRy—B (R.—0)]— B o1y (R,— &) —vRg],

wo D = By’ —p" und weiter:
¢ = 1325;1,'—/9;(5;'— 6y, d'= —7;(5;'_ d,) +V25:n,'

!/ ds

(34b) e =—y; 5~ D, (B - sz,' — B (Sy — 6] —

— By 2 [ (Sh— ) — 7 Si),

wo Dy = /327’;_ 72/321-
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Dabei sind die Koeffizienten ¢, &, ¢/ und &’ durch die Koeffizien-
ten 8, f/, ¥ und 9’ in cos s und sin s lineare Funktionen, wihrend
die Koeffizienten ¢ und ¢ von cos?s, sin?s und sins : cos s
abhingig sind, so daB die Determinante % = ¢d’' — d¢' der
beiden Gleichungen (33a) und (33b) von cos?s, sin?s und
cos s - sin 5 abhidngig ist. Da die Auflésung der beiden Gleichun-
gen (33a) und (33b) ergibt, daB (35a) coss’ = -}% (e-d'—de)
und (33b) sin &' = % (c-e" — ec'), so erhalten wir mittels
E2=(e-d' —d-e) + (¢ ¢ —e-)? die gesuchte Gleichung
in bezug auf s, in Abhingigkeit von den Ableitungen R, R;L,
S., und Sg.. In bezug auf den Grad der Gleichung ergibt sich
das Folgende. Die GroBe %2 ist, wenn alle einzelnen Glieder so-
weit moglich auf cos s reduziert werden, zusammengesetzt aus
Termen der Form: costs, cosds - sin s, cos?s und cos s - sin s,
andererseits setzt sich ed’ — &¢’ zusammen aus Termen der
Form: cos® s, cos? s - sin s, cos s und sin s, ebenso die Funktion
ce' — ec" aus Termen der Form: cos®s, sins - cos?s, coss, sin s.
Reduzieren wir dann alle trigonometrischen Funktionen auf tg s
und beriicksichtigen, daBl cos® s = (1 4 tg?s)~%, also analog
cos™%s, so ergibt sich folgende Form fiir Z2:

(36) E? = (1 +tg?s)™%- f(const., tg s, tg?s, tg3s);
analog wird

(ed' —de')? = (1 + tg?s)~% - [g(const., tg s, tg?s, tg®s]?,
und schlieBlich:

(cre' —ec)? = (1 + tg?s)3 - [£(const,, tgs, tg?s, tg?s)]?,
und folglich als Endgleichung in s:

(1 + tg?s) [f(const., tg s, tg?s, tgds)]?

(37) = [g(const., tgs, tg?s, tgd3s)]® + [/~ (const., tg s, tg?s, tgds],

womit die Lésung in s auf eine algebraische Gleichung 8. Gra-
des in tg s reduziert ist.

Wire eine analytische, allgemeine Lésung dieser Gleichung
méglich, so wiirden die Funktionen tg s und ebenso auch F
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und G Funktionen von R, R, S, und Sg., so daBl bei Substi-
tution dieser Funktionen in die rechten Seiten der Gleichungen
(13) und (29) unser Ziel erreicht wire, indem die neuen Gleichun-
gen alsdann die gesuchten Beziehungen zwischen den soeben
fixierten 4 partiellen Ableitungen von R’ und S’ darstellen, un-
abhingig von den Variablen s und s', die zu eliminieren waren.
Wenn dann weiter allgemein in die letztgenannten Gleichungen

nda 1" n di 7 n de 1y do 1w a8

‘R fa E f: dl ft dl’ RrI::gE : 7[‘ +gw‘ df +g}. l{f’
/ n da' ; deé' X di’ 7 46 2. aw’ v A’
Sqr= @I +}l"—dt T ,S =k,- ko v + kg 7

substituiert wiirde, so erscheinen die gesuchten End-Differen-
tialgleichungen zwischen den Differentialquotienten

do de  dd 49

dt’ dt " dt T dt’
aber in solcher Form, dall die Bildung einer zugehorigen Inte-
gral-Invariante nach der durchgefiihrten Elimination des gegen-
seitigen Abstandes der beiden Planeten, resp. der Winkel s und s’
nicht moglich ist. Dagegen ist eine rein numerische Durchfiih-
rung in dem konkreten Falle eines Problems der Stérungstheorie
zum Zwecke der Kontrolle der entsprechenden numerischen
Rechnungen méglich und bietet sogar einen Vorteil, der fiir die
Praxis der Stérungstheorie niitzlich und deshalb wichtig ist.

Miinchen Ak, Sb. 1955 13



